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5.1� �Comme E est de dimension finie n, L(E) est aussi de dimension finie n2. Ainsi, la famille (id E, f, · · · , fn
2

)

admettant n2 + 1 endomorphismes, elle est forcément liée donc il existe (q0, · · · , qn2) ∈ Rn2+1 telle que

(q0, · · · , qn2) ̸= (0, · · · , 0) et
n2∑
k=0

qkf
k = 0. Le polynôme Q =

n2∑
k=0

qkX
k est donc annulateur de f. Quitte à

diviser par le coefficient dominant de Q, on peut supposer Q unitaire.

On décompose Q en produit de polynômes irréductibles de R[X] (ceux de degré 1 et ceux de degré 2 avec

un discriminant strictement négatif) : Q =
r∏

k=1

(X − αk)
mk ×

s∏
k=1

(X2 − akX + bk)
nk avec r ∈ N, s ∈ N,

∀k ∈ [[1; r]], αk ∈ R et mk ∈ N∗, ∀k ∈ [[1; s]], (ak, bk) ∈ R2 et a2k − 4bk < 0 et nk ∈ N∗.

Comme Q(f) = 0, on a
r∏

k=1

(f − αkid E)
mk ◦

s∏
k=1

(f2 + akf + bkid E)
nk = 0 (où les produits signifient ici des

composées). Les f − αkid E (k ∈ [[1; r]]) et les (f2 + akf + bkid E) (k ∈ [[1; s]]) ne peuvent pas tous être des

automorphismes car une composée d’automorphismes en est encore un et que l’endomorphisme nul n’est pas

dans GL(E) (qui est un groupe). Ainsi, on peut considérer deux cas (qui ne s’excluent pas l’un l’autre) :

• soit r > 1 et ∃k ∈ [[1; r]], f − αkid E /∈ GL(E). Alors Ker(f − αkid E) ̸= {0E} et il existe donc un vecteur x

non nul de E tel que f(x) = αkx. La droite D = Vect(x) est alors clairement stable par f.

• soit s > 1 et ∃k ∈ [[1; s]], f2 + akf + bkid E /∈ GL(E). Alors Ker(f2 + akf + bkid E) ̸= {0E} et il existe

donc un vecteur x non nul tel que f2(x) + akf(x) + bkx = 0. Posons P = Vect(x, f(x)). Si on avait f(x) et

x colinéaires, on aurait f(x) = λx avec λ ∈ R d’où f2(x) = λ2x puis (λ2 + akλ + bk)x = 0E qui donnerait

λ2 + aλ + b = 0 car x ̸= 0E. Ceci est incompatible avec a2k − 4bk < 0 puisque λ est réel. Ainsi P est

bien un plan vectoriel. De plus, si y = αx + βf(x) est un vecteur quelconque de P, son image par f vérifie

f(y) = αf2(x) + βf(x) = −bkαx+ (β− akα)f(x) ∈ P donc le plan P est stable par f.

Si E un R-espace de dimension finie et f ∈ L(E), il existe au moins une droite ou un plan de E stable par f.� �
5.2� �a. On sait que A est inversible si et seulement si Ker(A) = {0} (un endomorphisme en dimension finie est

injectif si et seulement s’il est bijectif). Par l’absurde, supposons qu’il existe X ̸= 0 ∈ Mn,1(K) tel que

AX = 0. Soit un entier i ∈ [[1;n]] tel que |xi| = ||X||∞ = Max
16k6n

|xk| > 0. Dans la i-ième ligne de AX = 0,

n∑
j=1

ai,jxj = 0⇐⇒ ai,ixi = −
n∑

j=1
j̸=i

ai,jxj. Par inégalité triangulaire, |ai,i||xi| 6
n∑

j=1
j̸=i

|ai,j||xj| 6
( n∑

j=1
j̸=i

|ai,j|
)
|xi|

qui devient, après division par |xi| > 0, |ai,i| 6
n∑

j=1
j̸=i

|ai,j| contredisant l’hypothèse de l’énoncé. On en déduit

donc le seul vecteur colonne tel que AX = 0 est X = 0 d’où l’inversibilité de A.

b. L’idée est que si les coefficients diagonaux de A sont strictement positifs et A à diagonale strictement

dominante, A+ xIn l’est aussi x > 0 car ∀i ∈ [[1;n]], |ai,i + x| = ai,i + x > ai,i >
∑
j ̸=i

|ai,j|. Soit P : R→ R

définie par P(x) = det(xIn + A) = χ−A(x).

On verra plus tard dans l’année que P est une fonction polynomiale, unitaire et de degré n.

Pour x > 0, comme A+ xIn vérifie les hypothèses de a., A+ xIn est inversible donc P(x) = det(A+ xIn) ̸= 0.



Puisque P est continue et ne s’annule pas sur R+, P garde un signe constant sur R+ d’après le théorème des

valeurs intermédiaires, ce signe ne peut donc être que strictement positif car P est unitaire et de degré n > 1

donc lim
x→+∞

P(x) = +∞. Par conséquent, comme 0 ∈ R+, on a P(0) = det(A) > 0.� �
5.3� �a. Il est clair que si (a0, . . . , an) ne sont pas deux à deux distincts, alors la famille A contient deux fois

le même vecteur, elle ne peut pas être libre. Réciproquement, si (a0, . . . , an) sont deux à deux distincts,

considérons (λ0, . . . , λn) ∈ Kn+1 tel que
n∑

k=0

λk(X−ak)n = 0. Alors en inversant les sommes doubles avec le

binôme de Newton, on a
n∑

k=0

λk

( n∑
m=0

(−1)m
(
n

m

)
amk X

n−m
)
=

n∑
m=0

(−1)m
(
n

m

)( n∑
k=0

λka
m
k

)
Xn−m = 0. On

obtient donc un système linéaire à n+ 1 équations
n∑

k=0

λk =
n∑

k=0

λkak = · · · =
n∑

k=0

λka
n
k et à n+ 1 inconnues

λ0, · · · , λn sans second membre dont la matrice associée est M =
(
aij

)
06i,j6n

∈ Mn+1(K). On reconnâıt une

matrice de Vandermonde dont le déterminant vaut det(M) =
∏

06i<j6n

(aj − ai) ̸= 0 donc le système est de

Cramer et ne possède comme unique solution que λ0 = · · · = λn = 0.

La famille A est donc libre et, comme elle contient n+ 1 vecteurs et que dim(Kn[X]) = n+ 1, A est une base

de Kn[X]. On a bien l’équivalence : A est une base de Kn[X]⇐⇒ (a0, . . . , an) deux à deux distincts.

b. En reprenant cet argument, le rang r de A est le nombre de termes distincts de la famille (a0, . . . , an)

car en supposant (quitte à renuméroter) que les termes distincts sont a0, . . . , ar−1, on peut ne conserver

que les équations
r−1∑
k=0

λka
m
k pour m ∈ [[0; r − 1]] et on conclut encore que

r−1∑
k=0

λk(X − ak)n = 0 implique

λ0 = . . . = λr−1 = 0 donc la famille (A0, . . . , Ar−1) est libre et les polynômes Ar, . . . , An en font déjà partie.� �
5.4� �Avec les opérations de Gauss (dans cet ordre) C1 ←− C1 − C2, C2 ←− C2 − C3,· · ·, Cn−1 ←− Cn−1 − Cn,

on obtient det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 1 1 · · · · · · 1

3 4 5 1 1

4 5 6 7
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 1
...

. . .
. . . 2n− 1

n+ 1 · · · · · · · · · · · · 2n− 1 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 2 0 · · · 0 1

−1 −1 4
. . .

...
...

...
. . .

. . .
. . . 0

...
...

. . .
. . . 2n− 4 1

...
. . . −1 2n− 1

−1 · · · · · · · · · −1 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ensuite, on effectue Ln ←− Ln− Ln−1, Ln−1 ←− Ln−1− Ln−2, · · ·, L2 ←− L2− L1 pour avoir det(A) comme

le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure et det(A) =
n−1∏
k=1

(−(2k− 1)) = (−1)n−1(2n)!
2n n!

.� �
5.5� �Méthode 1 : Le lien entre ces deux matrices est la matrice de M =

(
Iq A

B Ip

)
∈ Mp+q(R).

Si on pose U =

(
Iq 0

−B Ip

)
, alors MU =

(
Iq − AB A

0 Ip

)
et UM =

(
Iq A

0 Ip − BA

)
donc, en passant au

déterminant, il vient det(M)det(U) = det(Iq − AB) = det(Ip − BA) = det(U)det(M) car UM, MU, U sont

triangulaires par blocs. Cette formule est appelé identité de Sylvester. Difficile à voir !

Méthode 2 : Si on ne voit pas cette relation par blocs, comme A est de rang r 6Min(p, q), A est équivalente

à Jr =

(
Ir 0

0 0

)
(par blocs) mais c’est hors-programme. Ainsi, ∃Q ∈ GLq(R), ∃P ∈ GLp(R), A = QJrP

−1.

Posons alors C = P−1BQ de sorte que B = PCQ−1. Alors on peut simplifier et factoriser les deux matrices



Iq − AB = Iq −QJrP−1PCQ−1 = Q(Iq − JrC)Q−1 et Ip − BA = Ip − PCQ−1QJrP
−1 = P(Ip − CJr)P−1.

Par propriétés du déterminant, on a det(Iq − AB) = det(Iq − JrC) et det(Ip − BA) = det(Ip − CJr).

Si C =

(
C1 C2

C3 C4

)
par blocs avec C1 ∈ Mr(R), alors après calculs Iq − JrC =

(
Ir − C1 −C2

0 Iq−r

)
et

Ip − CJr =

(
Ir − C1 0

−C3 Ip−r

)
. Comme ces matrices sont triangulaires par blocs, on a finalement l’égalité

annoncée, det(Iq − AB) = det(Iq − JrC) = det(Ir − C1) = det(Ip − CJr) = det(Ip − BA).� �
5.6� �a. Soit v un projecteur de E, il existe donc deux sous-espaces F et G de E tels que E = F⊕G et tel que v = pF,G

est la projection sur F parallèlement à G. Si on prend une base B = (v1, · · · , vr, vr+1, · · · , vn) adaptée à

cette décomposition (c’est-à-dire que (v1, · · · , vr) est une base de F et (vr+1, · · · , vn) une base de G), alors

MatB(v) = A =

(
Ir 0r,n−r

0n−r,r 0r

)
donc Tr (v) = Tr (A) = r = rang (v) car Im (v) = F et dim(F) = r.

Bien sûr, la réciproque est fausse. En effet, si v : (x, y) 7→ (3x,−y), on a v ∈ L(R2), rang (v) = 2 et

Tr (v) = 3− 1 = 2 alors que v n’est pas un projecteur car v2 : (x, y) 7→ (9x, y) et v2 ̸= v.

b. p2 = 1

m2

(m−1∑
k=0

uk
)2

= 1

m2

(m−1∑
i=0

ui
)
◦
(m−1∑

j=0

uj
)

donc p2 = 1

m2

∑
06i,j6m−1

ui+j. Or ui+j = uk si

k ≡ i+ j [m] car um = id E. Pour k ∈ [[0;m− 1]], il existe m couples (i, j) ∈ [[0;m− 1]]2 tels que ui+j = um :

• Si k = 0, ces m couples sont tous les couples (i,m− i) avec i ∈ [[1;m− 1]] et le couple (0, 0).

• Si k = 1, ce sont les couples (i,m+ 1− i) avec i ∈ [[2;m− 1]] et les couples (0, 1) et (1, 0).

• Si k ∈ [[2;m−1]], ce sont les couples (i,m+k− i) avec i ∈ [[k+1;m−1]] et les (i, k− i) avec i ∈ [[0; k]].

Ainsi, en regroupant les termes, on a p2 = 1

m2

m−1∑
k=0

muk = 1

m

m−1∑
k=0

uk = p.

Plus simplement, on pouvait écrire p2 = 1

m

m−1∑
k=0

uk ◦ p. Or uk ◦ p = 1

m

m−1∑
i=0

ui+k et la suite (uq)q>0 est

m-périodique car um = id E donc uk ◦ p = 1

m

m−1∑
i=0

ui = p et on retrouve p2 = 1

m

m−1∑
k=0

p = p.

c. Par linéarité de la trace, Tr (p) = 1

m

m−1∑
k=0

Tr (uk) = rang (p) d’après la question a.. Or, on sait que

Im (p) = Ker(p − id E) car p est un projecteur. Ainsi, 1
m

m−1∑
k=0

Tr (uk) = dim(Ker(p − id E)). Il semble qu’il

faille établir que Ker(p− id E) = Ker(u− id E).

• Si x ∈ Ker(u− id E), alors u(x) = x donc, par une simple récurrence, on obtient ∀k ∈ N, uk(x) = x

d’où p(x) = 1

m

m−1∑
k=0

uk(x) = 1

m

m−1∑
k=0

x = x et x ∈ Ker(p− id E).

• Si x ∈ Ker(p− id E), alors p(x) = x. Comme u ◦ p = p d’après b., u(x) = x donc x ∈ Ker(u− id E).

Par double inclusion, Ker(p− id E) = Ker(u− id E) donc, avec (1), 1
m

m−1∑
k=0

Tr (uk) = dim(Ker(u− id E)).

d. On vient de voir que Im (p) = Ker(p − id E) = Ker(u − id E). Si x ∈ Im (u − id E), alors il existe un

vecteur y ∈ E tel que x = u(y) − y donc p(x) = 1

m

m−1∑
k=0

uk(u(y) − y) et, après télescopage, il ne reste que

p(x) =
um(x)− x

m
= 0E. On aurait aussi pu écrire que p(x) = p(u(y)−y) = p◦u(y)−p(y) et on sait d’après

la question b. que p ◦ uk = uk ◦ p = p (des polynômes en u commutent) pour tout k donc en particulier

p ◦ u = p ce qui donne bien p(x) = p(y)− p(y) = 0E. On a donc l’inclusion Im (u− id E) ⊂ Ker(p).



Par la formule du rang, dim(E) = rang (p) + dim(Ker(p)) = dim(Im (u − id E)) + dim(Ker(u − id E)) si

on l’applique à p et u − id E. Or, d’après c., Im (p) = Ker(p − id E) = Ker(u − id E) donc il ne reste que

dim(Im (u− id E)) = dim(Ker(p)). Par inclusion et égalité des dimensions, on a donc Im (u− id E) = Ker(p).

Alors, p est la projection sur Ker(u− id E) parallèlement à Im (u− id E).� �
5.7� �a. Méthode 1 : soit x ∈ R3, comme f3 + f = 0, f3(x) + f(x) = 0. Procédons par analyse/synthèse.

Analyse : si x = y+ z avec y ∈ Ker(f) et z ∈ Ker(f2 + id R3), alors f(y) = 0 donc f2(y) = 0 et f2(z) + z = 0.

Ainsi, f2(x) = f2(y)+ f2(z) = −z d’où y = x− z = x+ f2(x). Ceci montre déjà l’unicité d’une décomposition,

donc le fait que la somme de Ker(f) et de Ker(f2 + id R3) est directe.

Synthèse : réciproquement, si y = x+ f2(x) et z = −f2(x), on a bien y+z = x, y ∈ Ker(f) car f3(x)+ f(x) = 0

et z ∈ Ker(f2 + id R3) car f4(x) + f2(x) = f(f3(x) + f(x)) = 0. Ceci assure Ker(f) + Ker(f2 + id R3) = R3.

On conclut donc que R3 = Ker(f)⊕ Ker(f2 + id R3).

Méthode 2 : soit x ∈ Ker(f) ∩ Ker(f2 + id R3), alors f(x) = 0 et f2(x) + x = 0. Comme f(x) = 0, en

composant par f, on a aussi f2(x) = f(0) = 0 par linéarité de f donc 0 + x = 0 d’où x = 0. Ainsi,

Ker(f)∩Ker(f2+id R3) = {0}. Comme (f2+id R3)◦ f = f3+ f = 0, on en déduit que Im (f) ⊂ Ker(f2+id R3)

donc rang (f) 6 dim(Ker(f2 + id R3)). Or, d’après la formule du rang, on a dim(Ker(f)) + rang (f) = 3

donc dim(Ker(f)) + dim(Ker(f2 + id R3) > 3 = dim(R3). Comme on sait déjà que Ker(f) et Ker(f2 + id R3)

sont en somme directe, dim(Ker(f)) + dim(Ker(f2 + id R3)) = dim(Ker(f)) + dim(Ker(f2 + id R3)) = 3 donc

R3 = Ker(f)⊕ Ker(f2 + id R3).

La première méthode a l’avantage de marcher même en dimension infinie.

Comme Im (f) ⊂ Ker(f2 + id R3) et que Im (f) ̸= {0} puisque f ̸= 0 par hypothèse, on en déduit que

Ker(f2 + id R3) ̸= {0}. On pouvait aussi dire que si on avait Ker(f2 + id R3) = {0}, comme f2 + id R3 est

un endomorphisme en dimension finie, on aurait f2 + id R3 ∈ GL(R3) donc f3 + f = f ◦ (f2 + id R3) = 0

impliquerait f = 0, ce qui contredit l’hypothèse. Par l’absurde, on a Ker(f2 + id R3) ̸= {0}.

b. Soit x ∈ Ker(f2+id R3) tel que x ̸= 0 et (a, b) ∈ R2 tel que ax+bf(x) = 0 (1). On a aussi af(x)+bf2(x) = 0

donc, puisque f2(x)+ x = 0, on a af(x)−bx = 0 (2). En effectuant a(1)−b(2), on parvient à (a2+b2)x = 0

donc a2 + b2 = 0 car x ̸= 0. Ainsi, a = b = 0 car a et b sont réels donc (x, f(x)) est libre.

c. Si f était injective, f ∈ GL(R3) et f3+f = f◦(f2+id R3) = 0 impliquerait f2+id R3 = 0 = 0 donc f2 = −id R3

et, en passant au déterminant, on aurait det(f)2 = (−1)3 = −1. NON ! Ainsi, Ker(f) ̸= {0} donc on peut

prendre un vecteur non nul v1 dans Ker(f). On a vu en question a. que Ker(f2 + id R3) ̸= {0} donc on peut

prendre un vecteur non nul v2 dans Ker(f2+id R3). On sait d’après la question b. qu’en notant v3 = f(v2) la

famille (v2, v3) est libre. De plus, Ker(f2+id R3) est stable par f donc v3 ∈ Ker(f2+id R3). Comme Ker(f) et

Ker(f2+id R3) sont en somme directe, B = (v1, v2, v3) est donc libre et, puisque dim(R3) = 3, B est une base

de R3. Par construction, f(v1) = 0, f(v2) = v3 et f(v3) = f2(v2) = −v2 donc A = MatB(f) =

 0 0 0

0 0 −1
0 1 0

.

d. Soit g ∈ L(R3) et B = MatB(g) =

 b1,1 b1,2 b1,3

b2,1 b2,2 b2,3

b3,1 b3,2 b3,3

, alors on a g ◦ f = f ◦g⇐⇒ AB = BA. Or, après



calculs, AB =

 0 0 0

−b3,1 −b3,2 −b3,3
b2,1 b2,2 b2,3

 et BA =

 0 b1,3 −b1,2
0 b2,3 −b2,2
0 b3,3 −b3,2

. On dispose donc de l’équivalence

AB = BA⇐⇒ (b1,2 = b1,3 = b2,1 = b3,1 = 0, b2,2 = b3,3, b2,3 = −b3,2). Les matrices B vérifiant AB = BA

sont donc de la forme B = b1,1I3 + b3,2A+ (b1,1 − b2,2)A2 car A2 =

 0 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 ce qui montre que si

g commute avec f, alors g = b1,1id R3 + b3,2f+ (b1,1 − b2,2)f2 ∈ Vect(id R3 , f, f2). Comme les polynômes en

f commutent avec f, on a l’autre inclusion Vect(id R3 , f, f2) ⊂ {g ∈ L(R3) | g ◦ f = f ◦ g}.

Par double inclusion, on a donc {g ∈ L(R3) | g ◦ f = f ◦ g} = Vect(id R3 , f, f2).

On aurait pu, si g◦f = f◦g, dire que les deux sous-espaces Ker(f) et Ker(f2+id R3) étaient stables par g donc

la matrice B = MatB(g) est de la forme B =

 b1,1 0 0

0 b2,2 b2,3

0 b3,2 b3,3

. Or f(v2) = v3 donc g(v3) = g(f(v2))

devient g(v3) = f(g(v2)) = f(b2,2v2 + b3,2v3) = −b3,2v2 + b2,2v3 et on arrive à la même forme de B.� �
5.8� �a. Soit B = (v1, v2) une base de E et u ∈ L(E) tel que MatB(u) = A =

(
0 −1
1 0

)
(dans R2 euclidien

canonique avec B la base canonique, u serait la rotation d’angle π
2
). Alors A2 = −I2 donc u2 = −id E.

b. Par hypothèse, P = X2 + 1 annule u et on sait d’après le cours que les valeurs propres de u sont des

racines de P. Or les seules racines de P sont ±i dont aucune n’est réelle. Ainsi, u n’admet aucune valeur

propre réelle. De plus, det(−id E) = (−1)n = det(u2) = det(u)2 > 0 ce qui impose n = 2p pair.

c. Initialisation : soit e1 ̸= 0E ∈ E (e1 existe car dim(E) > 1) et (λ, µ) ∈ R2 tel que λe1 + µu(e1) = 0E (1),

alors en appliquant u, on obtient λu(e1)− µe1 = 0E (2). En effectuant
(
1)− µ(2), il reste (λ2 + µ2)e1 = 0E

ce qui, comme e1 ̸= 0E, montre que λ2 + µ2 = 0 donc que λ = µ = 0. Ainsi, (e1, u(e1)) est libre.

Hérédité : soit un entier k ∈ [[1; p − 1]] telle qu’il existe une famille libre (e1, u(e1), · · · , ek, u(ek)) dans

E. Comme dim(Vect(e1, u(e1), · · · , ek, u(ek))) = 2k < n, il existe un vecteur non nul ek+1 ∈ E tel que

ek+1 /∈ Vect(e1, u(e1), · · · , ek, u(ek)). Soit (λ1, µ1, · · · , λk, µk) ∈ R2k tel que
k∑

i=1

(λiei + µiu(ei)) = 0E (1).

On applique u à (1) pour avoir
k∑

i=1

(λiu(ei) − µiei) = 0E (2). En effectuant λk(1) − µk(2) et il reste

(λ2k + µ
2
k)ek +

k−1∑
i=1

(λkλi + µkµi)ei +(λkµi− µkλi)u(ei)) = 0E donc, puisque (e1, u(e1), · · · , ek−1, u(ek−1), ek)

est libre, on a en particulier λ2k + µ2k = 0 d’où λk = µk = 0. (1) se résume alors à
k−1∑
i=1

(λiei + µiu(ei)) = 0E

et on a λ1 = µ1 = · · · = λk−1 = µk−1 = 0 car (e1, u(e1), · · · , ek−1, u(ek−1)) est libre. On a donc montré que

λ1 = µ1 = · · · = λk = µk = 0 et (e1, u(e1), · · · , ek, u(ek)) est libre.

Conclusion : par principe de récurrence, pour tout k ∈ [[1; p]], il existe des vecteurs e1, · · · , ek tels que la

famille (e1, u(e1), · · · , ek, u(ek)) est libre.

Pour k = p, il existe donc e1, · · · , ep tels que la famille B = (e1, u(e1), · · · , ep, u(ep)) est libre. Comme

card (B) = n, B est une base de E et, par construction, MatB(f) = diag(A, · · · , A) avec A =

(
0 −1
1 0

)
.



� �
5.9� �a. Soit n = dim(E) et A un sous-espace vectoriel de E∗ = L(E, R). Comme on sait que dim(E∗) = dim(E) = n,

A est aussi de dimension finie, notons p = dim(A) 6 n = dim(E∗). Soit (ℓ1, · · · , ℓp) une base de A et

ψ : E → Rp définie par ∀x ∈ E, ψ(x) = (ℓ1(x), · · · , ℓp(x)). L’application ψ est clairement linéaire. Soit

x ∈ Ker(ψ), alors ∀k ∈ [[1; p]], ℓk(x) = 0. Soit ℓ ∈ A, il existe alors (α1, · · · , αp) ∈ Rp tel que ℓ =
p∑

k=1

αkℓk,

ce qui montre que ℓ(x) =
p∑

k=1

αkℓk(x) = 0 donc x ∈
∩
ℓ∈A

Ker(ℓ) = {0E} donc x = 0E. Ainsi, ψ est injective ce

qui montre que dim(E) = n 6 p = dim(Rp).

On a donc p = n donc, comme dim(A) = dim(E∗) et A ⊂ E∗, on a comme attendu A = E∗.

b. Posons E = Vect(f1, · · · , fn) de sorte que E est un sous-espace de dimension finie de F = F(R, R). Par

définition, on a dim(E) = rang (f1, · · · , fn).

(=⇒) Supposons (f1, · · · , fn) libre, alors dim(E) = n. Soit A = Vect({φx | x ∈ R}) le sous-espace de E∗

engendré par les formes linéaires φx : E→ R définies par φx(f) = f(x). Si f ∈ E vérifie f ∈
∩
ℓ∈A

Ker(ℓ), alors

en particulier on a ∀x ∈ R, φx(f) = f(x) = 0 donc f = 0. Ainsi,
∩
ℓ∈A

Ker(ℓ) = {0E} d’où A = E∗ d’après

la question a.. Comme dim(E) = n, on a aussi dim(E∗) = n. Soit B = (ψ1, · · · , ψn) une base de E∗. Par

définition, les ψk sont des combinaisons linéaires d’un nombre fini de φx et, comme il y a un nombre fini de ψk,

on peut énumérer φy1
, · · · , φyp

toutes les formes linéaires dont se composent les formes linéaires de la base

B. Comme la famille (φy1
, · · · , φyp

) engendre B qui elle-même engendre E∗, alors F = (φy1
, · · · , φyp

) est

génératrice de E∗. Par le théorème de la base extraite, on peut extraire de F une famille B′ = (φx1
, · · · , φxn

)

qui est une base de E∗ (de cardinal n car dim(E∗) = n) avec {x1, · · · , xn} ⊂ {y1, · · · , yp}.

Considérons θ : E → Rn définie par θ(f) = (f(x1), · · · , f(xn)) de sorte que θ est clairement linéaire. Si

f ∈ Ker(θ), on a f(x1) = · · · = f(xn) donc φx1
(f) = · · · = φxn

(f) = 0. Soit ℓ ∈ E∗ qu’on écrit ℓ =
n∑

k=1

λkφxk
,

on a donc ℓ(f) =
n∑

k=1

λkφxk
(f) =

n∑
k=1

λkf(xk) = 0 donc f ∈ Ker(ℓ). Par conséquent, f ∈
∩
ℓ∈A

Ker(ℓ) donc

f = 0E ce qui montre que Ker(θ) = {0E} donc que θ est injective. Mais comme dim(E) = dim(Rn) = n,

ceci montre que θ est un isomorphisme de E dans Rn. Comme A = MatB0
(θ) =

(
fi(xj)

)
16i,j6n

en notant

B0 = (f1, · · · , fn) la base de E, la matrice A est inversible.

(⇐=) Soit (x1, · · · , xn) ∈ Rn telle que A =
(
fi(xj)

)
16i,j6n

∈ Mn(R) est inversible. Soit (λ1, · · · , λn) ∈ Rn

tel que
n∑

i=1

λifi = 0. En appliquant ceci en les xj, on a donc ∀j ∈ [[1;n]],
n∑

i=1

λifi(xj) = 0 ce qui, en définissant

Y ∈ Mn,1(R) par YT = (λ1 · · · λn), se traduit par AY = 0. Comme A est inversible, on a donc Y = 0 donc

(λ1, · · · , λn) = (0, · · · , 0) et (f1, · · · , fn) est libre.

Par double implication, on a bien montré que (f1, · · · , fn) est libre si et seulement s’il existe une famille

(x1, · · · , xn) ∈ Rn telle que la matrice
(
fi(xj)

)
16i,j6n

∈ Mn(R) est inversible.


