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Par une récurrence simple, on montre que, pour tout entier n € N, b,, est bien défini et strictement positif.

Ainsi, la suite (bn)nen est bien définie. Comme by47 — by = E—“ > 0, la suite (bn)nen est strictement
n

croissante. D’apres le théoréeme de la limite monotone, soit (bn)nen converge, soit (bn)nen tend vers +oo.

a. Si lim b, =¢€ R, comme Vn € N, ap = by (bnst1 — by), la suite (an)nen converge par opérations.

n—-+oo
En passant a la limite dans la relation an, = by (bnt1 — by ), on obtient liT an =L0(t—1¢) =0.
n——+0oo
b. (=) Si (bn)nen converge, comme (bn)n>o est croissante et bp =1, on a { = 1111 bn > 1> 0. Par
n—+oo
dualité suite-série, 3 (bni1 — byn) converge. De plus, bpi1 — by = 2 ~ 40 done, par comparaison (les
n>0 by +oo
termes sont positifs), la série 3. 40 converge et la série > a, converge aussi.
n>0 ¢ n>0
(<) Si >  an converge, comme Vn € N, by > 1, on obtient Vn € N, 0 < b1 —bn < an. Puisque > an
n>0 n>0
converge, par comparaison, Y. (bn41 — by ) converge donc, par dualité suite-série, (bn)nen converge.
n>0
Par double implication, on a bien établi I’équivalence : (bn)nen converge <= > a, converge.
n>0

Définissons la suite (un)n>1 par un = 1117 si ’écriture en base 10 de n ne contient pas le chiffre 5 et up, =0
sinon. L’énoncé nous demande d’étudier la nature de Y, un = 3, %
n>1 neA

Deux cas élémentaires :

o sia <O, (un)n>1 ne tend pas vers 0 car Vn € A, un > 1 et que A est infini. ) % diverge grossiérement.
neaA

esia>1,Vn>1 0<uy < % donc Y % converge par comparaison aux séries de RIEMANN (o > 1).
n neA
n
Pour « €]0;1[, posons S, = Y. ug la somme partielle d’ordre n de cette série. Puisque I’énoncé parle
k=1
d’écriture en base 10, on va considérer la suite extraite (Sjon—1)n>1 (cela consiste & prendre dans la somme

partielle tous les entiers dont I’écriture en base 10 contient au plus n chiffres).

Le plus petit nombre & avoir p chiffres en base 10 est 10P~1 = (10---00)10 et 10P —1 = (99---99)10 est le

n 10P-1
plus grand. On écrit donc S1on—71 = >, Y.  uk (on scinde la somme selon le nombre de chiffres en base
p=1k=10r—1

10). Or, dans Pintervalle [10P~';10P — 1] qui contient les entiers avec p chiffres en base 10, il existe 8§ x 9P~!

entiers qui ne contiennent pas le chiffre 5. En effet, on a 8 choix pour le premier chiffre (1,2,3,4,6,7,8,9)
et 9 choix pour les p — 1 chiffres suivants jusqu’au chiffre des unités (0,1,2,3,4,6,7,8,9). Par conséquent,

gxop=! _ 10!

oPe S Ainsi, en

-1
e < 88X carsik e ANTI0P-T;10P — 1], on a

1 1
= 10P-Ne 10P* S uk S 170(P—Da”

k=10P—1

. s ez . L 8 X 9?*1 n 8 X 9p71 . n—1 o k
sommant ces inégalités, on obtient : » =2 55— < Sjon_1 < ) T Sion note Ty, = > (—“)
10 p=1 107 K=o \10

la somme partielle de la série géométrique, on a donc ’encadrement IOL‘" X Tn < S1on—1 < 8Ty, (D).

On sait que (Th)n>o converge si et seulement si 10% €]0; 1] et qu’elle tend vers +oo dans le cas contraire.

(=) Si i(x > 1, alors lim T, = +oo donc l'inégalité de gauche de (I) montre que lim Sjon_7 = 400
10 n—-+oo n—+4o0

par minoration. Ainsi, la suite (Sn)n>1 étant croissante, elle ne peut tendre que vers +oo (car si elle tendait



vers un réel £, toutes ses suites extraites tendraient vers cette limite £). Ainsi, la série Y, —5 diverge.
neA ™

+o00 k
(<) Si wicx < T, alors Ty < ) (IOL“) < 179 L’inégalité de droite de (I) montre alors que la suite
k=0 _
10%
(S1on—1)n>1 est majorée et, & nouveau, comme elle est croissante, elle converge vers un réel £. (Sn)n>1 étant

croissante, elle ne peut pas tendre vers +o0o comme avant donc elle converge, ainsi > % converge.
neA

En général, et on 'utilise assez fréquemment : Quand une suite est monotone, sa convergence équivaut a la

convergence de I'une quelconque de ses suites extraites !!!!

Or 5 <1< a> tn(9) . Ce qui précede montre alors que > % converge si et seulement si o« > tn(9)

10“ n(10) Heam In(10)"
a. La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel £ > 0 par le théoreme
_1
n+41

alors que, puisque upvn ~ £, la série > upvy divergerait par comparaison. Absurde ! Ainsi ¢ = 0.
+oomn
n=0

de la limite monotone. Si on avait ¢ > 0, en prenant v,, = , on aurait bien (vy)nen qui tend vers 0

b. Prenons Ny = 0 et construisons les termes de (Ni)icn par récurrence.

n
Initialisation : comme ) wu, diverge, la suite (Sn)nen tend vers +oo si on pose S, = > uk. Ainsi, il
n=0 k=0
existe ny > 1 tel que Vn > nq, S, = Z ug = Z ui = 1. Prenons par exemple pour Ny le plus petit
k=N
n—1 N]—]
entier n qui vérifie > uy > 1 de sorte qu’on aura donc > wy > 1.
k=0 k=No
Hérédité : soit p > 1, supposons construit (No,--,Np) € NPT vérifiant 0 = Nog < Ny < --- < Ny et
N k+1 —1
Yk € [0;p—=1], >, wuk = 1. Puisque hT (Sn—1—SN,-1) = +00, on a encore I'existence de n, 1 > Ny,
k=N n—
tel que Vn > np 1, Sno1 — SNp—1 = > uyx > 1. Prenons & nouveau (par exemple) pour Np11 le plus
k=N,
Npy1—1
petit entier n tel que Z up > 1 de sorte que Npy1 > Np et que > we > 1.
Ny k=N,
Conclusion : on conclut par principe de récurrence a l’existence de cette suite strictement croissante d’entiers
N'l+] -1
(Ni)ien telleque Vie N, > ug > 1.
k:Ni

c. On constate d’abord que (Nji)ien étant strictement croissante et entiere, elle tend naturellement vers

400 puisqu’on peut montrer facilement par récurrence que Vk € N, Nx > k. Définissons alors la suite

vn)nen par la relation Vi € N, Vk € [Ni; N1 — 1], v = Alors, pour tout entier p € N*, il vient
€ + p

+1
Np—1 p=1 ,Nipi1-1 =l 141 LI
> wkvk = ( Z Uka) = > - ( Z uk) > — = Hp (en posant m = i +1). Alors
k=0 i=0 iz PRIV m=1m

la suite ( > ukvk> on tend vers 400 car on sait que Hp ol In(p) — 400, cela implique que la série
= P

> uxvk diverge. De plus, (v )nen est clairement décroissante et elle tend vers 0.

k>0

d. On peut affirmer que si (un)nen est une suite positive et décroissante, on a équivalence entre :

(i) pour toute suite (vn)nen € CN qui tend vers 0, la série > unvy converge.
n=>0



(i1) la série > u, converge.
n=>0

En effet, on a (i) = (ii) avec b. et c. par contraposée. Réciproquement, si on suppose (ii), soit une suite

complexe (v )nen qui tend vers 0, unvy = o(uyn) donc Y unvy converge absolument donc elle converge.

n=0
a. Pourn > 1, Untl 3nt1) -2 12 -2 1 qui donne par développements limités
Un 3(n+1) 3n+3 3n 1
14—
" 3/4 —3/4
Untl 1—L<1+0(1)) = 1—L+o<l). De méme, “2tL — 1 7 = <1+l) = 1—i+o<l).
U +oo  3n 400 3n n Vn m+1) / n +oo  4n n
Ainsi, Yl Yndl (3 - ;) 1y 0<l> ~ -1 0 ce qui prouve, comme deux suites équivalentes sont
Un Vvh +too\4  3/n n/ +oo 12n
de méme signe a partir d’'un certain rang, que Entl _ Yol 5 pour n assez grand.
n Vn
b. On en déduit que Ing € N, Vn > nyo, Untl > Yndl o Yndl 5 Un Ainsi, la suite (u—“)
Un Vn Vn+41 Vn Vn/nzng
est croissante ce qui montre que Vn > ng, 4 > Yo done Up = Uno vn et comme Y vy, diverge avec
Vn VYno Vno n>l
RIEMANN, par comparaison, la série Y u, diverge aussi.

n>l

Mieux, on peut poser w,, = In (unn2/3) de sorte que wni1 —wy = In (M) — %ln (1 + l) donc,
Un n

_ — __ 2 _2 y_. __2 2 a0\ = a1 ;
Wit1 wnfln(l 3n+3) 31n<1+n)+oo 3+1) 3n+0<n2)+000(n2)cequlmontreque

la série >~ (wn41 —wn) converge absolument donc converge et, par dualité suite-série, (wn)n>1 converge
n>1

(vers K € R) ce qui, par continuité de exp, montre que lim u,n?/3 =ef =A > 0. Ainsi, up ~ zi/s
n—-+oo +oon

a. Par une récurrence simple, u,, est bien défini et u,, > 0 pour tout n € N donc In(u,) est bien défini.

n n
Méthode 1 : par récurrence, on montre que ¥n € N, u, = [] 2k Ainsi, In(un) == > In (1 + i)
o 2k + 3 = 2K

n n
Par conséquent, d’apres 1’énoncé, wy, = In(u,) + %ln(n) = % > % — > 1In (1 + ;’—k) - 3% + o(1) done
1

Wn = i (i—ln (H—i))—?’—y—i—o(l). Or 3 —1n (H—i) = O( ) onc la série ) (i—ln (H—i))
oo 24 \2K K/ 2 2 2K/ 400 \k2 & 2k 2K

n
converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN. Ainsi, > (i —1n (1 + i)) = S+o(1)
k=1 2k 2k +o00

avec S € R et on a bien wy = S — 3% +0(1) ce qui prouve la convergence de la suite (wn )n>1 (vers S — 3%)
o0

Méthode 2 : posons, pour n > 1, wn = In(un)+ % In(n). Par dualité suite-série, la suite (wn )nen+ converge

o,

si et seulement si la série Y (Wnq1 — wn) converge. Or wypy; —wy = In (M) +3m (w) donc
n

n>l Un 2
Wntl —Wn =1n (%Eié) + %171 (l + %) =1n (1 + 1;) —1In (1 + %) + %171 (l + %) Ainsi, a ordre 2,
1 5 3 1 1

Wil =Wn = ;—%—FE—FO (F) = o <?) donc, avec RIEMANN, n%:] (Wn1—wn ) converge absolument.
Par dualité suite-série, (wn)n>1 converge et vérifie bien ¥n € N*, In(un) = -3 In(n) + wy.
b. Notons ¢ = i 1 = elnun) — 1 o)) = el ¢ tinuité

- Notons t = lim wn,alorsun =e = exp <_§ n(n)+L+o( )) 5 37T [, 7372 Par continuité
de lexponentielle. Ainsi, & nouveau par RIEMANN, la série > u, converge car % > 1.

n>0

c. Soit n > 1, pour tout k € [0;n]], on a (2k +5)ury1 = 2k +2)uy donc 2(k + w1 +3ur+1 = 2kuy + 2uy.



n n n n
On somme pour avoir 2 > (k + 1ugsq + 3 Z Ugr = 2 Z kukg +2 > ux. On pose m = k + 1 dans les

k=0 k=0
n+1 n+1
deux premiéres sommes et on a bien 2 > mum +3 > uym =2 Z kuy +2 Z U.
m=1 m=1 k=0
0+1
On peut aussi le montrer par récurrence. En effet, on a 2 Z kux +3 > ux = 2u; + 3wy = 5uj mais
k=1 k=1
0 0 2042
aussi 2 Y kug +2 > ux = 2up et on a bien u; = ﬁuo donc la relation est vraie pour n = 0. Soit
k=0 k=0
n+1 n+1
>0 tel que 2 > kux +3 > ux = 2 Z kuwe + 2 Z uy, alors, par hypothése de récurrence, il vient
k=1 k=1 k=0 k=0
n+2 n+2 n+1 n+1
2 Z kux + 3 Z u = 2 E kux + 3 Z uk—l—( (n—|—2)—|—3)un+2 =2 Z kuy + 2 Z ug + (2n 4+ 7)uny2
=1
n+2 n+2 n+1 n+1
donc 2 3 kux +3 Z u =2 Z kuy + 2 Z ug + 2n +4unyr =2 Z kux + 2 > uk. Par principe de
k=1 =1 k=0 k=0 k=0
n+1 n+1 n
récurrence, la relation 2 > kuy + 3 Z U =2 Z kug +2 Y ug est vraie pour tout entier n > 0.
k=1 =1 k=0 k=0

d. Posons S,, = Z ug la somme partielle de Y upn. On sait que (Sp)n>0 converge vers S = Z un. La
k=0 n>0 n=0

¢
relation de la question c. s’écrit, apres télescopage, 2(n+ 1)un+1 +3Sn4+1 —3uo = 25n (R). Or nu, fox €
o0

B

400
d’apres b., donc lim nu, = 0. En passant & la limite dans (R), 3S —3 =2S. Ainsi, S= > u, = 3.

n—+oo n=0



a. Avec ces hypotheses, pour n > N, Uunvn —VnipiUny1 = cun > 0 donc la suite (unvn)n>n est décroissante
donc Vn > N, upvn < unvy donc uy < 2NN Qotu, = O(i> Comme > 1 converge par hypothése,
Vi +oo  \vp nSN Vn

par comparaison, », uy converge aussi.
n>0

b. Ici, pour n > N, u,vn — vn+1un+1 < 0 donc (unvn)n>nN est croissante donc Vn > N, unvn = unvn OU

Up > YNYN Comme S — diverge par hypothese, par minoration, > u, diverge aussi.
Vn n>N Vn n>0
S & A% w < <
c. Prenons ici vy = n't3 pour n > 0, alors wy = vy — —ntlEnEl > n'tz - (n+ 1)”2 ( ) =2zn
Un

1+5
etonécritzn:n1+%(l—( ) ( 1'*‘C)).Oronsaitque(1—|— ) 2 —1+(1+ ) ( )
n

(o]
— 45 c _1+c _ 1+£( ( )) . cn2 s
donczn = n ( ( (1+2) ( ))(1 n ))+ A, donc zn v =5=. Ainsi,
P n =

o0
0, Vn > N, z,, > 1 donc Vn > N,

im z, = 400 donc 3N 1. D’apres la question a., comme la

n—+oo

série de RIEMANN >~ 1

converge car 1 —|— £ >1,lasérie Y, un converge.

n>1Vn n>0
d. Prenons ici v = n —1 > 0 pour n > 2 alors, par hypothese, on a Yn > N, Untl > 7 - 1 done
Un n
Wi = vy — Sntitindl (n—1) —nintl n{nil — un+1} an —l—M} < 0 dont on déduit,
Un Un n Un n Un
d’apres la question b., que la série > u, diverge.
n=0

e. Selon ’énoncé, traitons deux cas :

A > 1 Par hypothese, pour ¢ > 0, u“+1—(1—]+c>:1—A+f(ss)—(1—]+c) = C+]_A+O(i2).
Un n no on n /4o n n

1+C) ~ _A*] od N

— ) 3~ 75, <0doncqua

Il suffit donc de prendre ¢ = ATf]

>0p0urqueu“7+1—(l—
Un

u . .
ntl < 1+¢ Dpoapres la question c., > u, converge.
Un n n>0

partir d’un certain rang, on ait
A <1 Prenons vo =v; =1et Vn > 2, v = n — 1 de sorte que la série harmonique 3 1 diverge et
n>0 Vn

Mntl —p1—n4+A-— fs<“j>1 :A—1+o(1)donc Uum wp=A-1<0
Un n—-+oo

calculons w, =n—1-—

ce qui montre qu'il existe N € N* tel que ¥n > N, wy, < 0. D’apres b., > u, diverge.
n=>0

>
I

Posons a,, = In(nu,) pour n > 1, alors ant1—an = In (u“i“> +1In (1 + l) donc, par hypothese,
Un n

On aant] —an =1In (1 ~1 + O(%)) +1In (1 + l) O( 1 ) donc, par comparaison aux séries
n n +oo

de RIEMANN, > (any1 — an) converge donc, par dualité suite-série, la suite (an)n>1 converge.

n>1
Notons { sa limite, on a donc lim In(nu,) = { et, par continuité de exp, lim nuy = A = et
n—-+oo —+00
d’olt un, fodie A qui montre, comme la série harmonique diverge, que . un dlverge
0o n>0
On conclut bien avec ces trois cas que Y. u, converge si et seulement si A > 1.
n>0
TX3x--x(2n—1)\% Un 1 m+1\% .
f. Posons :( ) >0pourn € N* et o > 0. On a —=F :(n ) ui se
tn 2X4x - x2n pout m * U, m+2) 4

o —x
simplifie en 251 — (14 L) o (14 1) 7 = (14.% +o(1))(1—ﬁ+o(iz)) ~1- & 1o(d)
Up 2n n +o0 2n n n +oo n n

donc, d’apres la question e., Y ( X3 X x 20— 1)) converge si et seulement si « > 2 (avec s = 2).
n>1 2X4 X X2n




1X3Xx---x(2n—1) _ (2n)!
2X4%x X2 T 2(n)
1><3><---><(2n—1))"‘N(\/éﬁ(m)z“(e“)2 )“:( 1 1

2X4X---X2n eZnZZn /Zﬂnz(nn)z -

On pouvait aussi utiliser I’équivalent de STIRLING car

> par un calcul

classique donc u,, = ( ~ = @ = D’apres
V) n2nz

le criteére des séries de RIEMANN, la série > uy converge si et seulement si a > 2.
n>1

a. On suppose qu’il existe deux réels A # 0 et v # 0 tel que V¥n € N, gn = Ar". Pour que \/L soit
In

défini pour tout entier n, il est nécessaire et suffisant que A > 0 et r > 0. Alors gn41 — gn = Ar™(r —1) et
1 1 -1 :

—— = —=1_ 2. On traite deux cas :

V9n \/K

. 1 1
eSir=1,0na — = 0 alors que = —— #0.
Ign+1 — 9gn q \/g—n \/X i

~3 équivaut & A3/2r3%/2(r — 1) ~ 1 ou encore (Ar™")3/2 = —1— > 0.

OO\FT +o00 r—1

Or (At™)n>0 ne peut pas converger vers un réel strictement positif sans que r soit égal a 1.

f

eSit#1, Ar(r—1)

Il n’existe donc aucune suite géométrique (gn)nen telle que gni1 —

—x
b. Soit (A R% x R et vy = An® > 0 tout Al ] ~ T et i
Soit (A, x) € R% et v n%* > 0 pour tout n € N ors \/7 e \/»n et on a aussi
(>4
vn+1—vn:A(n—l—])o‘—Ano‘:Ano‘((l—l—l) —1) = An% (1—1———1 l) = “’1+o(n°‘71)
n +oo n oo
d v o~ Aan®1. Ainsi v~ ) Aan® 1 0 g o o 1
one Vi1 = vn ~ Aan insi, Va1 = Vo~ s <~ Aan® ol \/Kn oo fodre 7o ce
hy 3/2 3u . : 3\ 2
qui impose A3/2q =1 et Sl 1 = 0. Il existe donc un unique couple (A, «) = ((E) ,g) € R% x R tel
- 1
u’en posant v, = An%, on ait v —vp ~ .
q p n n+1 n m
c. La suite (un)n>o est bien définie car up > 0 et, si un, > 0 pour un entier n € N, alors un41 = un+ \/L >0
Un
donc, par principe de récurrence, ¥n € N, u, > 0 est bien défini.
La relation un41 = un + 1 (1) montre que un41 > uy la suite (un)nen est strictement croissante. De

Vi

plus, si elle était majorée, elle convergerait vers un réel { > up = 1 d’apres le théoreme de la limite monotone

et, en passant & la limite dans (1), on a £ = € + ﬁ qui est absurde. Par conséquent, (un)nen est donc

croissante non majorée donc lim u, = +oo toujours d’apres le théoreme de la limite monotone.
n—-+oo
f B

Comme B > 0 et que t — tP est strictement croissante sur R*, I'inégalité u, 1 > u, implique Uy > Uun

B B
donc pn, = (ui) — ( 1 ) est bien défini et p;, > 0. Comme Um ]—B =0, la suite (i) . converge
n

n Un+41 n—-+oo Uy uﬁ
—+o00 1 1
donc, par dualité suite-série, la série > pn converge et on sait qu’alors > pn = —5 — lim — =1.
p n—-+oo u B
n>o0 n=0 Uy Un
d. Initialisation : comme 4 :qurL =14+1=2,onabienl <u; =2<2x1=2.

Vit

Hérédité : soit n € N* tel que /n < un < 2n, alors /n + \/% < Ung1 = un + 1 <2n 4 —.
n

Vi SR

Orona\f—l—r Vn+1 <:>n+\[—|——/n+1(z)ﬂ—&—z]—n}]estvraienélevantau

carré. De plus, 2n + -1 < 2n+1) =

T

Vn+1< f+\ﬁ SUn41 =Un+

< 2 est clairement vrai pour n > 1. On a donc

< 2n+-2 et, par transitivité, vn +1 < uny1 < 2n+2.

1
VvV Un

Conclusion : par principe de récurrence, ¥n € N*| \/n < u, < 2n.



e. Pour avoir un équivalent de u,,, on emploie une méthode classique mais maintenant hors programme

en cherchant un réel m € R tel que lim (ult; —un') = A # 0 € R. Puisque lim u, = +oo, on a
n—+o0 n—+o0

m m
-t = (ot )" w0 )" ] (0 B 1 o(he))
n

13 m ] 1 m A 1
montre que up ; —uy 3 *—+o 372 donc que ult ; —ut ~ —+—. Il est donc nécessaire
+oo +oo u
Tl

et suffisant de prendre m = 3 pour avoir Um (ul',; —up) =A= 3 # 0. D’apres le théoreme de CESARO
2 n—+oo 2
m m n—1 m m
hors programme), et puisque “n—20 — 1 m . u™) par télescopage, on a lim Sn— Y0 — 3
(hors prog ); et puisq - w2 (i —u) P page, Jdm = S
m m = 2
donc lim “n — i puisque lim %0 — 0. On a donc upt ~ 3 donc Up ~ (é) *n3 = An® Il
n—+oo M n—4oco M +oo 2 +oo \2

f. Pour B € R, pp, = (L)B _ (17)6 — (L)ﬁ(] — m) Or lim u, = +oo donc

Un Un41 Un n—-+oo

=(1 Fun>/?)-B = T—Bun 3/2+O(LLT:3/2) ce qui donne py, = Bun’? P po(un/?" B) Ainsi,
oo

1 _
(1+u;3/2)
2B

3 F

aux séries de RIEMANN, > pnu, converge si et seulement si % + Z?B >1<<==p>1
n=0

onapn ~ Bun 3/2=B qonc Pnlin ~ Bu_vz L~ [3( . Par conséquent, par comparaison
o0 +o0 +o0

a. On pose uy = Hpy — In(n) pour n > 1. Pour n > 2, un —un—1 = Hn — Hn—1 — In(n) + In(n — 1) donc

Uy — Up_] = 1 +1n (1 — l) ~ 11 +0 (%) = O( ) et, par comparaison aux séries de RIEMANN,
n n/+oon n foo \n?

la série > (un —un—_1) converge donc, par dualité suite-série, la suite (un)n>1 converge. Si on note y sa
n>2

limite, on a donc u, = v+ o(1) donc Hp = In(n) +v + o(1).
+oo +oo

b. D’aprés a., Han — Hyp = In(2n) +v —In(n) —vy +o(1) = In(2) +o(1) dot lim (Han — Hn) = In(2).

n—-+4oo
2n n
c. Pourn>1, Hyp —Hp = > Z en posant j = n + k qu’on écrit aussi comme une somme
j=n+1 J k=1
1~ 1 o b 1
deRIEMANNHZn—Hn—fzi (a—l—k;a) enposant a=0,b=1et f:x+— .
Nz 4 = k=1 n 1+x

Comme f est continue sur le segment [0;1], par un théoreme du cours relatif & la convergence des sommes
1
de RIEMANN, on & lim (Hzn —Hyn) = [ fx)ax = in(1 + %)} = n(2).
n—+oo 0

)k71 n

n
, Som = k§1 m et S3n 2:: les trois sommes

n
d. Posons, pour n > 1, Z (G

12

Mw

i=1

partielles associées aux séries proposées.

1
- -H" s . . - , .
S1 La série ) =) converge par le critere spécial des séries alternées car la suite (l

n>1 n n

N—
3
WV

est décroissante et tend vers 0, ce qui garantit ’existence de sa somme S;. Pour n > 1, on a
2n

2n k—1 n n n n
S],Zn:Z(_1])< = ]1— L:(EZk +Z ) ZZk

K=1 k=1 2k — k=1 2k =1 1

k=1

donc Sq12n = Han — Hp et liT S1,2n = In(2). Comme on a vu que (Sy n)n>1 converge vers Sy,
n—+oo

sa suite extraite (S1,2n)n>1 converge aussi vers S1 donc S7 = In(2).



Sy La série ) % converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN car on a

L

n>1 “(Z“ 1)
n

d’ou I'existence de sa somme S;. Sy n = Z (2k2 T~ ]E) en décomposant

51 L &S] &1
-l T (k§12k—1+z12k> gi

k=1

1 O
n(2n —1) +oo 2n

n
en éléments simples donc Sy = 2 >
k=

2n n
Sym =2 Z L Z % done Sz, = 2Hzn = 2Hn o6 Uim Sy =21In(2). Ainsi, S2 = 21n(2).
=1 k=1 n—+o0
On sait que Vn € N¥, Z K2 = nn+DEn+1) > 0. Comme n] ~ % la série > n1
= 6 Z kz n>l Z kz
k=1

converge par comparaison aux séries de RIEMANN. Et on peut decomposer la fraction rationnelle
6 en éléments simples en trouvant trois réels a,b,c tels que 'on ait la relation

X(X+1)(2X+1)
6 _a, b ¢ _ aX+£D@X+1)FBXEX+T) XX +1)

X(X+1)2X+1) X X+1 2X+1 X(X+1)(2X+1)

par identification, (2a +2b + ¢)X?> + 3a +b +c¢)X +a = 6. On a donc le systeme linéaire

a—6=3a+b+c=2a+2b+c=0quiserésout en a =6, b =6 et c = —24. Ainsi, pourn}],

et qui donne,

n

6 6 24 1

S3p = (f 6 )—GH 6(Hny1 — 1)+ 24 — 24( )
3 k; DA T no6(Hnp =1+ k202k+1+2 21 2k
Aot S35 = 12Hp — 64+ —O— 124 24H, +12H, — —2% — — 18— 24(Hy, —H L, 24
ot o3n noet gt R T (Man =Hn)+ 2 = 3005
D’apres le résultat des questions b. et c., et comme lim 6 _ =~ lim 24 _ 0, on a

n—+oon + 1 n—+oo 2n + 1

Um S3n =18 —241n(2). Ainsi, S3 = 18 — 241n(2) ~ 1, 36.

n—-+oo



