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Comme la série harmonique diverge d’apres le cours, la suite (Hy, )nen tend vers +oo. Ainsi, pour tout entier
p € N*, la partie {n € N* | Hy > p} est une partie non vide de N et elle admet donc un minimum d’apres

la propriété fondamentale de I'ordre dans N. On peut donc bien définir n, = Min ({n e N* | Hy > p})

k
Par définition de ny, il vient Hy, , > p. Puisque t — % est décroissante sur [1; 4+00[, on a Vk > 2, ]E < s %

Ny n

qu’on somme pour k € [2;n,] pour avoir ) ]E = Hp, =1 < f1 ’ % = In(np) avec CHASLES. Ainsi,
k=2

In(n,) < p —1 et, par croissance de exp, on obtient n, > eP~1. Par encadrement, pEToo n, = +oo.

Pour p € N*, comme n,, est le plus petit entier de {n € N* | H, > p},onan, —1¢ {n€ N* | Hy > p}

donc Hy, 1 < p ce qui donne l'encadrement Vp € N*,H;, 1 <p < Hp,.

De plus, 0 < Hp, =p < Hpn, —Hpn, 1= T oor im L =0 d’apres ce qui précede donc, par encadrement,
np  potoomny

pET@o (Hn, —p) = 0. Mais on sait par ailleurs que an = ln(np)—i—y—i—o(l) donc lim (p—In(np)—v) =0.

Il suffit donc de passer a ’exponentielle et on a lim em(“P) PHY =1 ce qui equlvaut an, ~ eP7Y,
p—+oo +OO

Bonus : soituy = Hp—In(n) pourn > 1. OnaVn > 2, up—un—1 = Hpy—Hp_1+1In (1—l> =1 (l—l)
n n n

donc up —upn_1 = O( ) d’on, par comparaison aux séries de RIEMANN, > (un —un—1) converge. Ainsi,
oo \n? n>2

par dualité suite-série, la suite (un)n>1 converge. En notant y = lim wun, onadonc Hy = In(n)+y-+o(1).
n—+o0o 400

a. Sivn € N* an =0, (otn)n>1 tend vers 0 et ¥n > 1, by, =1 donc (bn)n>1 converge vers 1.

n
Sivne N* «, = l, (an)n>1 tend vers 0 mais Yn > 1, H £t L =n 41 donc (bn)n>1 diverge.
n k=1
On ne peut donc rien conclure sur la convergence de (b )TL >1 sila bIllte (an)n>1 tend vers 0.
kT k-1 1-1
b. Pour tout entier k > 2, on a ‘L’ < 1donc 1+ =7 > 0. De plus, 1+ == =2>0. Par
Vi Vi1

vk

n k-1
conséquent, on peut considérer In(uy ) et on a ln(u,) = Z ( ( 1/)E ) or on connait le développement

limité wyi = In (1 + (_1)1(71 ) = (_])k71 _1 + o(l) Posons ay = w et by = wx — ax de sorte
Vk 4o Vi 2k k vk

qu’avec le calcul précédent on a by o _Zi < 0. Or la série > an converge par le critére spécial des séries

(o) k n)]

alternées car la suite (L) : est décroissante et tend vers 0 et la série Y by, diverge par comparaison
k>

vk

n>l
n
a la série harmonique. Plus précisément, la suite de ses sommes partielles ( > bk) est décroissante a
n>l
partir d’'un certain rang donc elle tend vers —oco. Comme wy = ay + by, par somme, la série Y wy diverge
k>1

n
car Y ay converge et ». by diverge et la suite des sommes partielles ( > wk) tend vers —oo.
k>1 k>1 k= u>a



n (1)< . x o .
Comme u, = exp (k§1 In (1 + T)) et que xEToo e* =0, on en déduit que nEToo un = 0.

c. Par dualité suite-série, la suite (vn)nen converge si et seulement si la série > (v —vn) converge.

n>0
— 1 _ -1 1 1 a1
Orta v~ 2y (142) 2 L 0(() = -ty <0() = 0() s
> (Vn+1—Vn) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN. Ainsi, la série Y (vi41—vn)
n>l1 n>1

converge donc la suite (vn)n>1 converge (vers un réel qui est en fait la constante d’EULER y ~ 0,577).

_1\k—1
d. On écrit autrement le développement limité de la question b, wy = (GO i + O( ) Alors,
400 k\/lz

Vi
en posant cx = wyx — ax + i, ce qui précede montre que cx = O (%) donc la série Y cy converge par
2k +oo K3/ k=1
+oo (_1)7171 +oo n 1
comparaison aux séries de RIEMANN. On note a = ) € R, c= > cnet Hy = >, = de sorte

- = b
= v n=1 k=1 Kk

que Hy = In(n) +v + o(1) d’aprés la question c.. Comme In(uy,) = Z ax — ~Hn + Z cx, ce qui précede
(o)

perme ecrire In(up) = a+o —=-In(n) —+ +o + ¢ 4+ o(1) donc en notan :a—f—&—c,lVlen
t d’écrire 1 : 1 ;1 Y o(l d tant ¢ Y I vient
oo

1, . () — o) _ el o) gy L el
2 In(n) + €+ o(1). Puisque u, = e e +w\/ﬁe douun+oo\/ﬁ>0

car e®1) =1+ 0(1) et on en déduit que > u, diverge par comparaison aux séries de RIEMANN.
n>l

In(un) =

k

a. La fonction In? étant continue et croissante sur [1; 400, on en déduit que Vk > 2, In?(k) > f In?(t)dt

k—1

k+1
et Vk > 1, In?(k) < fk In?(t)dt. En sommant ces inégalités pour k € [[2;n]] ou k € [1;n]], on trouve avec
n n+1
la relation de CHASLES : Vn > f] In?(t)dt <unp = 3 n?(k) < f1 In?(t)dt car In?(1) = 0.

Par intégration par parties, comme les fonctions u : t — In?(t) et v : t + t sont de classe C' sur [1;4o0],
il vient Vx > f1 m2(t)dt = [tin?(1)]F — 2 f1 In(t)dt = [tin2(t) — 2tin(t) + 2t]¥ dont on déduit la
relation flx In?(t)dt = xIn?(x) — 2x ln(x) + 2x — 2. Ainsi, comme nln?(n) — 2nin(n) +2n —2 J:;Onlnz (n)
et aussi(n+1)n?(n+1)—2n+1)In(n+1)+2(n+1)— N(n—H) 2(n+1) ann (n) car on sait que
In(n+1) = In(n)+in (1 +Tll> ~ In(n), on obtient par encadrement I’équivalent ,, = kz::1 n?(k) ~ nin?(n).

1 () = 2
tin%(t) t7In’(1)

k n
Pour k > 3, on a donc f(k) < fk_1 f(t)dt d’ou, en sommant pour k € [3;n], kzs m < zn thf%

"odt [ )t 1 o <1
o, [, tin2 (1) [ m(t)L m2) M S ( y done ngm (0 S Tn(g): Comme les sommes

partielles de la série & termes positifs > 5 sont majorées, la série > 5
n>3 nin(n) n>2 nin(n)
1

série & termes positifs > —— converge par comparaison avec la question a..
n>1UYn

b. La fonction f : t — est dérivable et décroissante sur ]1;+oo[ car Vt > 1, f

converge. Ainsi, la



a. Par hypothese, 0 < 1y < 1. Soit n > 0 tel que 0 < u,, < 1, alors upn41 = un(1 — uy) €J0;1[ car

(un,1 —un) €J0; 1[%. Par principe de récurrence, ¥n € N, 0 < u,, < 1. Plus simplement, on aurait pu dire

que la suite récurrente un 11 = f(uyn ) avec f : x — x(1 —x) est bien définie et & valeurs dans ]0; 1] car uo €]0;1]

et que Uintervalle ]0; 1] est stable par f.

CommeVn € N, upq1—un = —uﬁ < 0, la suite (un)nen est décroissante donc elle converge par le théoreme
de la limite monotone car elle est minorée par 0. Posons £ = lim uy, € [0;1].
n—-+oo
En passant a la limite dans la relation up 11 = up, —ui on obtient £ = {—¢2 donc ¢ = 0. Ainsi, UT u, =0.
n—-+oo
b.Pourn)O,vn:L—Lzé—i:]_(]_u“): 1 donc lim v, = 1. Par
Unt1  Un  un(l—un)  un un (1 —un) 1 —un n—+o0
n—1 n—1
le théoreme de CESARO, lim 1 > vx = 1. Or, par télescopage, > vy = 1 1 et on en déduit donc
n—+oo N 24, k=0 Un wo
que Um (1— — L) = 1. Par conséquent, on a lim nu, = 1 ce qui se traduit par u,, ~ 1
n—+00 \NuUp nuo n—+-o00 +oomn
L’équation (E) : y = —y? est une équation de BERNOULLI et on sait qu'il suffit de poser z = 1 (pour les
Y

/
fonctions y ne s’annulant pas sur un certain intervalle) pour qu’elle se ramene & —% =z =1 qui se résout
Yy
aisément. Poser z = 1 et en calculer la dérivée s’apparente donc, au niveau des suites, au calcul du “taux
Y

—1_ 1 qui tend d’ailleurs vers 1 comme dans I’équation (F) : 2/ =1.
Un+1 Un

d’accroissement”

a. Par dualité suite-série, on sait que la série Y pn converge si et seulement si la suite (un )nen converge. De
n>l
n “+o00
plus, comme > px = up—u, apres télescopage, sila suite (un )ne y converge, on aura » | px = 1— 1111 Up.
k=1 k=1 N—+00

—+oo
On a I’équivalence : ( > pn converge et > pn = 1) = ((un)neN converge et liTJrrl Uy = O).
n——+oo

n>l n=1

n n n n
b. Soit n > 1, alors Y kpx = Y k(uk—1 —ux) = > kug_1 — Y. kuy donc, en ré-indexant, on trouve
K= k=1 k=1

1 k=1
n n—1 n n—1 n—1
Skprk= Y. (k+Dux — > kuk =up —nun + », ux = ( > uk) — Nun.
k=1 k=0 k=1 k=1 k=0
Ainsi, si (nun)nen converge vers £, on a (Y, un converge) <= (Y. npn converge) et, dans le cas de la
n>0 n>l
+oo +oo e
convergence, >, up ={+ Y npn. Deplus,si lim nu, =€ >0,0nau, ~ — >0 et la série & termes
n=0 n=1 n—-+00 +oomn

positifs Y u, diverge par comparaison a la série harmonique. On peut donc étre plus précis.

n>0
e Si (nun)nen converge vers ¢ > 0, les deux séries > un et > npn divergent.
n>0 n>1
e Si (nup)nen converge vers 0, ( > u, converge) <= (Y. npy converge) et, s’il y a convergence, on a
n>0 nzl1

+oo +oo
méme Y. un = Y. npy (revoir cette relation avec les espérances des variables aléatoires a valeurs dans N).

n=0 n=1

c. Soit x > 0, en posant w : t — f(t) et v : t :— t, les deux fonctions u et v étant de classe C' sur [0;x], par

intégration par parties, on a fox f(t)dt = [tf(t)]5 — j: tf'(t)dt. Sila fonction t — tf(t) admet une limite finie

+oo +oo
{ en +00, la formule précédente montre que f o f converge <= j;) tf'(t)dt converge. Puisque les signes



de ces fonctions sont constants, alors (f intégrable sur Ry) <= (t — tf'(t) intégrable sur Ry). Comme & la

+oo
question b., si € > 0, alors f(t) fox % donc f1 f(t)dt diverge par comparaison aux intégrales de RIEMANN.
o0

e Si t— tf(t) admet une limite finie £ > 0 en 400, f et t — tf’(t) ne sont pas intégrables sur R..
e Si t — tf(t) admet pour limite 0 en 400, (f intégrable sur R, ) <= (t — tf'(t) intégrable sur R, )

’ A oo _ oo,
et, s’il y a convergence, on a méme o f(t)dt = o (t)dt.

a. f:[1;4+o00[— R définie par f(t) = n(t) est dérivable sur [1;4o00[ et f'(t) = g—z - lrlgt) 1= lzn(t)7 ainsi f
) o K+ k
est décroissante sur [e; +o0o[ donc sur [3;+oo[. Ainsi, Vk > 4, fk f(t)dt < f(k) < fk 1 f(t)dt(< f(k — 1))

n
et, pour n > 4, en sommant ces inégalités pour k € [4;n], comme u,, = > f(k), on a I’encadrement suivant,
k=1
2 2
< un— F(2) = 1(3) < In“(n) 1n“(3)

2 2

n+1) 1n2(4)
2 2

[ ") dt < un — £(2) — £3) < [ fat = tn?(

4
In2(t)
2

car une primitive de f est t — . Comme In(n +1) o In(n), par encadrement, on a un o
oo [ee]

b. Posons dp = up, — %(lnn)2 pour n > 1. Il s’agit de montrer que (dn)n>1 tend vers c € R.

n

Méthode 1 : posons, pour tout entier k > 1, w,, = f f(t)dt — n(n) pour n > 1. D’apres a., on a
n

n—1
n

Yk >4, 0 < wg < f(k—1) — f(k). En sommant et par télescopage, on a 0 < Y. wi < f(3) — f(n) < £(3).
k=4

Les sommes partielles la série > w;, sont majorées donc, comme la série > w; est & termes positifs, elle

n>4 n>4
n
converge d’apres une propriété du cours. Or, par CHASLES, Y wy = f: f(t)dt —un + lnaﬁ + @ donc
k=4
n 2 2 +o00
S owy = n”(n) _n (3) —un + M + M En notant la somme de la série W = Y w;,, on a donc
= 2 2 3 2 =
2 2
n 2(n) _n 2(3) —un + lnsﬁ + @ = W + 0(1) ce qui donne le développement asymptotique attendu,
o0
_ n?(n) , In(2) , n(3) 1n?(3) _ n?%(n) _n(2) , n(3) 1n?(3)
un = — + 3 3 W+o(1)+—oo 5 +c+o(1) avecc = >t 3 5 w.
n
Méthode 2: pourn >4, dn—dn—1 = Un—Un_1 —%(lnn)z—i—%(ln(n—]))z —lnn_ : mTtdt. La premiere
n n—

inégalité (de droite) de la question a. montre que (dn)n>4 est décroissante. De plus, la seconde inégalité

de la question a. (4 gauche) montre que un — %(Inn)z > f(2) + £(3) — %(m n)2 + %(ht(n +1)2 - %(m)?

Comme %(ln(n—&—l))z - %(lnn)2 > 0, on en déduit que d,, > f(2)+f(3) — %(1114)2 donc (dn)n>4 est minorée

donc elle converge (vers c) par le théoréme de la limite monotone.
Méthode 3 : pourn > 2, dp —dn—1 = Un —Un_1 f%(lnn)er%(ln(nf]))z = Mf%(mn)lJr%(m(nf]))Z_
n

Or n2(n) — n2(n — 1) = (In(n) + n(n — 1))(In(n) — In(n — 1)) = (Zln(n) +m( - %)) X In (1 - %)

done 1n2(n) — tr(n 1) = (21n(w) + 0( 1)) (1 + 0( L)) = 2inln)

foo

+0 (ln(;l) ) Ainsi, on obtient
n

dn —dn_71 = O(@) = o( 3]/2> donc > (dn — dn_1) converge absolument par comparaison & une
+o0o n o0 n n>2

série de RIEMANN donc, par dualité suite-série, la suite (dn)n>1 converge (vers c).



_|_
(g}

2
Avec les trois méthodes, lim dn, =c € Rdoncdy, = c+o(1) dottup = (inn) +o0(1) avec c € R.
n—+o0 +o0

—+oo 2

n (—knk Non(2k) & In(2k — 1) non(2k) 22 (k)
c. Pourn >1,onaSy,;=>» ———=> ——=— > 23 - —
- & k k=1 2k k=1 2k—1 k=1 2k k=1 K
. o n Mon(k) 2% In(k)
Puisque In(2k) = n(2) + n(k), il vient Spn =n(2) > -+ >, ——= — > . = (IN2)Hp +un — uzn

N
|—

JLim <:§_jn1 M:“”‘) = %m(z) (2y — n(2)) car In(2n)? = n(2)? + 21n(2) In(n) + In(n)%. Comme

Sont1 = Son+0(1), Um Sony1 = 1 ln(Z)(Zy — ln(Z)). Comme (San)n>1 €t (S2n+1)n>0 convergent vers
400 n—+oo 2 z =
+oo

la méme limite, on a lim S, = %ln(Z)(Zy —n(2)). Au final, > (—nnlnn — ; n(2)(2y — n(2)).

n—-+oo n=1 n

Comme n+ (—=1)™ > 0 pour n > 2, uy, est bien défini. De plus, U.T m+(=1)™) =400 et - (1 ~ L
n——+oo n
donc, comme sin(x) ?x—i—O(xz), onauy +:OO(—1)“ (ﬁ—&—o (#)) Mals % (1

i)
nZ

done ﬁ;%(wo(%))fw%ro(ﬁ). Ainsi, un+=oo(—1)“(l+o(#))+oo

+
+
n
En posant v, = u, — u, on a donc vy, = O( ) d’apres le calcul précédent. Comme Y
n n? n>2

converge par le critére spécial des séries alternées car (l> décroit et tend vers 0 et que > v, converge
n>2 n>2
absolument par comparaison aux séries de RIEMANN car 2 > 1, > uy converge par somme.
n>2
Comme la série > un est alternée, on aurait pu s’intéresser & la décroissance de (|un|)n>2. Or (Jun|)n>2

n=2
) = [uzn]-

est positive et tend vers 0 mais elle n’est pas décroissante car |uzn41| = sin (i> > sin ( 1
2n n+1

a. La fonction f : x — e~ est continue sur Ry et f(x) = o( 1 ) par croissances comparées donc f est
X

o0
s s . s 1 [t>e 2 .
intégrable sur Ry par comparaison aux intégrales de RIEMANN donc un, = — f , € dx existe pour
n n
* 2 2 o too 2 oo 2 -
n € N*. Comme n“ < (n+ 1) et que f est positive, on a f , et dx 2 (n41)? e~ * dx donc, puisque
n n
1 > —]i— T Ol & Un = Un41 et la suite (un)n>1 est décroissante, positive, et elle tend vers 0 car, en tant que
n
, o . too 2 A . ] .
reste d’une intégrale convergente, lim e * dx = 0. Et on a méme lim — = 0. Par conséquent,
n—+oo Jn2 n—+oco n

s - - . - —1 too 2
avec le critere spécial de séries alternées, la série > =0" f , € ¥ dx converge.
n>0 M n
n 2.2 . .. .
b. Pour n € N*, posons v,, = fo et M dt et x = tn = @(t), alors la fonction ¢ est une bijection de classe

n
C' strictement croissante de [0;n] dans [0;n?] donc, par changement de variable, on a v, = 1 f e %" dx

+oo 2 L - P
donc, par CHASLES, v, = 1_ u, en posant [ = fo e ™ dx (intégrale de GAUSS). Ainsi, on peut écrire
n



_ n _ n
(=)™ = (=07 (=1)™un. Or la série > (Glbi! converge par le critere spécial des séries alternées et
n n>1 n

. . - - N 2,2
> (=1)™uy, converge d’apres la question précédente. Par somme, la série > (—1)™ fo e~ """ dt converge.
n>l n>1l



