SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 3
SERIES NUMERIQUES

[3.1 Séries a termes positifs]

3.1)a. Sif(x) = /1EX alors [0 ; 1] est stable par f et f(x) > x si 0 < x < 1 donc la suite (un )nen est strictement
2

croissante, majorée par 1 donc elle converge et comme le seul point fixe de f est 1, ona lim u, =1".
n—-+oo

b. Pourn € Nyona: xpny1 =f(1)—f(un) = f'(vi) (1 —uyn ) d’apres le théoréme des accroissements finis donc

V2 V2

comme [f'(x)| < ¥= < 1. La série ) xn converge car majorée par
n=0

une sérié géométrique de raison k < 1. On a méme mieux en utilisant la quantité conjuguée dans I’expression

our n > 0) de Xntl — 1 < V2 .
(pour > 0) de = 20+VT+un2) ~ 201+V2)

apres calculs, on peut prendre k =

Si by ne tend pas vers 0, la divergence de > by, est grossiére. Sinon, comme b, = 5714-157*5117 on a
n>0 n
bn ~ In(1+bn) ~ n(Snt1)—In(Sn) >00r > In(Sn41)—1n(Sn) diverge par télescopage et par hypothese.
+oo +o00 n>0
Rn71
Par décroissance de t — 17 on a f dt < Roo1 =Rn _ up d’ott In(Rp_1) — In(Ry) < ¥, Or la série
t gt Rn Rn Rn

3" In(Ry) diverge grossicrement car lim R, = 0. Ainsi, par comparaison : Y. %2 diverge.

n>1 n—-+oo n>1 "n

Ensuite, on écrit 20 = tUn = _tn_ 1u“ et on distingue les deux cas :

Rn Rn—1 —uUn Rn—1 1—
Rn71
e si %o tend vers 0, alors S ~ —Un_ donc la série de terme général —2n— diverge.
n-l n +o° Rp—1 Rn—1
e si R:':] ne tend pas vers 0, alors la série de terme général Ru“ diverge grossierement.

n—

a. Pour n € N*| T,, = S;, — nupq1. D’abord, si Y u, converge alors > n(un — un41) converge aussi

n>l n>l
2n
car Tn < Sn. Son —Sn = Y. uk > nuzn donc 2nuzn, — 0+ ; de méme (2n + 1)uzn41 — 0+ et on a
k=n+1
bien nuy — 0 dot lim T, = Um S,. Ensuite, comme lim u, =0,si Y, n(un, —un41) converge :
n—-+4oo n—-4oo n—-+4oo n>1
“+o00 +o0o +oo
nu, =n Y (ux —ug41) < n(k(uk —uk+1)) < Y k(ug —ug41) — 0 donc nuy, — 0, Y. un converge.
k=n k=n k k=n n>l
2 (k+ 12—,k k41
b. Elle vaut ™ en prenant wu, = - car ux — u -1 1 = = + .
6 NP nT N2 FTMAET T T )2 T k1) K (k+1)2

. u . .
a. lim -l = q donc convergence quand a < 1 et divergence si a > 1.

n—+0oo0 Up

b. C’est une simple étude de fonction.

c. Dans ce cas, on a donc Untl — (41 1in (1 L) >1——1_— M donc la suite (nu est
Un ( + ) +n—|—1 = n+1 n+1 ( n)n21
croissante et on a donc Vn > 1, nuy > u) < uy > W et > u, divergence car Y 1 diverge.
n n>1 n>1 n



Par une récurrence simple, on montre que, pour tout entier n € N, by, est bien défini et strictement positif.

Ainsi, la suite (bn)nen est bien définie. Comme by47 — by = 8—“ > 0, la suite (bn)nen est strictement
n

croissante. D’apres le théoreme de la limite monotone, soit (bn)nen converge, soit (bn)nen tend vers +oo.

a. Si lim b, =¢€ R, comme Vn € N, ap = by (bnt1 — by), la suite (an)nen converge par opérations.

n—-+oo
En passant & la limite dans la relation a;, = by (bny1 — bn), on obtient liT an ={(t—10) =0.
n—-+0oo
b. (=) Si (bn)nen converge, comme (bn)n>o est croissante et bp =1, on a { = 1111 bn > 1> 0. Par
n—+oo

dualité suite-série, > (bny1 — by) converge. De plus, bpyq — by = 2 ~ 41 done, par comparaison (les

n>0 bn +oo e
termes sont positifs), la série Y dn converge et la série Y a, converge aussi.

n>0 ¢ n>0
(<) Si > an converge, comme Vn € N, by > 1, on obtient Vn € N, 0 < b1 —bn < an. Puisque > an
n>0 n>0
converge, par comparaison, ». (bn41 — by ) converge donc, par dualité suite-série, (bn)nen converge.
n=0

Par double implication, on a bien établi ’équivalence : (bn)nen converge <= > a, converge.

n>0
a. Soit B tel que 1 < B < «, posons v, = nPu, >0, alors In(vy 1) —In(vy) = In (M) +B1n (1 +l) donc
Un n
_ 1 B 1y _ B—« 1 _
In(vnt1)—1n(vn) = In (1 f%+o<;))+;+o(7) 7+0(E) car In(1+x) 6ero(x). Comme f—a < 0,

o n/ 400 n
la suite (In(vi41) — In(vn))nen devient négative a partir d’un certain rang et In(vin41) — In(vn) o B-a
[ed] n
Par comparaison a la série harmonique, > (In(vny1) — In(vy)) diverge et on a méme plus précisément
n>0
n—1
lim Y (In(vig1) — In(vk)) = —oo donc  lim  In(vy) = —oo par télescopage. On en déduit en passant &
n—+00 1 " n—-+oo
I'exponentielle que 1lim v, = 0 donc que u,, = o (iﬁ) ce qui garantit la convergence de la série > un
n—4oo 400 n n=0
par comparaison aux séries de RIEMANN.

b. Dans la méme idée, posons v, = nu,, > 0, alors In(vny1) — In(vy) = In (M> + In (1 + l) donc
Un n

In(vng1) — In(vn) +:Ooln (1 - % + o(%)) + % + o(%) +:OO1_T°‘ + o(TlL). Comme 1 — « > 0, la suite

(In(vn+1) — In(vn))nen devient positive & partir d’un certain rang no donc Vn > ng, vny1 = va. On en

P N nouw . . N .. .
déduit que Vn > ng, vn = v, dot un = Z0Tmo e > uy diverge par comparaison a la série harmonique.
n
n=0

c. Posons cette fois-ci v; = n®u, > 0, alors In(vpt1) — In(vy) = In (M) + aln (1 + l) donc il
Un n

vient In(vn1) = In(vn) = In (1 —&y o(%)) +& o(ﬁ) +:Ooo(ﬁ) car In(14x) =x+0(x?). Comme

In(ving1)—In(vn) = 0 (ﬁ) , on en déduit la convergence absolue de Y (In(vn41)—1n(vy)). Par le théoréme

n=>0
de dualité suite/série, on a donc la convergence de la suite (In(vn))nen vers un réel £ d’on, par continuité de
la fonction exp, la convergence de (vn)nen vers A = e > 0. Ceci nous permet de conclure que u, e %
comn
d. On calcule =21 — (Zn+2)(2n2—|— Do+l _y_ 1 _y_ 1 + O(%) donc ) uy diverge
Un 4n+1) 2n+2 2n+2 +o0 2n n n>0

avec la question b. et il existe méme une constante A > 0 telle que uy e % d’apres la question c..
00 /T
1

/ 2n
Plus simplement, on utilise I’équivalent de STIRLING pour avoir u, ~ 2n47m(2n/ ¢) 57 doll up ~ ——=
+o0 2™ (27n) (n/e) 400 y/TIN

avec une conclusion plus précise. Toujours est-il que > u, diverge par RIEMANN.
n=>0

2



Soit & > 0, il existe ng tel que Vn > ng, |an — bn| < £an car a, o bn <= an — bn = o(an). Alors,
o0 o0

2
no—]
pour n > no, ‘ Z ax — Z br| < > |ak — by] + Z ax < Sn, —i— Z ax par inégalité triangulaire.
k=0 k=0
n e S
Comme lim Y ax = 400, on a In; = ngp tel que Vn > nq, Z ax = . Ainsi, pour n > ny, ,on a:

n—wak 0

n
‘Zak_zbk‘\ Zakdonc Zakm Zbk
k=0 k=0

toox=o
. . v . . .
a. Ona lim up =0 < lm v, = 0 car u, = —2—. Ainsi, on pourra traiter les deux cas :
n—+oo n—+oo 1T—vn
lim u, =0et on aun an ou (un)neN ne tend pas vers 0 et on a divergence grossiere.
n—-4oo

Ou alors supposer la convergence de I'une des deux séries et montrer 1’équivalence des deux suites.

b. On a bien 0 < vy, < 1 donc In(1 —v;,) est défini. Sila série Y un converge vers S > 0, alors vy, ~ S“. Si
n>0

la série > uy diverge, alors, comme Z In(1—vx)=1In (¢) tend vers —oo, on distingue selon
n>0 k=0 Up + -+ un
que (vn)nen tend vers 0 ou pas pour montrer que la série > vy est divergente.
n>0

On avny1 —vn =n(un —uny1) = 0 donc la suite (v )nen+ est croissante et majorée donc converge vers (.

Ona0<up—upngp1 = %(VTH_] fvn) < vn41 —vn done, par comparaison, la série > (un —uny1) converge
nxl
+o0
car Y (vn41 —vn) converge (vers £ —vy1). Alors, pour un entier n > 1, il vient Rn_1 = > (ux —uky1) <
n>1 k=n
ISl 1 t—v IS
> ,(ka —vk) <= Y (kg1 —v)=——2: lm nu,=0et Y up =1L
k=n k n k=n+1 n n—-+oo n—=1

Il est clair que la suite (xn)n>0 est strictement croissante et si elle convergeait, ce serait vers { > 0 vérifiant

t=0+1 NON. Donc lim xn = +00. Alors on calcule lim (Xﬁ—&-l —x%) = 2 donc la série Y 2 étant
¢ n—+o0 n—+oo n>0

n n
divergente, d’apres 7777 ou les moyennes de CESARO : Y (X%-H — xi) o >~ 2 donc xn o V2n.
k=0 k=0 o0

a. Siug € [-1;0], la suite tend vers 0. Sinon elle tend vers +oo.

b. lum ( 1 _ L) = —1 donc d’apres l'exercice 8.3 : un ~ -1
N—+00 \Un 41 Un +oco M

c. La suite (un)nen est strictement croissante donc un > ug > 0 et (vn )nen strictement croissante et vérifie

I'inégalité de I’énoncé grace a 'inégalité rappelée car vy 11 — vy, = Z“]ﬁ n (1 + L
Un

En sommant et en télescopant, on arrive & (vn)nen majorée par vp + L done elle converge car elle est
uo

croissante majorée et vers « > 0 car il existe un m tel que u;, > 1.

d. Puisque : Vk > p, ux > up, on a vy —vi < ﬁ et on somme pour avoir : Vn = p, v —vp < P
P Up
On passe a la limite quand n tend vers +o0o dans l'inégalité précédente et on obtient o — p1 <vp S o
P P s
don e2" %=1/ up < e2"® et on conclut car Up > +00.

3



a. La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 : elle tend vers 0 car sin({) = { = { = 0. Cette série

converge par le critere spécial des séries alternées.
b. La série Y uny1 — un converge et un4q — un ~ —%ui, ona Y. ud converge.
n=0 n=0

c. Y In(unyt1) — In(uy) diverge comme (ln(un))neN, or In(unt+1) — In(un) o~ —%uﬁ : Y uZ diverge.
n>=0
n—1

n=0
d. 2] — iz ~1 par développements limités donc par le théoreme de CESARO lim 1 > 2] — Lz =1
Uni1 n 3 notoo Moo Wiy U 3
(ou avec l'exercice 8.3) donc uy, ~ 3 ce qui rend plus facile les questions précédentes.
o \/n

a. La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 : elle tend vers 0 car £ = 1 —e™* = { = 0. Cette

série converge par le critere spécial des séries alternées.

b. La série Y. un41 — un converge et un4q — un ~ flui, ona Y. uZ converge.
n>0 o 2 n>0
> n(unt1) — In(uy) diverge comme (In(un)) , or In(upy1) — Inf(uy) ~ “lun > un diverge.
n=0 nel oo 2 n=0
1 11 IS TS N
d. —— —— ~ - par développements limités donc par le théoréeme de CESARO lim - Y, ————+— ==
Un+41 Up o0 2 n—+00 N 1 —o Uk+1 Uk 2

(ou avec l'exercice 8.3) donc uy, ~ 2 ce qui rend plus facile les questions précédentes.
oo

a. Si ¢ > 1, comme 11m Wu, — £ > 1 il existe un rang ng € N tel que Vn > ng, Y/un = 1 ce qui donne

aussi un > 1. Ainsi, (un)neN ne tend pas vers 0 et Z un, divergente grossierement.
n=0

b. Sie<1,enposantk:1zi€,2<k<1etilexistenoeNtelquevn>no, Vi < k = 0 < up < k™

Et comme ) k™ converge, on a bien Y. u, convergente par comparaison aux séries géométriques.
n=0 n=0
. —x . .
c. Siae Retu, = ](X pour n > 1,0on a Yu, =n™ donc hT Wu, = ¢ =1 alors qu’on ne peut rien
n n—-+oo
dire de la convergence de > un. En effet, par RIEMANN, > uy converge si o > 1 et diverge si o < 1.
n>l n>1
n n

2
a. Pour n > Z ( 72 k12 < T car les entiers de o([[1;n])) sont dans leur ensemble supérieur aux
=1

6
entiers de [[1; n]] car o est mJectlve. Comme la série est a termes positifs et que ses sommes partielles sont
majorées, elle converge.

b. Soit n > 1, les valeurs de [[1 nJ sont prises par la fonction o surjective donc il existe p € N* tel que

[1;n]] € o([1;p]). Alors Hy, = Z 1< Z =S,. Dot ) —— diverge car (Hn)nen+ tend vers +oo.
1k ( ) n>1 0(n)

a. Posons f(t) = Ar%%n(t) pout t > 0, alors f(t) ot tb]’] donc uy existe (et ceci indépendamment de la

valeur de n) si et seulement si b < 2 par le critere de RIEMANN.
b. e Soit maintenant b < 2, alors comme f(t) e ZT donc f est intégrable sur R% si et seulement si b > 1
oo

+
et nous poserons dans ce cas Iy, = f Ar%an()dt > 0 (si b €]1;2[ donc).

0
 Arctan(t) Arct T
. rctan TC an dt
e Sib < 1, par IPP, = et g:t—
P Of t® T (1—-b)n »Of 1—b)( z)tb*‘ J (1—b)(1 +t%)t>]
—+oo
est intégrable sur R’ ssi b > 0 et dans ce cas, on note J, = f i b)(]di )T > 0 (si b €]0; 1] donc).



+°°A t Arctan(t [ Arctan(t
e Sib < 0, comme l'intégrale f e an dt diverge, onaf%n()dt e f%n()dt et on encadre
o0
0
n

0
dt e (1TL E di Arc (J.TL » ) » dt
\!t ‘!- Z ‘1[ P ‘([ dt est ”de 'ordre de ‘f donc de - 71.

e

+oo n n
— Arctan(t) . . Arctan [ 1 rctan ]/t
e Enfin, sib =1, 6/‘ — dt diverge aussi, et comme 1f b dt =3 ]f n 1f ,

car la fonction t — ATCtii:(]/t) est intégrable sur [1;4o0].

rA L
on & f rctan(t) it ™ n(n)
5 t +oo

e Sib €]1;2], on a donc u, o I—% et > un converge si et seulement si a > 1.
o0 nxl

e Sib €)0;1[, on a donc upn ~ ——"——p—7 et > u, converge si et seulement si a +b > 2.
+oo (] - b) n>1

e Sib €] — 00;0], on a done (par majoration ou minoration) > u, converge si et seulement si a +b > 2.
n>l

eSib=1T,onauy ~ n;n( n) donc > uy converge si et seulement si a > 1 (BERTRAND).
00 n

n>1

(3.2 Séries a termes quelconques}

a. D’apres le critere spécial des séries alternées, la CNS est o > 0. Dans ce cas, comme le premier terme est

400 (_])k 1
strictement positif, on a > > 0.
k=1

b. D’apres le critere de RIEMANN, c’est > 1. C’est une comparaison série-intégrale.
+
—.
ta(p — T)nP

n—1

n Xz “Sk—5k1 -
OnposeSn:szet,onaZ*k*Z *Z*kfz
k=1 k k=1 k :0
S

c. La CNS est B > 2 d’apres le critere de RIEMANN car Wn

avec So = 0 par une
k =1

=~

-1
n n
transformation d’ABEL. Alors Zk — Sk Sn or Uim n_ car (S converge et
peTmaon kz::1 k k§1k(k+])+n+1 nrtoo n+ 1 (Sn)nen converg

—Sn__0 (iz) car (Sn)nen bornée donc —Sn___ est absolument convergente. C’est fini !
nn+1) o

n ns1n(n+1)
L (1 —em 2 .
OnaTy, = Im( > ‘k) = Im (e“]iei) donc |Tn| < TErE En posant Ty = 0, on a ainsi : Sy =
k=1 — € — e
n n n—1 n
Te — T T T Al T T ; T
kel =y Tk DSy = . 1 n T st
Z T 20T 2y Alors i Sn= 00 ity T oL T e (Tneres
z T
bornée et — 14— = O( ) donc est absolument convergente.
(1) Zawt :

a. D’apres le CSSA, R, existe. De plus, par un changement d’indice dans la série Ry, 41, on obtient facilement

B (_1)11-&-1 (_])n-H +o0 (_])k

la relati e. Mais R, —R =~~——d 2R, = ———— or touj d’apre
a relation proposée. Mais Ry, — Ry 1 T onc 2Ry, — KT or toujours d’apres
& () ) (=)™
le CSSA, on a donc Ry ~ ——+—.
k:¥+1 k(k+1)| ~ (n+1)(n+2) "o  2n

(_]>n+1 1
b. Comme on a Ry =~—*+— + O<—2>, on a Y, R, convergente.
0o 2n n n>=0



Si > v, converge, alors hm vn = 0 donc hT (1+n2un) = +o00 donc vy, o 21 et /unvn +~ —. Par
o0 o0

n=0 n "un

2

n

conséquent Y ,/unvy diverge. Mais par I'inégalité classique de CAUCHY-SCHWARZ, on a : ( >y /ukvk> <
n>0 k=0

(32 ) (0] < ($500) (£ o). Do o 5 e

k=0 k=0 k=0 k=0 n>0

(3.3 Calcul de somme|

a. C’est la sommation par tranches sachant que le terme général tend vers 0.

3n
b. Pourn e N*, ona 3 ug=—+Hsn + LH,.
k=1 2 2
c. Avec léquivalent rappelé, on a: > u, = f% In(3).

n n
On pose Sy = 3 uy, alors Sz = Hap —Hp = In(3n)+v+0(1) —n(n)—y+o(1) =In3+o(1) ot Hy = 3. %
k=1 o0 o0 k=1

—+o0
Comme on a aussi Szni+1 = S3n + 3n]+ : et S3n42 = S3ne1 + Slﬁ’ d’ol nZ::1 un = In(3).
n
En posant H, = E% on décompose la fraction rationnelle en éléments simples et on a
n = +oo 1
=2Hyn —2H, =21n(2 2y—-21 —2 1)=2In2 1): —— =21n(2).
= ¥ ey = a2 220 +2y-21n(n)~2y+o(1) =2t 2+0(): T ol =21n(2)

a. Les nombres a k chiffres sont ceux compris entre (10---0) (un 1 et k — 1 fois 0) et (9---9) (k fois 9).

Ainsi, par définition de d(n), on a ’encadrement 1040V)-T < n <109 — 1 ce qui s’écrit aussi, comme n est

un entier : 1041 <n< 104 En passant cette 1negahte au ln qui est strictement croissante, on obtient

donc d(n)—1 < ll:((lno)) <d(n)doud(n) = {ll:(g O))J +1 = |log 19(n)] 41 par propriété de la partie entiere.
En posant u, = _dm) pour n € N* et puisque 'inégalité tn(n) < d(n) < tn(n) + 1 garantit que
Tonn+1) ' n(10) = n(10)
d(n) e 112((;10)), il vient - ((711(:—)1) ol 11:1(2 )> = O(n; /2) par croissances comparées d’ou la convergence de
_d) par comparaison et critere de RIEMANN.
n>l TI(TL + 1)
n 10P —1 P 10k—1 -
b. En notant S, = >_ 1wy, on obtient par télescopage S1or 1 = Y. _d(n) = > ( d—))—d—]))
K=1 ot (1) S e 30 G+

s 9 1 7L 7p71k+17 L L
et, sur cet "intervalle”, d(j) = k donc S1pr—1 = Z k 0T T k) = > > (en changeant
=1 =
p—1
d’indice dans la premiére somme) d’olt Sjop 1 = (kgo 1:?) — % Par conséquent, comme 11+OO % =0

+oo

. , 1 1 10 / se o ~dn) 10
ar croissances compareées et que — ———— = — (série géomeétrique on a —_.
P P d ,;::omk 1—(1/10) 9 (série g que), ;1 nnt1) 9

Pour la convergence, c’est le critere spécial des séries alternées. Ensuite, pour n € N* :

zzn (=1)*1n (1 + %) =1In ((271)(271—1—1)) Donc on a +zo:o(—U“ n (1 + %) =1n (%) avec STIRLING.

k=1 2™ () n=1



A/ 1| —
On pose up, = > L nt J L\/ﬂ pour n > 1, la plupart des u,, sont nuls. Précisons : soit p € N*

n>1 n

et p2 < n < (p+1)2 =2, alors on a l'inégalité p < n < /(p+1)2—-2 < p+ 1 mais aussi
pL<VPPHTI S Vn+T1<V/(p+1)2—1<p+1 Ainsi [V/n+1]—[y/n] =p—p =0. Par conséquent,
les seuls termes u,, non nuls sont ceux d’indice p? — 1 pour p > 2. Ainsi, pour m > 2, on calcule la somme
partielle S;2_q = Z U = Z m fj (L — L) Par télescopage : lim S2_7 = 1
T 22 % 1 ptd Mmoo 2

Comme (Sp)nen est crmssante et majorée par l, elle converge et lim Sy = Um S, 2_7 = 1

2 n—-+oo n—-+oo 2°

(R 1 _ 1 I = N BN 1Y 1
29) (A DR =y ) e L T S + 2 ar ) mran

n+2 .53 n+2  n+2Z n+3)k +3)"
II »

p=n+3
converge. On en déduit que nETOO(n +1)! <Rn — M) = 0 donc Ry, o~ ﬁ
> 1 P Pop—k+1
Ona Y Rp=(e—1)+(e—1—-1)+(e—1—2)+---+(e—=Sp)= > (e—=Sn)=(p+1)e— > .
n=0 2 n=0 K=o K

2 2 P
Ainsi Y7 Rp=e+ple—Sp)+ > %— > ]‘ donc Z Rn =e.
n=0 = (k=1 (o n=0

3.30/ Si on note u,, = 1 alors 0 < up < 1 donc u,, converge par comparaison a la série
n 2122+ 1 a2 n N 77 n§] n ge p P
de RIEMANN (2 > 1). On sait que up = Y 1)6(2n . qu’on décompose en éléments simples. On sait
qu’il existe trois constantes réelles a, b et c telles que un, = & + 3_ 7 + 3 C_'_ ; et les techniques habituelles
n n
permettent le calcul a = 6, b = 6 et ¢ = —24. On calcule maintenant sur les sommes partielles en notant
n n
Hyp = Z ~ona Hn+— In(n) +v 4+ o(1). Posons Sy, = kz ug = kz1 ( + m - Zkzj—1>' On rajoute les
n
termes pairs qui manquent : S,, = kZ::] (%-&—ﬁ—%—%—kgi) 24Hn—|—?—6 24H TL—1-24—21121 T
Comme Hy, — Hon = In(n)+v —n(2n) — vy +o(1) = —1n(2) + o(1), il vient S;, =18 — 241n(2) 4 o(1).
oo o0
+o0 1
La somme de la série un, est donc =18 —241n(2).
n; " n§112+22+-~-+n2 @)

(3.4 Séries alternées)

_ n
Onau, = G ]2 + o( 12 ) donc il y a convergence par critere spécial des séries alternées
o In(n) nin“(n) nin“(n)

et convergence d’'une série de BERTRAND (signe constant et équivalent).
_1\n
On au, = (=1) + 2] + o( 21 ) donc il y a divergence par critere spécial des séries alternées et
o In(n)  In“(n) In“(n)
divergence d’une série de BERTRAND (signe constant et équivalent)

On trouve géométriquement que : u,, = %anz sin (”)
3
(=)™ sin(m —un) ~ (=)™ donc Y. nsin(un + nn) converge absolument.
oo n n>1

3
De méme : = (271) = 2 ( 1 ) Ainsi : n* (a—n) ~ —% Tlvy adonc convergence
an 2 sin +Oo¢r 3nZ +o o2 n” cos 2 ) S« y verg

+o( 1 ) Par conséquent sin(un+nmn) =
+oc 6n n?

de Y n%cos (a—“> si et seulement si o < 1.
n>l 2



On a clairement : Vn > 1, |un| < 1 donc cos(un) > 0 et la série est donc alternée (& partir du rang

1). Deplus: Vn > 1, |[un| < 1 donc tim Uun = 0 et méme u, = O(l). Par conséquent, on obtient
n n—-+oo +00 n

_1\n 1 n+1 2 _1\n
Uy = (=1) + (=1 u +o(u“’1 ) On peut simplifier : u,, = &Jrvn avec vy = O(%) Donc
n

+oo M 6n en o \n
>~ un converge comme somme d’une série vérifiant le CSSA et d’une série absolument convergente.
n>0
3.35|1n {1+ (=" = (=" 1 +o( ) Or Y (=" converge par le CSSA ; de plus par définition
n® )4+ n® 2@ s nd ’ ’

ona — 12a + o(%) ~ 7% est le terme général d’une série convergence si et seulement si 2a > 1.
2n +oo  2n

Finalement, il y a convergence si et seulement si a > 1

un:ln 1+(_£ 1y ae) = ﬂ7‘17"']+O<L) donc >~ u, converge si et seulement
VA{ 2 n,/ +oo \A{ n n%

n>0
sia=—1.
On a (en factorisant par n® et en utilisant le DL (14+x)® =1+ ax + sz +0(x?)) le développement
up = Mn+2)*-2n+1)*4+n® = a(az a) +O< 317(1). Sia=1,uy =0donc > uy est convergente.
+oo n=>0

ala—1)

Sinon, on a un o= donc Y un converge si et seulement si 2 —a > 1 <= a < 1. Ainsi, il y a
n>0

convergence si et seulement a €]0;1].

Posons v, = Z ] par une comparaison série-intégrale, comme la fonction t — \/{ décroit et admet pour

f

primitive t — 2\/{, on a vy +~ Zf . On effectue ensuite un développement asymptotique :

Uy ~ =" + 12 +o( )donc >~ uy diverge car 2 +o< 12> ~ et > — diverge.
V2 Vn

+oo V. Y n>0 +oo 4n n>1 4

_ n
On constate que uy, est bien défini car ( 102 est convergente d’apres le CSSA, de plus liT un = 0 car
n——+oo

n>l n
U, est le reste d’ordre n d’une série convergente. On sait d’aprés ce méme théoreme que sign (un) = (—1)"*1.

Méthode 1 : on pense & utiliser & nouveau le CSSA pour établir la convergence de > uy.

n->l
+oo -1 k +oo -1 k +oo -1 k
T CUAID S UM CE Lol DR R ( ¥ DT 5 CDE) o
k=n+2 k=n+1 k=n+2 k=n+1
—+o00
change d’indice dans la premiére somme pour avoir |[uny1| — [un| = (=)™ > (=1)k (]“ - 1‘X>
K=nt1 k% (k+1)
= 1 1 :
On a donc [uni1| —[un| = (=" X (=% ollvk = =g — ——x > 0 donc Y (—1)™v, est une série
Keig1 k (k+1) n>1
alternée avec liT vn = 0 (clairement). Il suffit donc de démontrer que (vn)n>1 est décroissante.
n—+oo
1 1 1 1 1 1
Vil TV = R E T (0 ) (er - W) = g(k+1) — g(k) en posant g(x) = N R
est positive, dérivable sur R et ¢'(x) = —« OJH — o })“H ) < 0. Alors g est strictement décroissante
X X

sur R* donc g(k + 1) — g(k) < 0 et (vi)k>1 est bien décroissante. On pouvait invoquer la convexité de la

fonction x — x~* mais ce n’est plus au programme. On peut aussi effectuer un développement limité de
oo+ 1)

o) < 0 donc vy 41 — vk est négatif a partir d’un certain rang ce qui suffit.

v — Vg ~ —
k+1 k+OC



—+oo

D’apres le CSSA encore, le signe de > (—1)%vy est celui de son premier terme, & savoir (—1)™*! donc

k=n+1
[unt1] — [un| < 0 et, enfin, on peut conclure que la série alternée > u, converge.
n>l
, . . (=" N
Méthode 2 : il est clair que, pour n € N, on a up — up41 = et De plus, comme dans la premiere

; (= (=n* = K
méthode, on a un +unt1 = Y. + Z deoncun—&—un_H: > (_1)(

k=n+1 K& k=n+42 k=n-+1
On pose a nouveau vy = ki"‘ — W > 0. Par I’étude de la fonction g ci-dessus, (vk)x>1
—x
donc, par le CSSA, hun + unt1| < vnp1 = (n—:1)°‘ & _:2)“ - %((] + l)

i )

est décroissante

- (1 + ;)7“) et

—x —
on a aussi le développement —((1 + ) - (1 + ;) ) = %(1 -1+ O( )) = O( o(H) Ainsi,

n +oon

(un — un+1) + (Un + Uvn+1)

=D

o —1 1
, il vient u,, = (Gl + O(TIO(Jr1 ) En posant a,, = Py

comme uy =
" 2 oo 2n%
bn =un—an = 0 (%ﬂ), lasérie > a, converge par le CSSA et lasérie > b, converge par comparaison
+ n>1 n>1
aux séries de RIEMANN car o + 1 > 1. Par somme »_ uy converge.
n>1

[3.5 Comparaison série-intégrale}

a. On sait d’apres le critere de RIEMANN que lim S, = {(«) > 0 et donc que lim Ry,
n—-+4oo n—-4oo

2
a lim S, =7,
n-stoo 6
oo
b. On encadre comme t +—> 1 est décroissante sur R : dat 4t donc Ry ~
tcx + tcx cx
n+1 n

Rn

=0.Sia=2,o0n

i
oo (o= Tn*

1

c. La série est convergente ssi « > 2 d’apres le méme critere de RIEMANN car —* ~ =T
n oo (a—1)¢(e)n

Par une comparaison série-intégrale avec x — +/x croissante, on trouve que sin > 1, on a

n+1

3

n 3
f Vxdx < Y vV < f \/xdx donc Z Vi~ %nf. On a convergence si et seulement si « > %’ L’inégalité
— oo

k=1

n+1 n
initiale donne : 0 < Z Vik— f\fdx f Vxdx < v/n+ 1 donc montre : (—1)"uy = 2(_1)3 Jro( 1 ])'
_3 O
2
n

3072 n

3

Il y a convergence si et seulement sl o> 3

Par une comparaison série-intégrale avec x — 1—“ décroissante (et intégrable sur [1;+o00]) :
X

+oo too
dX dx d 1 1 . Rn 1
onc — YT =71 - AlnSl —_— 7~
n!-‘l k= n+1 k(x < f k:%:Jr] k“oo(oc—])noci] Sn oo (o0 —1)Seen™™
convergence si et beulement si > 2 (avec Soo = lim Sp).
n—-+oo

9

<=7 ¢t on a donc



a. Une petite étude de fonctions montre que f est décroissante sur [e; +o0o[ donc sur [3; +00[.

p+1
Ainsi, pour p > 4 : f lntdt <np f mtdt et en sommant : Vn > 4, uy = 11;2 + 17;3 + vy Ol
P
pP—
n+1 n
[ e <o < [ 18tat dony, o U200
n .
t 0o 2
4 3
(inn)? _ lnn Int
De plus, en posant wn, = up — 5, omapourn > >4 Wy —wpoq = 1 f Tdt donc (wn)n>4 est
n
n—1
P o . PN (Inn)~ n)?
décroissante et minorée d’apres ce qui précede donc elle converge vers £ et on a donc Un = +2+0(1).

b. Pourn},onazw—im() i In@2k—1) _ il() %w Donc
k=1 k=1

1

2n ([ n

Son = . E)nn (In2)Hp + un — uzn €t avec a. :  lim <Z (=) nn 1) n ) =1 n(2)(2y — In(2))
K=1 n n—oo \ k21 2

car Hy =1n(n) +v + o(1). Comme Szn 1 = San + o(1), la série proposée converge vers % n(2)(2y — n(2)).
o0
On pouvait dire que cette série convergeait sans ce calcul car elle vérifie le CSSA.

u —u .
Posons donc vy, = —2EL— =1 Distinguons deux cas :
Un
u —u .
It 7 M ot comme ) (un+1 - un) converge, Y. vy aussi.

Si (un)nen converge vers { > 0, vy, ~
+oo ¢ n>0 n>o0

Si lim un = 400, comme x — 1 st décroissante, on a: In(un41)—1n(un) = f dx < (Unt1—Un)X —.
n—+oo X u

Puisque lim In(un) = +o0, la série > (n(un41) — In(un)) diverge aussi donc Y vy diverge.
n—+oo n=0 n>0
Finalement : la nature de > vy est celle de la suite (un)nen-
n>0

mn

Posons v, = Y ﬁ, par une comparaison série-intégrale, comme la fonction t — ﬁ décroit et admet pour
k=1

primitive t — 2+/t, on a vn ol 24/n. On effectue ensuite un développement asymptotique :

_1\n
Uy ~ &+ a +0( ) donc > uy diverge car ]2 +O<v],21)+woo = et Z dlverge

+too Vn Vn Vn n>0 n>1

3.6 Produit de Cauchy|

()

+oo
On sait que e = > l' : cette série étant absolument convergente. On a aussi clairement que > '
n=1 "N n>1 nn.
400 ( )n71 +o0o n (_])k 1
converge absolument donc, par produit de CAUCHY, on a : Z ' > TN Or
nm  nn! n=1 k=1 Kkl (n —%)!
n k=1 n _1)k-1 n 1)k
Z] ﬁ = % Z <n> % donc il reste & montrer que kz::] <E> % = Hp.

Par exemple par récurrence (on peut aussi utiliser des intégrales en constatant que H,, = Z f k= 1dx) car
=19

n+1 ] —1)k-1 n+1 —_1)k-1 n+1 —1)k-1
la relation est vraie pour n =1 etona Y, <n—|— )(l)c = > (n)() + > (kn ])()
k=1 \k —

k=1 k k=1 \K k k

BB

k k=1 n+1 n+1

10



En notant un, = (n+1)37", lim Entl _ % < 1 donc la série converge par la regle de d’ALEMBERT. On

n—+o0o0 Up

+o00o N 1 +o00 1 “+o00 1 1 2 9
aZun—ZZ—k :<Zn>x<zn):( 1) = Z par produit de CAUCHY.
n—ok=o03" 3" n=02 n=03 1— - 4
n—1 n—1 1
Le CSSA puis le produit de CAUCHY est >, wn ol wn = E uvn-kx = (-1)" >, ————. Or
n>1 - k=1 Vk(n—k)
. Z(n —1) . s
Vke [l;n—1], ———— < £ (min. en k = ) donc |wn| > =+~ wy, diverge grossierement.
[ I8 m S L ( 2) lwn| > n né:] n ge g

(3.7 Exercices aux oraux des étudiants de PSI1)

a. Comme lim b, =1, a partir d’un certain rang, a, > 0 donc S;; ~ 1 g (Sn)nen convergeait, on
n—-+oo +oo an

aurait (an)nen qui tendrait vers une limite non nulle : c’est contraire a la morale publique !

Ainsi ) an diverge ; et comme an ~ 1 ona lim an =0.
n>0 400 Sn n—4oo

b. Bien siir que non avec ¢, = e™ par exemple. Sy — S = aniq = o(1) = o(Sy) donc Sy, ~ Sn+1
o0 oo
c. Sn_H — 82 = (Spi1—Sn)(Snt1 +Sn) =2Sni1ans1 — afﬂ_] qui tend vers 2 en 400 par hypothese.

n
d. Soit ¢ > 0, il existe un rang ng tel que ¥n = ng, |un —vn| < eun. Alors, en notant U, = > uy et

k=0
n n n
V= > vk,onavn=ng, [Uy—Vu| <|Ung—1 = Vag—1|+ D Juk —vi| < [Ung—1 — Vno—1|+¢ > |uxl.
k=0 k:TLo k:no
Comme (Un)nen tend vers +oo, il existe un rang ny > ng tel que Vn > nq, |Uny—1 — Vn,—1] < elyn donc

Vn = ni, |Un — Val| < 2eUy, ce qui prouve que Uy, o Vi
oo

n
Alors, on applique ce résultat avec c. $2 ~ 2 donc S;, ~ v/2n d’ou ~
ppliq n+oo kg() n+00 an Too \/ZiT‘L
n
e. On suppose donc que lim by, =1 avec (an)nen € (Ry)N, by =an Y af et Sy = af.
n—-+oo k=0 k=0

ain(an) 4] faut impérativement que an soit strictement positif pour tout entier n > 1.

Comme a% =e
n

On suit le méme cheminement : on montre par ’absurde que lim S,, = +00, on en déduit que lim a, =0
n—-+oo n—+oo

[0 4 X
car an = ;’—n etonaSnir ~ Sn. Powr p € R, SP =Sk =(Sn+a%)P st :sﬁ(1+ﬁg—“+o(g—“)) —sB.
n n n

On en déduit que SEH —sk o BSE_1 a%. Sion veut pouvoir utiliser ’hypothése an Sy — 1, on doit choisir
(o]

B tel que B — 1 = «. Par conséquent : nEToo (S:j_‘f — Sl{“") =1+ «. En utilisant encore le résultat de la

n
question d., on obtient $]¥* ~ Y (1 + «) donc a, ~ %
= (1 4 o) T

Dabord]O““ <n < 10" donc ¢y =1+ |logo(n)].

n 10¢—1 _1\Ck 10 -1 c _ 1nc—1
a. Soit Sy Z (= ) . Alors ch,]—S]Ocq,]‘:’ ) (=1 _ > l>M:i
k= . k=Toc-1 K k=10c-1 K 10 10
ainsi Y = ) diverge. En effet, si ) (=1) convergeait vers S : lim Sjpe_7 =S = UWm Sqyge-1_3
n>1 n>1 n c——+o00 c—+00
et on aurait donc lim (Sjpe—1 — Sqpe-1_7) = 0 qui est contredit par |S1oc—1 — S1ge—1_1] = 2
c—+o0 10°

n

n _])ck 10€—1 (_])c
b. Posons S, = ( et T, = Sqjon_7. Alors T, = ( ) = —1)%v. avec
" i n =5 s ) T &0

101
1

>
K=i0e-1 kin(k)

Ve = . Montrons que (v¢)c>1 est décroissante de limite nulle.

11



10¢ -1 9 10¢—-1
Orsic>1,0< v = ( 1 )g 10 o,
et k:%,l )Z::o (10k + ) In(10k + ) kz%,1 (Tok) n(10k) = €

10° —10°~"  _ 9
10 " tn(10¢~ ") = (c — 1) n(10)

Ainsi, la série alternée Y (—1)v. converge par le CSSA.
c1

De plus, Vp € [10"1510™ — 1], [Sp — Syon-1-1] < [S1on—1 — S1on-1_1] = vn ce qui se traduit aussi par

De plus, v < — 0 et on a bien les deux renseignements attendus.

Vn € N* |Sp —Sqgen—1] < [S10en—1 —S10en-1-1] = ve, — 0. Ainsi, liT (Sn—S10en-1) = 0 et en écrivant
—+00

n
_1)\¢n
Sn = (Sn —S710en-1) + Sqpen—1, par somme de suites convergentes, > (=1)
n>1nin(n)

converge.

Déja, si o > 0, on a clairement lim up = +oo done la série Y uy diverge grossiérement.
n—+oo
n>1

n
Sioc:—[3<0,ona,pourn>l,un:%z 1 = 2[13_1 %ﬁ
= n T+ 5)
TLZ

2 kz B
n" k=1
(+5)
1

t — (14 t%)~P est continue sur [0;1], par les sommes de RIEMANN, en notant I = f(1 +t?)7Pdt >0,0n a
0

un nzﬁ% Ainsi, on sait d’aprés RIEMANN (I’autre) que go U, converge <= 2B — 1> 1 <= a < —1.
nz

Comme

NgE]

1
oy

Méthode efficace : On sait que Arctan(n) = % — Arctan (l) = % — =+ o(l). Alors, en posant
n n

1
n
n Arctan(n) n

= (- —F—rt onauy = (-1)"—F—"0—0p — (- 1 0 ! .
= (D g o 2 = ()" e — (0 e o (avmiege)

1 1
On a donc un = vy +wn avec vy = (_])HW et Wn _‘:;OO(m) +~OOO(—5>.

n4
La série > vn converge par le CSSA (méme si a < 0 mais alors la suite (y/nIn(n)®)n>> sera croissante a
n>2
partir d’un certain rang) et Y. wy est absolument convergente par le critére de RIEMANN.
n>2

Par somme, la série Y un est donc convergente et ceci quelle que soit la valeur de a.

n>2
Méthode logique mais moins efficace : la série Y un est alternée, la suite (un )nen tend vers 0 par croissance

n>2
a
comparée et : Arctan(n +1) =1 —l—o(l>7 TA =1 —|—o(l) et v/ =1- i—i—o(l). Par
Arctan(n) +oo n/’ Imm+1) 400 n n+1+oo 2n n

produit, on a donc [uner] —1- 1 +o0 (l) donc la suite (\un\) -, est décroissante a partir d'un certain

|un| +o00 n n n>
rang et on peut donc appliquer (et ceci pour tout a € R) le CSSA pour obtenir la convergence de > un,.

n>2

Comme la série harmonique diverge d’apres le cours, la suite (Hn )nen tend vers +oco. Ainsi, pour tout entier
p € N*, la partie {n € N* | Hy > p} est une partie non vide de N et elle admet donc un minimum d’apres
la propriété fondamentale de I'ordre dans N. On peut donc bien définir n, = Min ({n e N* | Hy > p})

k
Par définition de ny,, il vient Hy, | > p. Puisque t — % est décroissante sur [1; 400, on a Vk > 2, % < fk ' %

P
qu’on somme pour k € [2;n,]] pour avoir ) % = Hp, — 1< f]np a _ In(ny,) avec CHASLES. Ainsi,

n
k=2 t
In(ny,) < p — 1 et, par croissance de exp, on obtient n, > eP~1. Par encadrement, lim n, = +oo.
p—+o0
Pour p € N*, comme n, est le plus petit entier de {n € N* | H, > p},onan, —1¢ {n € N* | H, > p}

donc Hp, 1 < p ce qui donne l'encadrement Vp € N*, Hy 1 <p < Hp, .

12



De plus, 0 < H,, —p<Hn, —Hp 1= T oor im L =0 d’apres ce qui précede donc, par encadrement,
P P P np p—r+o0 My

lim (Hn, —p) = 0. Mais on sait par ailleurs que an = ln(np)—i—y—i—o(l) donc lim (p—In(np)—v) =0.

p—+oo
Il suffit donc de passer a ’exponentielle et on a lim e“‘(“v) PHY =1 ce qui equlvaut an, ~ eP7Y,
p—+o00 +oo
Bonus : soit uy = Hp—In(n) pourn > 1. OnaVn > 2, un—un—1 = Hn—Hn_ 1—Hn( l) — 1 (1—l)
n n n
donc un —un_j = O( ) d’ot1, par comparaison aux séries de RIEMANN, > (un —un—1) converge. Ainsi,
3 n n>2
par dualité suite-série, la suite (un )n>1 converge. En notant y = 1111 Un, on a donc Hy = In(n)+vy+o(1).
n—
a. Soit f : [T;4+o0o[— R définie par f(t) = w Comme f'(t) = tiz - hlg) =] —tlzn( )7 la fonction f est
L. o . k+1 In(k) k
décroissante sur [3;+oo[. Ainsi, classiquement, Vk > 4, fk f(t)dt < — <) f(t)dt et en sommant

de 4 a n > 4, on obtient I'’encadrement suivant dont on déduit I’équivalent u,, e n 2( ) :
o0

[T o)t < — @)~ 13) < [ H()ar = 1“2<*;+ N_ ‘“22(4)

Posons wy, = fn : f(t)dt — M Alors : Vk >4, 0 < wi < f(k—1) — f(k). En sommant et par CHASLES,
- n

n
onald< > wy= f: f(t)dt—un +f(2)+f(3) < f(3) —f(n) < £(3). Alors les sommes partielles sont majorées
k=4

2
L. . . In“(n N .
donc la série )" wy converge ce qui donne la convergence de la suite (# —Un d’ou I'existence
n>3

n>2
, In? n“(n)
d’une constante C telle que u,, = + C+o(1).
+<>o 2
2
On pouvait aussi dire qu’en posant z;, = un, — (lnzn) >4 zn—zn_q = Inn_ (" : Int 4t donc (zZn)n>4
n n—
est décroissante et minorée d’apres ce qui précede donc elle converge uy, = (in zn) + C+o(1) avec C € R.
o0

b. La série proposée converge absolument d’apres RIEMANN donc converge. De plus, pour n > 1, on a

( ])kJr] n—1 1 1 n 1 2n 1 1 n 1 Al 400 (_])nJr] 7_[2

Son = = - = — = — — = insi : A =

m Z Z o 2k+1)7 4K k2:31 K* 2 k21 n¥1 n* 12

n n _ n 2n

c. Powrn > 1, ona Z( Dlnk _ wazw: Zm(ZK)*ZM- Donc

k k=1 2k k=1 2k—1 k=1 Kk k=1 Kk

2n 2n (_1\k
Son = Py (1)% = (In2)Hn +un —upn et avec a. : TLE;TOO (g% (Uklnk) = %Ln(z) (2y —n(2)) car
Hy = In(n)+v+o(1). Comme Sant1 = San +0(1), la série proposée converge vers 1 ln(Z) (2y —1n(2)). On
oo

pouvait dire que cette série convergeait sans ce calcul car elle vérifie le critére spé01al des séries alternées.

a. Sivn e N* o =0, (otn)n>1 tend vers 0 et ¥n > 1, by =1 donc (bn)n>1 converge vers 1.

n
Sivn e N* oy = l, (an)n>1 tend vers 0 mais Yn > 1, = H =n+1 donc (by)n>1 diverge.
n k:
On ne peut donc rien conclure sur la convergence de (b n)n/ sila sulte (an)n>1 tend vers 0.
kT -1
b. Pour tout entier k > 2, on a ‘L’ < 1donc 1+ ( )

Vi Vi

n _1\k—1
conséquent, on peut considérer In(un ) etonaln(uy) = >, In (1 + %) or on connait le développement

_])171
> 0. De lus,1—|—(7:2>0.Par
’ Vi



limité w —ln(1+(_1)k_1) _ ])k ] —i—i-o(l) Posons a —wetb = wy — ax de sorte
K S i~ i %\ k VK kT Rk

qu’avec le calcul précédent on a by e _Zi < 0. Or la série > an converge par le critére spécial des séries

alternées car la suite (\%) est décroissante et tend vers 0 et la série Y b, diverge par comparaison
k> n>1

n
a la série harmonique. Plus précisément, la suite de ses sommes partielles ( > bk> est décroissante a
k=1 n>1
partir d’un certain rang donc elle tend vers —oco. Comme wy = ay + by, par somme, la série Y wy diverge
k>1

n
car Y. ay converge et » by diverge et la suite des sommes partielles ( > wk) tend vers —oo.
k>1 k>1 k=1 n>1
n (—1)k! . i .
In (1 + 7>) et que lim e* =0, on en déduit que lim wu, =0.
k=1 \/]Z X——00 n—+oo
c. Par dualité suite-série, la suite (vn)nen converge si et seulement si la série > (vn41 —vn) converge.
n>0

ey = 1 1y 1 _1 Yy - 1 I - a1
Orsmar = o (143) 2 - 10(d) 5 -y o) 2.0k done i

>~ (Vn41—vn) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN. Ainsi, la série Y (vin41 —vn)
n>l n>1

Comme u, = exp (

converge donc la suite (vn)n>1 converge (vers un réel qui est en fait la constante d’EULER y ~ 0,577).
. , o . —1)]‘*1 1 1
d. On écrit autrement le développement limité de la question b, wy = [GR) N +0 (—) Alors,
PP q k+oo \/]z 2k k\/]z

1

en posant cy = — —
p Kk = Wk ak+2k7

ce qui précede montre que cx = O (%/2) donc la série > cy converge par
+o0 k k>1
. . +o0 (_Un—] +o0 n 1
comparaison aux séries de RIEMANN. On note a = Y € R,c= > cnet Hy = > + de sorte

a1 Vn n=1 k=1k

n n
que Hy = In(n) +v + o(1) d’apres la question c.. Comme In(un) = > ax — %Hn + > ck, ce qui précede
oo k=1 k=1

)
permet d’écrire In(un) Zat o(1) — %ln(n) - % +0o(1) + ¢ + o(1) donc en notant { = a — % + ¢, il vient
oo

n(n) I3
- 1 - — oln(un) — omm g tte(l) _ e Lo(1) prot o~ e
In(uy) =73 In(n) + €+ o(1). Puisque u, = e e = \/Ee d’olt upn fodbym > 0
car e =1+ o(1) et on en déduit que > u, diverge par comparaison aux séries de RIEMANN.
n>1

Définissons la suite (un)n>1 par un = % si I’écriture en base 10 de n ne contient pas le chiffre 5 et u, =0
n

sinon. L’énoncé nous demande d’étudier la nature de > un, = > % Deux cas élémentaires :
n>1 neA
o si o <O, (Un)n>1 ne tend pas vers 0 car Vn € A, un > 1 et que A est infini. ), —5 diverge grossiérement.
neA
esia>1,Vn>1, 0<uy < % donc > % converge par comparaison aux séries de RIEMANN (o > 1).
n neA ™
n
Pour « €]0;1], posons S, = > uy la somme partielle d’ordre n de cette série. Puisque ’énoncé parle
k=1
d’écriture en base 10, on va considérer la suite extraite (Sjon—1)n>1 (cela consiste & prendre dans la somme

partielle tous les entiers dont I’écriture en base 10 contient au plus n chiffres).

Le plus petit nombre & avoir p chiffres en base 10 est 10P~" = (10---00)10 et 10P —1 = (99---99)1 est le

no 10P—1
plus grand. On écrit donc S1on—71 = >, Y.  uk (on scinde la somme selon le nombre de chiffres en base
p=1k=10r—"

10). Or, dans I'intervalle [10P~';10P — 1] qui contient les entiers avec p chiffres en base 10, il existe 8 x 9P~!

entiers qui ne contiennent pas le chiffre 5. En effet, on a 8 choix pour le premier chiffre (1,2,3,4,6,7,8,9)
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et 9 choix pour les p — 1 chiffres suivants jusqu’au chiffre des unités (0,1,2,3,4,6,7,8,9). Par conséquent,
107 -1

8 x 9P~! 8 x 9P - 1. 1 1 o

T L < k:%:p_l ug < 0TI« car si ke AN[1oP~T;10P — 1], on a ToP% <ug < PRCEICE Ainsi, en
n p—1 n p—1 n—1 Kk

sommant ces inégalités, on obtient : % <Ston1 < Y %, Sion note Ty = 3 (%)
p=1 0 p=1 10 k=0 10

la somme partielle de la série géométrique, on a donc ’encadrement 10% X Tn < Sqjon_1 < 8T, (D).

On sait que (Tn)n>o0 converge si et seulement si ]0% €]0; 1] et qu’elle tend vers +oo dans le cas contraire.

(=) Si L(x >1,alors lim T, = +oo donc l'inégalité de gauche de (I) montre que lim Sjon_7 = 400
0 n—+oo n—+oo

par minoration. Ainsi, la suite (Sn)n>1 étant croissante, elle ne peut tendre que vers oo (car si elle tendait

vers un réel £, toutes ses suites extraites tendraient vers cette limite £). Ainsi, la série ) n]i"‘ diverge.
+o0 k e
(<) Si 10% < 1, alors T < kzo (10%) < ]79 L’inégalité de droite de (I) montre alors que la suite
- S 10%
(S1om—1)n>1 est majorée et, a nouveau, comme elle est croissante, elle converge vers un réel £. (Sn)n>1 étant
croissante, elle ne peut pas tendre vers +o0o comme avant donc elle converge, ainsi ZA % converge.
En général, et on 'utilise assez fréquemment : Quand une suite est monotone, sa C(T)fvergence équivaut a la

convergence de I'une quelconque de ses suites extraites !!!!

n(9) NP 1 . . n(9)
Or L <1 <= > . Ce ul recede montre alOrS ue —— converge si et Seulement S1 > .
10% %7 (1) CAMP d nze:,\ no COVErs %~ Tn(10)

Traitons quelque cas en posant un = al!m™ :
Silal=1,¥n € N, |un| = |al™ ™| =1 donc (un)nen- ne tend pas vers 0: Y. al'™ ™ diverge grossierement.
n=1
Si |a| > 1, comme liTJrrx [In(n)] = 400, la suite (aU“nJ)
n——+oo

et la divergence de la série 3 al'™™ est encore grossicre.
nzl1

ne tend pas vers 0 car lim ’a“n nJ | = 400
ne N* n—-+4oo

Si a =0, comme ¥n >3, [lnn| >1,onaal™™ =0, ce qui montre la convergence de > alt™™,

n>1
Sia €]0;1], In(n) — 1 < [In(n)] < In(n) par définition de la partie entiere, a'™™ < al!m ) < (V=1 car
0<a <1 Orainh = etn(minte) = ehn(@int) — nin(®) = — e, Ainsi, gy < n < gy

1 3 p 7.
T —in(a) montre par comparalson a une serie

an

Si —1n(a) > 1 <= a < 1/e, alors I'inégalité 0 < un <

de RIEMANN que Y al'™™ converge.
n>l1

) < uyn, montre par comparaison que » al'!™nJ diverge.

Si —1n(a) <1 <= a > 1/e, I'inégalité —Tnra)
n n>1
Sia €]l —1/e:0[, [al'™™ ™| = |a|l'™ ™) donc, par un des cas précédents, S al'™™ converge absolument.
n>1

n

Siag]—1;—1/e[, on note S, = 3. al'™kl. 1’idée est de faire des paquets de termes pour lesquels |In(k)|
k=1

est constant. Soit p € N*, alors p = [In(k)| <= p < In(k) < p +1 <= eP? < k < ePT!. Ainsi, si on pose

Ip = [up;vp] avec up = [eP| + 1 et vy, = [ePT'| — 1, on a la valeur constante Vk € I, [In(k)| =p. Ainsi,

> aP =8y, —Su,—1 = aP(vp —up +1). Mais, eP < u, <eP +1et el —2 < v, <ePt! —1 donc
kel,

ePt! —2 —eP < v, —up, +1 < ePT! — eP ce qui assure par encadrement que v, —u, + 1 ~ eP(e — 1) car
—+o0
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ePTl —2—eP ~ P! —eP =eP(e—1). Ainsi, Sy, — Su,—1 ~ (ae)P(e — 1) qui ne tend pas vers 0 quand p
400 400

tend vers 4-00. Or si (Sn)nen+ convergeait vers S, les deux suites extraites (Su, )pen+ et (S, )pen- tendrait

vers S donc on aurait Um (Sy, — Sy, 1) = 0. Par Pabsurde, (Sn)n>1 diverge. Ainsi ) al™ ) diverge.

p——+oo n>1
Au final : Y al'™™ converge si et seulement si —e~! < a <e” .
n>1
n _1
. 1—% . . 1—% 1— % n—1 ln(a,]1 n)
a. Si Y an converge, on sait que Um ap =0. Comme a,, = (an = en n—T ,on a
n>1 n—-+oo
Wm anp=0car lim —— =1, lim m( “):—ooet Um e''=0.
n—+oo n—+ocon — 1 n—+oo t——o0

_1
Ainsidng € N, Vn > ng, an < let an < all T ocar1— L < 1 donc (1 — l) In(an) = In(an) car In(an) <0
n n
et que la fonction exp est croissante. On conclut & la convergence de Y a, par comparaison.
n>1
b. D’abord, les conditions définissant I’appartenance & I et J sont la négation 1'une de I'autre donc INJ =

et IUJ = N*. Les ensembles I et | constituent donc une partition de N*. Traitons les deux cas :
_1
Sin€l, ona a:l " < Aap par définition.

. 'I—l 1 ]_l n—1
SlnE],onaan“>7\an<:>a£‘<%<:>an“<(%) car an > 0.

_1 n—1 n—1
Ainsi, pour tout n € N* 0 < a:l ™ < Max (?\an, (l) ) < Aan + (l> . La série Y Aa, converge
n—1
par hypothese et la série géométrique Y (%) converge car 0 < % < 1 donc, par somme et comparaison,
n>1

11 -1 +o0
> an ™ converge aussi. En sommant 1'inégalité obtenue pour n € N*, Z an T < ?\( > a ) + L

n>1 n1 n=1 }‘_1

L. -4 . . .
c. Les deux séries > an ™ et Y. an sont donc de méme nature d’apres les questions a. et b.. On suppose
n>l n>l

+oo
que Y. an converge et on note S = Y an > 0. Soit ¢ :]1;+o0[— R définie par ¢(A) = AS + }\)‘7] ¢ est

n>l n=1
dérivable sur ]1;4o00[, lim @(A) = lim ¢@(A) = +o0. Or ¢’(A) =S — ]72 En étudiant les variations
AT+ A—too A=1)
_1
de @, on se rend compte que ¢ est minimale en A\p = 1 + % et comme S’ = Y an ™ < ¢(Ag), on a

+oo 41 +o0
$" < (VS 1)?%, ce qui se traduit par I'inégalité attendue, & savoir \ 2 all T4/ ) an.
n=1 n=1

a. La fonction Py, : t — t™ —nt+ 1 est continue et strictement décroissante de [0;1] dans R car, si t € [0;1],

P/ (t) =n(t™ " —1) < 0. Comme P,(0) =1>0et Py(1) =2—n < 0carn > 3. Dapres le théoreme de la
bijection continue, il existe un unique xn €]0; 1] tel que Py (xn) = 0.

b. Comme P, ( ) - - = + 1<0,onavn 23, 0<xn < -. Mais xy —nxn + 1 =0 par construction,

Tl
1 1N T 1 1 Ca 1
+ ?“ o +o(n ) d’ou 'on déduit que xn, fodi car 0 < xjy < 7w qui implique x = o(;).

n
c. On note y, = n ge sorte que yn = o( ) De plus, x = exp(nln(xn)) = exp (n In (l + yn)) d’on
n +oo n +o0 n
xn = exp (—nin(n) +nin(l + nyy)) = Ln exp (nIn(1 +nyy)) or nin(1 + nyn) o n?yn tend vers 0 en
%) n %)

1 e _ 1 1 1
~+o0 donc x]y ~ —5. On en déduit que x,, +—oo;+ AT +O(W>'

+oomn
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a. La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ > 0 par le théoreme

de la limite monotone. Si on avait £ > 0, en prenant v, = , on aurait bien (vn)nen qui tend vers 0

1

n+1

alors que, puisque upvny ~ ﬁ, la série > unvy divergerait par comparaison. Absurde ! Ainsi £ = 0.
+oomn n>0

b. Prenons No = 0 et construisons les termes de (N;i)iecn par récurrence.

n
Initialisation : comme ) wu, diverge, la suite (Sn)nen tend vers +oo si on pose S, = > uk. Ainsi, il
n>0 k=0
existe ny > 1 tel que Vn > nq, S, = Z ug = Z ui = 1. Prenons par exemple pour Ny le plus petit
k=N
n—1 N]—]
entier n qui vérifie > uy > 1 de sorte qu’on aura donc > uy > 1.
k=0 k=No
Hérédité : soit p > 1, supposons construit (No,---,Np) € NP+ vérifiant 0 = Nog < Ny < --- < N, et
Nk+] —1
Vke[0;p—1], > ukx=1. Puisque lim (Sq_1—SN,-1) = +00, on a encore l'existence de n, 1 > N,
k=Ny n—-+oo
tel que ¥n = npy1, Sno1 —Sn,-1 = >, ux = 1. Prenons a nouveau (par exemple) pour Ny 1 le plus
k=N,
Npi1—1
petit entier n tel que Z up > 1 de sorte que Npy1 > Np et que > w > 1.
k=N, k=N,
Conclusion : on conclut par principe de récurrence a l’existence de cette suite strictement croissante d’entiers
Ni+] —1
(Ni)ien telleque Vie N, Y u > 1.
k=N;

c. On constate d’abord que (Nji)iecn étant strictement croissante et entiere, elle tend naturellement vers

400 puisqu’on peut montrer facilement par récurrence que Vk € N, Ny > k. Définissons alors la suite

(vn)nen par la relation Vi € N, Vk € [Ni; Ny — 1], vk = _:_] Alors, pour tout entier p € N*, il vient
Np71 "p—] Ni_*_]*] 'p—] ] i+1 P ]
> ukvik = > ( > Uka) = > - ( Z uk) > — = Hp (en posant m = i +1). Alors
-0 i=0 \ k=N; i—o L+ T\ X m=1m

la suite ( > ukvk> tend vers +oo car on sait que Hp ln(p) — 400, cela implique que la série
— peEN

> uxvk diverge. De plus, (v )nen est clairement decrmssante et elle tend vers 0.
k>0

d. On peut affirmer que si (un)nen est une suite positive et décroissante, on a équivalence entre :

(i) pour toute suite (vq)nen € CN qui tend vers 0, la série > unvy, converge.
n=0

(i1) la série > un converge.
n=0

En effet, on a (i) = (ii) avec b. et c. par contraposée. Réciproquement, si on suppose (ii), soit une suite

complexe (v )nen qui tend vers 0, unvy = o(un) donc > unvn converge absolument donc elle converge.

n>0

a. Pourn>1, Intl — 3(nt1)—2 =12 -2 1 e qui donne par développements limités

Upn 3(n+1) 3n+3 3n 1

14—

"3 ~3/4
/4
Untl _ g (H—o( )) — 1_L+o(l). De méme, Y0t = 170 (H—l) — 1_i+o(l).
Un oo 3n +o0 3n n Vi m+1) / n +00 In n
Ainsi, Entl _ Yndl — (é — ;) 1 o(1 ) ~ S 0ce qui prouve, comme deux suites équivalentes sont
Uy vn +oo\4 3/ n +oo 12n

Un+1  Yn+i
Un Vn

de méme signe a partir d’'un certain rang, que > 0 pour n assez grand.
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. u v u .. )
b. On en déduit que Ing € N, Vn > ng, —tL > ndl o Zndl > Un - Ajpgi) la suite (u—“)
Un Vn Vn+1 Vn Vn/nz2ng

. . u u uw .
est croissante ce qui montre que Vn > ng, =% > —2 donc u, > —%v, et comme Y, vy diverge avec

Vn Vn, no n>1

RIEMANN, par comparaison, la série > u, diverge aussi.
n>1

Mieux, on peut poser w, = In (unn2/3) de sorte que wny1 —wn = In (u“i“) — %ln (1 + l) donc,
Un n

2 2 2 2 1 1 :
wn+1—wn:1n<]—3n+3) 3 <1+ )+:DO 3(n+])—£+0(?)+2000(?>cequ1m0ntreque

la série > (wnt1 —wn) converge absolument donc converge et, par dualité suite-série, (wn)n>1 converge
nxl

vers K € R) ce qui, par continuité de exp, montre que lim upn?/3 = = A > 0. Ainsi, up, A
273

~
n—-+oo +ocon

k

a. La fonction In? étant continue et croissante sur [1; 4-o0c[, on en déduit que Yk > 2, In?(k) > f

2
-~ (t)at

2 k+1 5 . .
et Vk > 1, In“(k) < fk In“(t)dt. En sommant ces inégalités pour k € [[2;n] ou k € [[1;n]), on trouve avec
n n+1
la relation de CHASLES : Vn > f] In?(t)dt <unp = 3 n?(k) < fl In?(t)dt car In?(1) = 0.

Par intégration par parties, comme les fonctions u : t +— In?(t) et v : t — t sont de classe C' sur [1; 400,
il vient vx > 1, [Tm2(®dt = [tn?(0]f - 2 [ n(0)dt = [tin?(1) — 2tin(t) + 20§ dont on déduit la
relation flx In?(t)dt = xIn?(x) — 2x ln(x) + 2x — 2. Ainsi, comme nln?(n) — 2nin(n) +2n — 2+~Oonln2 (n)
et aussi (n+1D)?(n+1) =2+ nn+1)+2(n+1)— ~(n—|—1) 2(n+1) ann (n) car on sait que

In(n+1) = In(n)+In (1+l) o In(n), on obtient par encadrement I’équivalent un, = Z n?(x) fox nin?(n).
n k=1 o

o0

% est dérivable et décroissante sur ]1;+o00[ car Vt > 1, f'(t) = 7%
tin“(t) t“In’(t)
n

K
Pour k > 3, on a donc f(k) < fkq f(t)dt d’our, en sommant pour k € [3;n], kzs kln172(k) < zn tlr?%

"dt o [ vt 1 o < 1
Or, fz tin?(t) { ln(t)}z @) ) > ln(l) donc Z3k1n ®) S @) Comume les sommes

partielles de la série & termes positifs > sont majorées, la série > ]2
n>3nin®(n) ns2 nin®(n

converge par comparaison avec la question a..

b. La fonction f: t —

converge. Ainsi, la

série & termes positifs > a
n>1 Un

a. Soit n > 1, soit f,, : R — R définie par f,,(x) = e* + nx — 2. La fonction f,, est dérivable et strictement

croissante car f, (x) = e +n > 0 donc, comme on a facilement lim f,(x) = 400 et lim f,(x) = —o0, la
xX——+00 X——00
fonction fy, réalise une bijection de R dans R d’ott ¥n > 1, Jla,, € R, fr(an) =0 <= e +na, = 2.
b. Comme f,,(0) = =1 < 0 = fp(an) < fn(l> = ¢!/™ — 1, on en déduit que 0 < an < 1 par stricte
n n
2—en

croissance de fn. Ainsi, par encadrement, lim an, =0. Or an = et lim 2—e% =1doncona
n—-+oo n n—+o0o
1

I’équivalent an, ot et on en déduit que ngl an diverge (car a,, > 0).
c. Pourn>1,frii(an) = e +(n+1)an—2 = e +nan—2+a, = fnlan)+an > fulan) =0 =fnpri1(ans)
donc an > an41 par stricte croissance de la fonction f;4+1. Ainsi, la suite (an )n>1 est strictement décroissante
et tend vers 0 donc la série > (—1)"an, converge par le CSSA.

n>1 1

On aurait aussi pu poser b, = 1 —an =0 (l) d’apres ce qui précede pour avoir e!/™m~bn —l—n<f —bn) -2=0
n o \n n
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donc,parDL:1—|—l+1—nbn—2—|—o(l>:Ocequidonnebn— 1 +o( )etenﬁnbn 1—2
n n +oom n?

+oon

—1\" _1\n
Par conséquent, (—1)"a, = (Gl +(=1)"bn et > (=1) converge par le CSSA et Y (—1)™by, converge
n n>1 n n>l
absolument d’apres I’équivalent trouvé. Par somme de séries convergentes, la série > (—1)™ay, converge.
n>1

Cherchons d’abord un développement asymptotique de u;,.

2 n“ 2 2
€] — 1;1[. Ainsi, sin(un) = V3 + (_;2171\/5 — \ﬁg\/1 - 74(&102 —
V3

_1\n _1\n\ 2
Premiére méthode : sin(un) = (l—i— (=1) )ﬁ - ]\/1 - (% + %) car cos(Arcsin(x)) = v/1 — x? pour
—1

4 2
. 3nZ(X.Or \/1+x§1+§—%—|—0(x2)
: “D™3 L (=D"W3 3 1 -D"2v3 | 2
donc sinfun) = ( 21)1“ +! 61)1"‘ * 6;16“ MET e O(nz‘*) oo ( 3>n“ 9\4; (T)
_ n
Comme u,, = Arcsin(sin(un)) et que Aresin(x) =x+ o(x?), on a un = ( ]3) 3\/‘7: 2‘[ ﬁ)
00 n
Deuxiéme méthode : soit f : x — Arcsin (% + x) - g dérivable sur } - %; % [ avec f’(x) =1
1- (1/Z+x)
Ainsi,f’x:ix%:—(l—&—zx)—i—o En primitivant, f(x) = f(0 + 2 x?).
S s (). (9510)+ 25+ 2% o)
3 3
2, 2% 2 ; 2(=1)" 2 ( 1 )
Or f(0) = 0 donc f(x) = <= + . Par conséquent : u, = + +ol—>%)-
©) (95 2+ 2% +olx?) quent : un = 2205 1 2o

Troisieme méthode : soit f : x — Arcsin (% + x), alors f est de classe C* sur ] — % ) [ donc admet un DL

en 0 & tout ordre. On a f(0) = Z et, par calculs, f/(0) = 2 ot 7(0) = 2. Ainsi, par TAYLOR-YOUNG,
©=%ctp ©) = Z ot 1(0) = 4= Ainsi, p

2x _2(=1) 2 1
fx)=2 + Ainsi, comme o > 0, on a u, = +o<—).
( )o 6 \f 3[ o(*). " oo V3n” 3\/§n2cx 2
_2(=n" 2
e Dans tous les cas, on peut écrire u,, = vy + wyn avec vy = et wp ~ —=——>0. Or > v
p n n n n \[n " 3\/§n2°‘ = n

s ‘. - . . 2(=1)" L
converge par le critere spécial des séries alternées car « > 0 donc la suite ( (1) ) est décroissante et
n>1

V3n*

tend vers 0 et > wy converge si et seulement si 2o > 1 <= « > % par comparaison de séries a termes
n>0

positifs aux séries de RIEMANN. Par somme, la série . u, converge si et seulement si « > 1

n>l
Posons u, = L sin (n”) pour n > 1. Puisque a > 0 et que |un| < 1a, par encadrement, lim u, = 0.
n 5 n n—+00
Sia>1, comme Y, ia converge par RIEMANN, > u, converge absolument par comparaison.
n>l n n>l
Si a > 1, montrons que Y u, converge de deux maniéres :
n>l

Méthode 1 : comme la suite (sm (TLSW)) est 10-périodique car sin est 2m-périodique, on voit une
n2z

alternance de termes positifs et négatifs dans cette série, ce qui nous conduit a effectuer une sommation

par paquets de 5 termes consécutifs. Soit vii = usn_4 + usn_3 +Usn_2 + Usn_1 + usn pour tout n > 1.

On constate que vy, est positif si n est impair et que vy, est négatif si n est pair, ainsi la série Y vy est
n>1

P
alternée. Si on définit les deux sommes partielles associées S, = >~ uyx et T, = Z vk pour p > 1, on a
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P P 5k 5p
la relation Z =) ( > ui) =Tp =S5p = Z un. Avec les propriétés de signe de vy, comme
K= k=1 “i=5k—4 n=1
sin(nt+0) = (—1)"sin(8), on a la relation v, = (—1)""'w,, en définissant le réel w, = |vn| = 0 par
1 1 2 1 (371) 1 (47[)
2)° sin 5 + Gn—1)° sin 5

wn = e o (5) + gty o (F) + gatae

Or (Wn)nen est clairement décroissante et tend vers 0 donc ) vy converge d’apres le critére spécial des
n>l1

séries alternées. Notons T la limite de la suite des sommes partielles (Tr)n>1. On a donc liT Ssn =T.
n——+oo

De plus, on a Ssn4+1 = Ssn +Usny1 = Tn + 0(1) =T+ 0(]), puis Ssn42 = Ssn41 tusni2 = T+ 0(1),
+oo “+o0 “+oo

Ssn+3 = Ssn42 +usniz = T+ o(1) et Ssnia = Ssny3 + Usniq =T+ o(1), d’ott 'on déduit que

lim Ssp= lUm S = lim § = lim § = lim § =T.
5n LSS 5n+1 s 5n+2 LS 5n+3 UL 5n+4

n——+oo
400
Ainsi, la suite (Sn)n>1 converge ce qui signifie que Y upn converge. On a méme »_ un =T.
n=1 n=1

5
Zn = Ujon—-9 + Wion-8 + Wion—7 +Uion—6 + Wion—5 +Uion—4 +Uion—-3 T+ Wion—2 +Uion—1 + Uion POUr

Méthode 2 : la 10-périodicité de (sm (nﬂ)) - nous conduit & sommer par paquets de 10 termes. Soit
nz

p P
tout entier n > 1. Alors, si on définit les deux sommes partielles associées Sp, = >~ ux et Ty = > zx
k=1 k=
pour p > 1, on a T, = Syop comme précédemment.
9

Onadonczn = 3 —1 __sin (kﬂ> (sin (kﬂ> = 0si k = 0 ou k = 5 mais on le laisse) et, en écrivant
—~, (Ton — k) 5 5

1 1 9\ “ 1 9a 1 1 1
! = i (1 iow) () o).
Par exepie oy —9y@ (10n)a 1on/ 4o (100)° J’(mn)‘“f“L i) S onye O \Gar

on obtient I = (101“)& Z sin (k;) +O( —aFT ) Or Z sin (kSTt> est la partie imaginaire de la somme
1

des 10 racines dixiemes de 'unité et on sait que cette somme est nulle. Ainsi, z,, = O(Tﬂ) ce qui
+oo n
garantit par comparaison aux séries de RIEMANN la convergence de la série > z,. Ainsi, si on note T la
n=l1

limite de la suite (Tn)n>1, ona Um Sjon =T. Deplus, S1ont+1 = Ston+uwiont1 donc lim Siony1 =T.
n—-+4oo n—-+4oo

De méme, on montre que Yk € [[0; 9], 11111 S1on+k = T ce qui implique la convergence de (Sn)n>1 vers
n——+oo

—+oo
T et, & nouveau, on en conclut que la série > up, converge. On a méme Y. un =T.
n>1 n=1

Analyse :

e Si P =0, alors up Fodtl donc > u, diverge grossiérement ce qui contredit ’hypothese.
oo

n=0
e Si P # 0, en notant d = deg(P), on a P = agX? +--- + ap avec aq # 0 et on pose A = aq son coefficient
dominant. Alors, on a clairement P(n ) ~ ?\nd donc {/P(n f n4/3 si on comprend la fonction t > t'/3

comme la bijection réciproque de t — t3 qui est bien une leectlon (impaire) de R dans R.
e Ainsi, up, =n +o(n) — ¥AnY3 4 0(n%/3) et on peut considérer deux cas :
—Sid>4,u, = VAnY340nd3) ~ YAnd3 carn = o(n?/3). Comme d >4, lim u, = +oo
+ +oo +oo n—+oo

(selon le signe de A) ce qui montre & nouveau que » uy, diverge grossierement : NON !
n=0
— Sid <2 alors u, = n+o(n) ~ ncar vAn?3 = o(n). Ainsi, on a encore diverge grossiere de
+oo +oo +oo
> un ce qui contredit toujours I’hypothese.
n>0
Ainsi, on conclut que d = 3 et on a donc u, = (1 — /A)n + o(n). Si on suppose que A # 1, alors v/A # 1
o0
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donc uy o (1 — ¥/A)n et on a encore liT un = %00 (selon le signe de (1 — v/A)) ce qui encore impossible.
o0 —+00

n

Par conséquent, ona d =3 et A =a3 =1.

Posons P = X3 + aX? + bX + ¢ avec (a,b,c) € R? de sorte que {/P(n) =n3/1+ & + % + & Or on sait
non° on

2
que \3/1+x?1+§—%+0(x3) car 5

= —%. On écrit ce développement limité en O(x3) car on

veut avoir au final un développement asymptotique de u,, en vy, = ] (iz) assurant la convergence de la
oS} n

2 2
série > vn. Allons-y : mj)on(%i—i-i-i %4—0(%)) = n+g+(h_%>1 +O<Lz)) De

n>1 3n ' 3n? on n +00 3 3 n n

. i 1 1 1 1
méme, VTFx=1+%+0(2) et YT+ n? =n o1 +?+zoon(1 +W+O(?)) _ n—l—ﬁ—i-O(?).

+oo

2 2
Ainsi —mn_n_2a (lfh L)l O(L>::fg (lfh L)l O(L).
R AV e D L ey Bt S Vi I i .
—Sia#0,onau, ~ —2 #£0donc Y diverge grossicrement une nouvelle fois : NON !
1 _b,ad?_1
17379 Ty
la série harmonique : NON !

—Sia=0et u= — % = 0, alors un o % done > un diverge par comparaison &
n

o0 n=0

On en déduit que a =0 et que b = % : ce sont des conditions nécessaires & la convergence de > un.

n>0
Synthese :
Prenons donc a = 0 et b = % et ¢ quelconque, alors les calculs précédents permettent d’affirmer que

Un = 0 (%) donc la série > un converge absolument ce qui prouve qu’elle converge.
n>0

Conclusion : au final, " u, converge si et seulement si P = X3 + % + c avec ¢ € R quelconque.
n=0

a. Par hypothese, 0 < up < 1. Soit n > 0 tel que 0 < u, < 1, alors up11 = un (1 — uy,) €J0;1] car
(un,1 —un) €J0; 1[%. Par principe de récurrence, ¥n € N, 0 < u,, < 1. Plus simplement, on aurait pu dire

que la suite récurrente un 41 = f(un) avec f : x — x(1—x) est bien définie et & valeurs dans ]0; 1] car up €]0; 1]

et que l'intervalle ]0; 1] est stable par f.

CommeVn € Ny up11—un = —uﬁ < 0, la suite (un)nen est décroissante donc elle converge par le théoreme
de la limite monotone car elle est minorée par 0. Posons ¢ = liT un € [0;1].
n——+oo

En passant a la limite dans la relation up 17 = uy, fufl, on obtient ¢ = ¢—¢2 donc ¢ = 0. Ainsi, liT u, = 0.
n—-+oo

b.Pourn}O,vn:Lfizéfi:]_(]_un)* 1 donc lim v, = 1. Par

Untl  Un  uUn(l—un) un Un(lT—un) T—un n—+oo
n—1 n—1
le théoreme de CESARO, lim 1 > vx = 1. Or, par télescopage, > vx = 1 _ 1 ¢t on en déduit donc
n—=+oo Ny —p k=0 Un  Uo

que lim (]— — L) = 1. Par conséquent, on a lim nu, = 1 ce qui se traduit par u, ~ 1
n—+00 \ Ny nuo n—+o00 +o0

L’équation (E) : y’ = —y? est une équation de BERNOULLI et on sait qu’il suffit de poser z = 1 (pour les
Yy

/
fonctions y ne s’annulant pas sur un certain intervalle) pour qu’elle se ramene a —% =2z =1 qui se résout

aisément. Poser z = 1 et en calculer la dérivée s’apparente donc, au niveau des suites, au calcul du “taux

Y
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d’accroissement” —— — - qui tend d’ailleurs vers 1 comme dans 1'équation (F) : 2 =1.

Un+1 Un

On peut constater que si f: [0;1] — [0; 1] est continue et bijective, elle est strictement monotone. Ainsi, la
fonction =1 étant par définition bijective et aussi strictement monotone, elle est forcément continue.
a. Par définition, ¥x € [0;1], 2x — f(x) € [0;1] donc —f(0) > 0. Mais f(0) > 0 par construction, donc f(0) = 0.
De méme, 2 — (1) < 1 et f(1) < 1 conduisent & f(1) = 1. Ainsi, f est strictement croissante sur [0;1].
b. Soit n > 0, on prend x = x 1 dans f(2x — f(x)) = x et on a f(2xn41 — Xnt2) = Xn11. On applique f~' &
cette relation et il vient 2xn41 — Xn42 = xn <= xXn+2 — 2xn41 + xn = 0. La suite (xn)n>o vérifie donc une
récurrence linéaire d’ordre 2 dont I’équation caractéristique associée est z2 — 2z + 1 = 0 avec pour solution
double z = 1. On sait qu’alors : 3(a,b) € R?, ¥n € N, x, = an +b. Ainsi, ¥n € N, x = xo +n(x1 — x0)-

Mais comme x7 — xo # 0 par hypothese, ceci impliquerait UT xn = £00 ce qui est impossible car la suite
n—-+oo

(xn)nen vit dans [0;1]. Par absurde, quel que soit xo € [0;1], on a donc x1 = f(xp) = xo.

c. La seule fonction vérifiant les hypotheses de I'énoncé est f = id [o,1-

1
a. Clairement, up = In(2) ~ 0,69. De plus, u; = fo In(1+t)dt = [(1+ ) In(1+1t)—t)] = 21n(2) =1 ~ 0,38.

b. Soit f:x — x—1In(1+x) et g:x+— In(1+x)— : _T_ définies sur R . Les fonctions f et g sont dérivables
X

Ry et f/(x) =1——— = X Soetg/(x)=—t———1 X S5 C £(0) = g(0) =0
sur Ry et #(x) Thx ~T4x 20 = T T AT T g r 2O Commef(0) =9(0) =0,

les fonctions croissantes f et g sont positives sur 'intervalle Ry d’ou : Vx > 0, ﬁ <In(1+x) <x.
X

On pouvait aussi appliquer le théoréme des accroissements finis & la fonction f : x — In(1+x) entre 0 et x > 0
Il +x)—n(1+0) _ F(c) = 1

(les conditions sont réalisées) pour avoir 'existence de ¢ €]0; x[ tel que

x—0 T4+c¢
Or ] _LX < 11? < 1 donc Vx > 0, ﬁ < In(1 4 x) < x (vrai aussi pour x = 0).
n
c. Comme t™ > 0 pour t € [0;1], on a d’aprés b. Pencadrement ] :—t“ < In(1 +t") < t™ qu'on integre
i de Dintégral 010 [ " ar< [Min(+t)ar < [ vae =[] 2
(croissance de 'intégrale) sur [0;1] : 0 < o ToE \fo n(1+1t") \f;) = [n—|—1}0_n—|—1'

Alinsi, par encadrement, la suite (un)nen tend vers 0.
1.n 1 n
1 _ ™ gt t
2(n+1) 0o 2 01+t
Comme 1 diverge par RIEMANN, la série Y u, diverge aussi par minoration.
nson+1 n>0
Comme Yt € [0;1], 0 < In(1 +t™*") < n(1 + t™), on intégre pour avoir 0 < uni1 < u, donc la suite

1
d. Comme 14+t™ < 2sit € [0;1], on a dt < fo In(1 +th)dt = uy,.

X

(un)n>o0 est décroissante et tend vers 0 : la série Y (—1)™uy converge par le CSSA.
n=0

a. D’abord, fy : x — x* f(x)sin(x*) est continue sur R} et, puisque « > 0, on a sin(x"‘)?x“ donc

a—1 200—

x*7 1 sin(x%) =x . Comme f est bornée au voisinage de 0 car elle y est continue, on a f(x) 5 0 (ﬁ)
X

Comme 1—2« < 1, par comparaison aux intégrales de RIEMANN, f4 est intégrable sur |0; 1]. Ceci justifie que
up existe. Pour n > 1, u,, existe car on integre une fonction continue sur un segment. Par le changement de

1/«

variable x = u!/% = @(u), comme ¢ est de classe C', bijective et strictement croissante sur Jnr; (n + 1),

(n+1) -n"
onau, = - f " nf(u”"‘) sin(u)du = (Gl j:t f((nm 4+ t)7/*) sin(t)dt en posant u = nm + t et car
o

X Jnm

sin(nt+t) = —(1)" sin(t). Ainsi, [unt1] — [un| = 1; fon [F((n+D)m+1)"*) — f((nm+1)1/%)] sin(t)dt <0
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car f est positive, décroissante et sin > 0 sur [0;7t]. Par conséquent, (Jun|)nen est décroissante.

b. La série Y un est alternée d’apres ce qui précéde et (Jun|)nen est décroissante. De plus, comme f est
n>0
positive et |sin| < 1 sur [0;7], on a Juy| < 1 fﬂ f((nm)V/*)dt = Tf((nm)"/*). Puisque lim f(x) = 0, par
X ) ) ni = « Jo o X—+00 ’

encadrement, on a lim |un| = 0. Le critére spécial des séries alternées s’applique et Y uy, converge.
n—+oo
n=0

+oo
c. On a déja vérifié que fy : x = x*~Tf(x) sin(x*) était intégrable sur ]0;1]. On note S = > uy. Soit € > 0
n=0

1/

n
et np = 1tel que Vn = ng, | > ux — S| < % Soit un réel x > (nomn) et n > no 'unique entier tel que
k=0

X

(nm)l/«

X n—1
() /% < x < ((n+1)m)'/*. Alors UO £ T£(t) sin(t“)dt—S‘ = S we-s+ 5T (1) sin(t)dt
k=0
par CHASLES. Ainsi ‘fox t* (L) sin(t%)dt — S‘ < % + " t*1f(t)dt (1) par inégalités triangulaire

(nm)t/«

(R ar < f((nm) /) [T el

xX
et de la moyenne. Comme f est une fonction décroissante, f ()17
n7

(TLT[)]/“
X -1 1/ [ﬁr 1/ (((“‘H)”)V“)“ - (Tm)) _ 1/
donc f( w1 BTV [E] < () . = 7tf((nm) /).
Or nmt > x* — 7t done f((nm)/*) < f((x* —m)'/%) et HT f((x* — m)"/*) = 0 par hypothése. On conclut
X—+00

X

par encadrement que lim t*Tf(t)dt = 0.
x—+oo J (nm)l/«

X
Par conséquent, Ixg > (nom)'/*, Vx > xo, 0 < f

(nm)1/«

j: ¥ T£(t) sin(t%)dt — S‘ < %Jr% = ¢. Ceci se traduit par lim T f(t) sin(t*)dt = S.

x——+o0 J 0

t* T (t)dt < % L’inégalité (1) nous apprend alors

que Vx > xo,
. , . c +oo 1
Au final, on a bien établi la convergence de 'intégrale fo t* (1) sin(t¥)dt.

a. Par dualité suite-série, on sait que la série Y pyn converge si et seulement si la suite (un )ne n converge. De

n>l
n “+o00
plus, comme Y px = up—un apres télescopage, si la suite (un )ne y converge, on aura y | px = 1— l_l)T Un.
k=1 k=1 n—=100

Um u, = 0).
n—-+oo

+oo
On a I’équivalence : ( > pn converge et > pn = 1) — ((un)neN converge et
n>1 n=1

n mn n n
b. Soit n > 1, alors > kpx = > k(uk—1 —ux) = > kug_1 — Y. kuy donc, en ré-indexant, on trouve
K= k=1 k=1

1 k=1
n n—1 n n—1 n—1
Skpr= Y. (k+Dux — > kuk =up —nun + », ux = ( > uk) — nuy.
k=1 k=0 k=1 k=1 k=0
Ainsi, si (nun)nen converge vers £, on a (Y, un converge) <= (Y. npn converge) et, dans le cas de la
n>0 n>l
+oo +oo e
convergence, >, up ={+ Y npn. Deplus, si lim nu, =€ >0,0nau, ~ — >0 et la série & termes
n=0 n=1 n—-+00 +oomn

positifs Y u, diverge par comparaison a la série harmonique. On peut donc étre plus précis.

n>0
e Si (Nun)nen converge vers { > 0, les deux séries > un et > npn divergent.
n>0 n>1l
e Si (nup)nen converge vers 0, ( > u, converge) <= (Y. npn converge) et, 8’il y a convergence, on a
n>0 nzl

—+o0 —+oo
méme Y un = Y. npy (revoir cette relation avec les espérances des variables aléatoires a valeurs dans N).

n=0 n=1

c. Soit x > 0, en posant w : t + f(t) et v : t :— t, les deux fonctions u et v étant de classe C' sur [0;x], par

intégration par parties, on a fox f(t)dt = [tf(t)]§ — j: tf’(t)dt. Sila fonction t — tf(t) admet une limite finie
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—+oo —+o0
{ en +00, la formule précédente montre que f o f converge < j;) tf’(t)dt converge. Puisque les signes

de ces fonctions sont constants, alors (f intégrable sur Ry) <= (t — tf'(t) intégrable sur Ry). Comme & la

400
question b., si € > 0, alors f(t) o % donc f1 f(t)dt diverge par comparaison aux intégrales de RIEMANN.
oo

e Sit— tf(t) admet une limite finie £ > 0 en 400, f et t — tf'(t) ne sont pas intégrables sur Ry.
e Si t — tf(t) admet pour limite 0 en 400, (f intégrable sur Ry ) <= (t — tf'(t) intégrable sur R, )

.. R +oo _ +oo ,
et, s’il y a convergence, on a méme o f(t)dt = o (t)dt.

a. La fonction f : u + cos(tu) est continue sur R et la fonction ¢ = In est de classe C', bijective de [1; +o0]
cos(tin(x))

)

dans R et strictement croissante. Ainsi, par changement de variable, puisque ¢’(x).fo @(x) =
X

+oo +o0
on sait que f1 cos(t tn(x dx et f cos(tu)du sont de méme nature. Sit = 0, 'intégrale fo cos(tu)du

. . _ . _ sim(tu)}X _sin(tx) +oo
diverge clairement car cos(tu) = 1. Si t # 0, fo cos(tu)du = [7’[ T donc fo cos(tu)du
+oo cos(tin(x))

diverge encore. Ainsi, j‘]
X

dx diverge pour tout t € R.
b. Méthode 1: Sit=0, cos(tin(n)) = 1 et 1a série harmonique diverge, donc cos(tin(n)) diverge.
n n n>1 n

n
Sit > 0 (le cas t < 0 est inutile puisque cos est paire), alors en posant S,, = cos(tin(k))

” , on peut sommer
k=1

sur des tranches (sommation par paquets) ou le cosinus est positif. L’idée est de montrer que cette série

diverge comme le laisse imaginer la question a. méme si on ne peut pas appliquer tel quel le théoreme de

comparaison série/intégrale car x — cos(tin(x)) n’est pas monotone.
X
. . . 2p-—1)m (2p+)m 2p-1)m
SmtpeN*,anfggtln(k)§2p7r+g<:>e 3t <k<e 3t .Enposanta,=|e 3t +1et

2p+1)m
by = \‘e 3t J, on a I'inégalité Vk € [ap;bp], cos(tin(k)) > % Alors, en les sommant sur cette tranche,

o 2x — (2p+1)m (2p+1)m
on obtient Sy, —Sq,—1 = 3. M)l S l)M_ Ore 3t —1<by<e 3t et
k=ap k 2 k=ap, k pr
2p—1)m Q2p+N)= Qp—1)m —om

e 3t —e 3t -1 _ 1 e _
ap <e 3t 4 1doncSp, —Sq,-1 = ze(ZP;UT[ =up. Or pETOOup—E—T—€>O.

Si la série cos(tin(n))
n>1 n

pEToo ap = ‘pE)Too by = +00. Or Sp, —Sa,—1 = up, en passant a la limite, devient 0 > ¢, ce qui est absurde.

convergeait, en notant S sa somme, on aurait lim Sy —Sq _71=S—S =0 car
p—+o0 P P

5 cos(t ln(n)).

n>l n

Méthode 2 : Une méthode plus fructueuse est de tenter d’adapter le théoréme de comparaison série/intégrale

cos(tin(x))
X

Au final, on a bien montré la divergence de la série

malgré tout. On pose g : x — pour t > 0. Alors g est de classe C', donc pour tout entier k € N*,

L5 gax—a() = [ (a6 g0 = [(x— k= 1)(g00) ~ (kDI + [ (k41— x)g/(x)ax par une

k k

. re . . . N . . k+] k+1 . .
intégration par parties facile & justifier, donc fk g(x)ax —g(k fk (k+1—x)g’(x)dx . Ainsi, comme

o'(x) = _tsin(ln(x)l;— cos(ln(x)7 19| < 1 —|—| | ot ¥x € [kik +1], /()] < 1 ;l{—|t|

Par inégalité de la
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k+1 k+1
moyenne, Vk > 1 g(x)dx — g(k)‘ < kz—z donc la série Y (f g(x)dx — g(k)) converge absolument.

k>1 VYK

) n k+1 n+1 )
Sa somme partielle vaut Y (fk g(x)dx — g(k)) = f1 g(x)dx — Sy, qui converge donc vers un réel A.
k=1

Si la série Y cos(tin(n))
n>1 n

a € R Or f]n g(x)dx = {sin(’cln(x))]:L = sin(tin(n)) donc (sin(tln(n)))n>1 converge vers a. Alors on

. . n+1 . . .
convergeait, alors la suite ( f1 g(x)dx) convergerait aussi, vers un réel

ne N*

y ly] ly]
. , 5 _ ) _ s
aurait, pour un réel y > 0, j; g(x)dx fo x)dx + f x)dx. Or xBToo o g(x)dx = a d’apres ce
Yy lyJ+1 Y

ui précede et ‘ X dx‘ < x)|dx < Par encadrement, on a donc lim x)dx = 0

qui p fm g(x) fm lg(x)] L T JHm L, 9%
+
ce qui est impossible car on a vu en a. que f1 > cos(tin(x)) m( ) dx divergeait. Ainsi, Y cos(tin(n)) diverge.
n>l n

a. La f:t— m|sin(t)| — 2 est m-périodique et continue sur R,;. Ainsi, comme F est la primitive de f qui

s
s’annule en 0, la fonction F est de classe C! sur R,. Or fo f= [—71(:os(t)—2t];T = 2n—2n = 0 donc F(n) = 0.

T n—1 (k+1)m x
Ainsi, six € Ry,enposant n = |X | onant<x < (n+1)met F(x) = > f f(t)dt + f(t)dt =
T k=0 Y k7t nr

X—MN7t
fo f(t)dt car f est m-périodique donc F(x) = F(x — nm) avec x — nn € [0; ). Mais comme F est continue

sur le segment [0; 7], elle y est bornée donc F est bornée sur R d’aprés ce qui précede.

Ft)

b. Comme uw =F et v:trs 1 sont de classe C' sur [nr; 4+o00[, et que lim u(t)v(t) = Um =O0carF
t——+oo t—+oco t
+o0 i — +oo
est bornée, alors par intégration par parties, f Mdt est de méme nature que f @dt qui
nr t nrw t

PO _ (L) 5 - _ _ [T EY
converge par RIEMANN car 2 +—OOO 2Z) On a méme, puisque F(nm) =0, u, = fmt 2 dt.

c. On a vu a la question a. que F est elle aussi n-périodique. Or, pour tout réel x € [0; 7], on a la relation
_rx . _ T _ x _ _ .. T _ . L2 T‘ -
F(x) = ﬁ) (rsin(t) —2)dt = [—mcos(t) —2t|; = m(1 —cos(x)) — 2x. Ainsi, fo F= [mc msin(x) —x }o =0.

xX
En posant H(x) = fo F(t)dt, la fonction H est la primitive de F (donc H est C' sur R) qui s’annule en 0 et

elle est aussi m-périodique donc bornée sur R. On peut a nouveau effectuer une intégration par parties en
posant u =Hetv:t— ] qui sont C' sur [nm; +oo[. Comme lim izt) = H(
t t—+4o0 t

Y R O F e O : : Teedr M
Up = fnn fmr 3 Par conséquent, si Vt € Ry, |H(t)| < M, |un| < 2M fnn el &
1

Comme ), —5 converge d’aprés RIEMANN, la série )" un converge absolument par comparaison.
n>1n n>1

nm) = 0, on obtient donc

Notons que wu,, est bien défini & partir d’un certain rang car lim n?4+an+2= lim n?4+bn+1 = +o0.
n—+oo n—+oo

Comme v, = vVnZ +an+2 —+vnZ2 +bn+1 :n(\/1 —|—Q—|—L2 - \/1 —&—h—l—%) avec le développement
noon non

2 2 2
ey 2 1 b 1 b 1
hmltes/l—l—x—gl—i—g—%—i—o(x ),onadoncvn_’_—— n(l—&—&—i-—z—a—z—]—————k 2—|—0(—2))

2n 8n 2n m?  8n
2, .2
ou encore v, = a—b +4—(1 + 0 +O(l) donc Um v, = (li—b
+oo 2 8n n n—+oo 2
e Si |a — b| < 2, alors en prenant & ; b A< 1, il existe un entier ng € N tel que Vn = ng, |[va| <A
Alors Vn > no, |un| =|vi| <A™ et Y un converge absolument.
n>0
e SiJa —b| > 2, alors il existe un entier ng € N tel que ¥n > ng, |[va| = 1 donc |un| > 1. La suite

25



(un)nen ne tend pas vers 0 donc la série > u, diverge grossierement.
n=0

e Si |a —b| =2, alors nET [vn| = 1 donc, comme |vy| = 1+ % + o(%) avec « = +(4 — a? 4 b?)
o0 oo
(selon que a —b =2o0ua—b = —2), on a |u,| = e*'"Vel) = n(+a/nto(l/n) _, e £ o donc la

suite (un)nen ne tend pas 0 donc la série Y uy diverge grossiérement.
n=0

a. Soit f : R — R définie par f(x) = ¥ — 1. Il est clair que f est croissante. On montre par une petite

étude de fonction, ou par convexité de la fonction exp, que Vx € R, e* > 1+ x, c’est-a-dire f(x) > x et que
f(x) = x <= x = 0. Pour toute valeur de up € R, la suite (un)nen est donc bien définie et croissante car
elle vérifie Vn € N, uny1 = f(un) = un. Il y a alors deux cas :
e Siup < 0. S’il existe n € N tel que u,, <0, alors uny1 = f(un) = e —1 < 0. Ainsi, la suite (un)nen
est croissante et majorée par 0 donc elle converge vers £ < 0. En passant & la limite dans un 41 = f(uy),

par continuité de f, on a € = f(¢) donc { = 0 d’apres ce qui précede. Ainsi, liT un, = 0.
n—+oo
e Si up > 0. La suite (un)nen est encore croissante. Supposons qu’elle converge vers un réel ¢, alors

forcément € > up > 0. A nouveau, on aurait ¢ = f(¢) donc ¢ = 0 : impossible. Donc 1111 Un = +o00.
n——+0o0

b. Comme Vx € R, ¥ > x+1>x, (vn)n>o0 est bien définie par vo =1 et V¥n € N, v17 = In(e¥™ —vy,). De

plus, si vy > 0, '™ — vy > 1 donc vny1 > In(1) = 0. La suite (vn)n>o0 est donc strictement positive. Ainsi,
¥n € N, viup1 = In(e¥™ —vy) < In(e¥™) = v, donc la suite (vn)nen est aussi strictement décroissante.

Comme elle est décroissante et minorée par 0, la suite (vn)nen converge vers un réel £ > 0. En passant
a la limite dans la relation v, = In(e¥™ — vy,), on obtient ¢ = n(e® — ¢) d’ou e* = e* — ¢ donc ¢ = 0.

Enfin, v, = "™ —eVn+1, or (V" )n>o converge vers 1 donc, par dualité suite/série, > vy converge. Or, par

n=0
n +oo
télescopage, Y. vi = Y. (eVk —eVi+1) = V0 — eVn+1 en passant & la limite, on obtient Y vy =e—1.

k=0 k=0 n=0

La fonction Arccos est décroissante sur [—1;1] et Vn > 1, iz < 1 done Arccos (l) < Arccos (iz)

n n n n
ainsi un, < 0. De plus, comme lim Arccos(t) = T, il vient lim up, = T — T = 0. Par conséquent,
t—0+ 2 n—+oo 2 2

sin(un) = UnOr sin(un) = sin(an — by) en notant a, = Arccos (l) et by = Arccos ( ) On obtient
e} n Tl

donc sin(un) = sin(an ) cos(bn) —sin(bn) cos(an) On sait que Vx € [—1;1], sin(Arccos(x)) = V1 — x? donc
1

. 1 1
sin(un) = n——= /1 . Or /1 —x xfl —7+o( ) donc SLn(un)+:oof;+?+O(F). On

peut ne garder comme information que u, = 1 + 0 1—2> et méme u,y ~ —l
+oo M +oo N
On pouvait aussi se servir de la relation Arccos(x) = % Arcsin(x) pour avoir Arccos(x) §§ —x+ 0(x?)

et obtenir plus simplement u,, = —— LI O( ) donc u,, ~ —1 0. Comme la série harmonique diverge,
+ n TL 400 N

o0

par comparaison de séries a termes négatifs, la série > u, diverge.
n>1
(_])n-H
Or (—1)"up = ~——+ O( ) qu’on peut écrire (—1)"u, =
n

+oo
(71)n+1

(_1)n+1 1
~ 4 v, avec vy, = O(—z) Par le
n

—+oo

converge car (l) est décroissante et tend vers 0. De
n/n>1

critére spécial des séries alternées, >

n>l

plus, > vn converge absolument par comparaison car iz converge. Par somme »_ (—1)"uy, converge.
n>1 n>1n n>1
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—_

L — Arctan(x) donc, avec up = Arctan(n + a) — Arctan(n), on a aussi

m On sait que Vx > 0, Arctan (7>

X

un = Arctan (1 ) Arctan ( ) Or Arctan(x )—x+0(x3). Ainsi uy = 1__1 +O($). Comme

com mMm+a

1 1 a d
- — = ~ onc, par comparaison Arctan(n+a)—Arctan(n)) converge.
n n+a nn+ )Jroon2 +oon P P ngo( ( ) (m) &
On pouvait aussi d’abord calculer lim up, = T — T =0 car lim Arctan(x) = Z. Ainsi, par la formule
n—-+o0o 2 2 X—+00 2
donnant tan(x +y), un ~ tan(un) = —2EE="_ donc up ~ -& & nouveau.
( y)7 ™ oo ( n) 1%fn(n—+ ) " toon?
On pouvait encore dire que Vn € N, Jeqy €njn+al, un = (n+a—n)Arctan/(cn) = _'flcz par le théoréme
des accroissements finis. Ainsi, comme ¢, > n, on a 1+ ci > cﬁ >n? d’ott u, < %. Puis comparaison.
n

Si a € N*, on peut méme obtenir la somme de cette série par télescopage.

n +oo
Sia=1,comme ) (Arctan(k+1)—Arctan(k)) = Arctan(n+1),ona », (Arctan(n+1)—Arctan(n)) =
k=0 =0

MR

n
Sia=2, > (Arctan(k+2) — Arctan(k)) = Arctan(n + 2) + Arctan(n + 1) — Arctan(1) donc, en passant
k=0

+oo

4 la limite quand n tend vers +oo, on a »_ (Arctan(n +2) — Arctan(n)) = %T” Etc...
n=0

Ces calculs nous font penser, comme Arctan est croissante, a écrire un < Arctan(n + |a] + 1) — Arctan(n)

donc Z ug < (la] + ) par télescopage (a faire), ce qui permet & nouveau de conclure par majoration.

a. Comme up — Up 47 +~ tud et que Vn € N, uZ > 0, alors un — uny41 devient strictement positif a partir
(oo}

d’un certain rang. En effet, pour ¢ = 1 dans la limite lim % =1, il existe un rang N tel que
2 n—+oo fuy
Vn > N, un;‘;f“” 1< Ydonco< ! < un;l:f”'] < 3 ot on conclut bien que Un, — Uny1 > 0 pour
fuy 2 2 fuy 2

tout entier n > N. Ainsi, (un)n>N est strictement décroissante.

1 1 1

b. Sia<2etn >N, t— T étant décroissante sur [uny1;un], Vt € [uni1;un, = > ——. Onintegre
un
.oUp — U Un Un
SUr [Un41;un] (car n = N donc un41 < un) pour obtenir ““7_{”1 = f 03_] dt < f “1_1 dt.
Uy Unt1 Uy Unt1 t

Pour m > N + 1, en sommant ces inégalités pour n € [N;m — 1] et avec la relation de CHASLES, on

m u u 2—a JUN 2—o
. Un — Un41 N N t Uy
obtient 3 Hntpsl < §r [T at = [ dyar< [ t = [—} = la
TE:N ux! Z Unt1 t“ ! un X710 T Jo 2—alo 22—« (
m
. 7 / PN . U, —u

convergence de l'intégrale est assurée par le critere de RIEMANN). Or la suite ( > ““7_{‘“> est

n=N Upy m>N

. .y . . L Un — U
croissante et majorée donc elle converge, ce qui garantit la convergence de la série Y. = — ="+l Enfin,

ox—1
n>0 Uy
R Up — U
par hypothese, on a “ai_?ﬂ tu,, > 0 donc, par comparaison, la série » u, converge aussi.
u +oo >0
n n

c. Sia > 2etn >N, cette fois-ci, on préfere écrire Vt € [unr1;un], t"‘1_1 < % toujours par décroissance

Un1
1

t T SUur [uny1;un]. On intégre sur [un41;un] (car n = N donc upq1 < uyn) pour obtenir l'inégalité
Un — Uu Un Uq
—n—_—ntl o f 03 Tdt > 1 rdt. Pour m > N+ 1, en sommant pour n € [N;m — 1] et encore
u Un4+1 W Un41 t
n+1 n+1
m _ m Un UN
avec la relation de CHASLES, on obtient > u“‘x% > > f “1_1 dt = f “1_1 dt. Comme
n=N u'n_l’_] n=N Un41 t Um t

1

tafl

. N . . ’ uN
maintenant o« — 1 > 1, le critere de RIEMANN donne la divergence de l'intégrale fo dt donc, comme
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Wm up, =0, lim (X]_] dt = 4+o00. Ainsi, par encadrement, lim
n—+oo m—+ooJum t m—+00 TN

Un —Un4i
x—1
un—H

= 400 d’ou la

. Up — U
divergence de ““77?“

n=0 Un

(ses sommes partielles tendent vers +00).

Une nouvelle fois, par hypothese, un —un1 o tuy. Or lim up =0et o > 2 donc uf = o(un) (vrai des
o0 o0

n—-+oo
- _ . . Un — Unp4] Up — Un41
que o > 1). Ainsi, on a un, —un4q = o(uyn) donc uy 3 Un+ et il vient ——1 ~ —] ~ ug.
Uptg +o0 Uy +o00

Comme on parle de suites positives strictement (au moins & partir d’un certain rang), on conclut de la

divergence vue ci-dessus que Y u, diverge si o > 2.
n=>0

En conclusion, avec ces hypothéses, > wuy converge si et seulement si o < 2.
n=>0

a. D’abord, la série > (—1)™u, converge par le critére spécial des séries alternées puisque (wn)nen est
n>0

décroissante et tend vers 0. Ceci justifie 'existence du reste Ry, pour tout entier n > —1.
On sait d’aprés ce méme théoreme que Ry est du signe de (—1)"*'u, 1 donc |[Rn| = (=1)"F'R,. Ainsi,

on a [Rn| — [Rng1| = (=)™ Ry — (=) 2Ry 1 = (=)™ (Ryy + Rnp1). Or, en posant k = j + 1, il vient

—+oo +oo .
Rnt1 = > (=D*ux = Y (=1)Y"'uy41. Ainsi, en regroupant les deux séries, on obtient la relation
k=n+2 j=n-+1
1w 1 RS
Ru| = [Rns1] = (=)™ 35 ((=D)*uc + (=) Nwep1) dott [Ra| = Rapa[ = (=)™ 35 (=1)*vc en

notant vi = ux — ug41. Or, par hypothese, la suite (vn)nen est décroissante, positive, et tend vers 0 (par

“+oo
somme). Par conséquent, par le critére spécial des séries alternées, comme Y. (—1)*vy est le reste d’ordre

k=n+1
+oo
n de la série 3 (—1)%vy, le signe de > (—1)%vy est celui de (—1)"*+vy, 47 donc celui de (—1)™*'. On
k>0 k=n+1
en déduit que le signe de |[Rn| — [Rny1| est celui de (—1)™F!(—=1)"*! = 1 ce qui permet de conclure que

[Rn| — [Rnt1] = 0, c’est-a-dire que (|Rn|)nen est décroissante.
b. Comme avant, pour n € N*, on a [Rn| + [Rny1] = (=1)""Rn + (=1)"F2Rpp1 = (=) (Ry — Rpy1)
or Ry — Rpy1 = (=)™ 1wy, apres simplification. Ainsi, |[Rn| 4 |Rni1| = uny1. Mais on sait que la suite

(IRn])nen est décroissante donc |Rpy1] < |Rn| < |Rn—1| qui devient, en ajoutant |R,| et d’aprés ce qui

Un

précede, un 41 < 2|Rn| < un et on a bien unziﬂ < |Rnl < o

N , , 2 N u N
c. Comme unyg 2 un d’aprés I’énoncé, le théoréme des gendarmes prouve que |Rn\+~ 7” d’apres
o0 o0

Pencadrement 22t < 2[Rn] < 1. Et puisque R,, = (—=1)"*"|Ry,|, on en déduit que Ry, +Noo(_1)n+1 v

Un Un 2
In(x) - . , 1 —1n(x) P
d. Posons f : x — , alors f est dérivable sur R et f(x) = ———== donc f est décroissante sur
X X
A 0o * 7 2 ln(x) -3 11
le; +-00[ donc sur [3;400[. f est méme de classe C* sur R% et on trouve f”(x) = =———=5—— donc " est
X

positive sur [e3/2; +oo[ donc sur [5;+oc[. Ainsi, la fonction f est convexe sur [5;+oc[. De plus, en posant

_In(n) _ _ — ( 1) 1
un = — = = f(n), on a In(n + 1)+001n(n) car In(n+1) —In(n) = In(1+ - +Oon+—ooo(ln(n)) et
n+1 fodtl donc, en divisant, un41 o e Pour n > 5, d’apres 1’égalité des accroissements finis, il existe
o0 o0

deux réels oy €In+ 1;n 4+ 2[ et Bn €n;n 4+ 1] tels que upy2 —unp1 = f(n+2) = f(n+ 1) = f(on) et

Untl —Un = f(n+1) — f(n) = f'(Bn). Mais comme f’ est croissante sur [5;+oo[, on a f'(Bn) < f'(ayn) car
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Bn < an. Ainsi, pour n > 5, Ung2 —Ungg = Ungl — Un.
On en déduit d’apres la question c. (comme on parle de reste, le fait que les propriétés requises ne commencent

“+o0
qu’a partir du rang 5 importe peu) que R, = Y. (—1) In(k) (=1 In(n)
k=n+1 k 4oo

2n
D’abord, par troncature des développements limités (ici des développements asymptotiques), les constantes

ap, a1 sont communes a tous les ordres k aux quels on exprime ce développement.

a. Supposons que Y. ®(n) converge, alors lim ®(n) = 0 donc ap = 0. De plus, si aj # 0, on a (n) ~ 4L
n>1 n—+oo +o0o N
donc > ®(n) diverge par le critere de RIEMANN, ainsi a;j = 0. Réciproquement, si ap = a; = 0, on a
n>1
d(n) = 0O (iz) donc Y ®(n) converge par RIEMANN. Conclusion : Y ®(n) converge <= (ap = aj = 0).
too n n>1 n>1
b. Supposons que [][ ®(n) converge, cela signifie que les produits partiels sont non nuls et tendent vers
n>l

un réel non nul ainsi HT ®(n) = 1 donc ap = 1. A partir d’'un certain rang no, le terme ®(n) sera
n—+oo

strictement positif et, en passant au logarithme, la convergence de ce produit équivaut a la convergence de
la série > In(®(n)). Or In(®(n)) = 4 + 0(l> donc si a3 # 0, on a In(®(n)) ~ L ce qui contredit
n>no +oo M n +oo n
avec RIEMANN la convergence de [[ ®(n). Alors a; = 0 donc ¢(n) = 1+ O(iz) ce qui montre que
n>1 o0 n
In(®(n)) = O(%) d’on la convergence de Y In(®(n)) qui implique celle de [[ ®(n).
+oo n n>nog n>1
En conclusion, on a I’équivalence [][ ®(n) converge <= (ap =1 et aj =0).
n>1

n
c. On suppose que Vk € N; ®(k) # 0 car sinon la convergence de > [ ®(i) est claire.
n>11i=0

n
Posons un, = [[ ®(i) # 0, si ap ¢ [—1;1], alors la suite (|un|)n>n, est strictement croissante & partir d’un
i=0

n
rang no pour lequel Vn > ng, |®(n)| > 1 et la série > ] ®(i) est grossierement divergente.
n>11i=0

Si |ag| < 1, en prenant £ tel que ¢ €]|aol;1[, il existe un rang no tel que Vn > no, |®(n)| < ¢ donc, par

une récurrence simple, Vn = nog, |[un| < Jun "0, et la série Y uyn est absolument convergente par
n>0

comparaison aux séries géométriques.

n
Si ap =1, il existe un rang no a partir duquel tous les ®(n) sont strictement positifs donc up = A [[ ®(i)

i=110
no—1 n n
en prenant A = [] ®(i) # 0. La convergence de Y. [] ®(i) est équivalente & celle de >, [[ ®(i). Or,
i=0 n>11=0 n>ngo i=no
n n
en posant v, = [ ®(i), on a In(vy) = > n(®(1)) avec In(®(i)) = L 4+ wy olt wy = O(lz) Ainsi
i:no i:no 1 +oo 1

+o0o n
In(vn) Zoa (Hn — Hpg—1) +S+o(1) ot S = Y wi. Alors vy = [[ ®(1) = et In(mFAtoll) &

i=no i=no oo toomn

n
(ott « = e > 0) donc > ] ®(i) converge si et seulement si a; < —1.

n>11i=0
n
Siap = —T, il existe un rang no a partir duquel tous les ®(n) sont strictement négatifs donc up = A [[ @(i)
i:‘llo
no—1 n n
en prenant A = [][ ®(i) # 0. La convergence de > ] ®(i) est équivalente a celle de > [ @(i).
i=0 n>11=0 n>no i=ng
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n n
Or, en posant v, = [[ ®(1), on avy = (=)ot t avec t, = [[ |®(1)] et |<I>(i)|+: 1- 414 0(1—2)
oo i i

i=110 i.=110
n
donc In(ty) = 3 n(|®(1)|) avec In(|®(i)]) = =L 4+ w; ot wy = O(%) Ainsi, comme avant, en posant
i=n 1 0o 1
+oo ’ AL
S wi,onaln(ty) = —aj (Hn—Hne—1)+S+o0(1). Alorst, = [[ |®(i)] = e~ a1 tn(m+A+o(D) &
i=no +oo i=no +o0 +oomn

n

(ot « = e > 0) donc Y. [] ®(i) converge par le critere spécial des séries alternées si et seulement si aj > 0.
n>1i=0

En effet, si a; > 0, la suite (tn)n>n, tend bien vers 0 d’apres 'équivalent précédent et elle est décroissante

a partir d’un certain rang car t“ﬂti_t“ =|®(n+1)]—1 o —91 0. Et si ay <0, alors la suite (tn)n>n,
n o n

ne tend pas vers 0 donc il y a divergence grossiere de la série.

n
En conclusion, la série Y. [] ®(i) converge si et seulement si
n>1i=0

(Fk e N, ¢(k) =0) ou (ap € —1;1]) ou (ap=1 et a; <—1) ou (ap=-1 et aj >0).

(o]

d. Ici ®(i) =2 - T :2—(1+ + 2—1—0(])) =1-%_ 22+o<1) Par conséquent, d’apres ce qui
1

n
précede, la série > ] (2 - eT) si et seulement si o > 1.
21 i=

a. Sif:[0;1] = R est définie par f(x) = 1%, alors f est croissante et continue sur [0;1] et I'intervalle

[0; 1] est stable par f. Ainsi, la suite (xn)nen est bien définie et Vn € N, 0 < x,, < 1 (on le montre par

récurrence). De plus, comme x; = a > Xg, la suite (xn )nen est croissante (encore par récurrence) donc
) \/E ) €

elle converge vers un réel { € [0;1] qui est un point fixe de f (on passe & la limite dans xn4+1 = f(xn).). Or
f(x) =x <= 2x* —x — 1= (2x+1)(x — 1) =0 d’olt £ = 1. Par conséquent, Um x, = 1.
n—-+oo

b. D’apres ce qui précede, on a Vn € N, u, >0 et lhjrl un = 0. Pour n € N, il existe v, €Jun; 1] tel que
n——+oo

xnt1 = (1) — f(un) = f'(vo)(1 —un) d’apres le théoréme des accroissements finis. Puisque nhToo un =0,
1

on a aussi lim v, = 0 par encadrement donc lim f'(v,) = (1) = + parce que f est de classe C' sur
+o0 n—-+oo 4

n—
[0;1]. Ainsi, lim ntl — 1 <1 donc la série >~ un converge par le critére de D’ ALEMBERT.
n—+o0o0 Up n>0
Pourn>1,onavn: —n = I#L“—'_]_] = 1 - — 1 . Posons donc, pour
[To+w)  TIO+w) 10 +w) H + uk)
k=0 k=0 k=0 k=0
> 0, le réel w,, = n% > 0 de sorte que 'on ait v, = wn_1 — wy, pour tout n > 1. Par dualité
TT0+wo
k=0
suite-série, on sait que la convergence de la série > v;,, donc de la série > (wn_1 —wy), équivaut a celle
n=0 n>l

de la suite (wn )n>o vers un réel positif, et ceci équivaut encore, par les propriétés du logarithme, au fait que

la suite (wn )nen tende vers un réel ou vers —oo.

Or, pour n € N, on a In(wy) = — Z In(1 4 uy). Posons S, = Z In(1 4 ug). On a donc
® (Sn)nen tend vers un reel ou vers +0o0 <= la série Z vn converge.
e (Sn)nen diverge sans tendre vers +o0o < la série nz>0vn diverge.
On voit la convergence de la série Y vy sur le comportemer;iode la série > In(1 4+ uy).
n>0 n>0
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a. La série Z — converge car en notant u, = ]', on a par exemple uy = O(iz) ou alors par
. ! fe%s) n

n/
Un+41 1 1t ] 1
D’ALEMBERT car —~1— = —— — 0 < 1. On reconnait la série exponentielle et Z =e =e
Up n+1n=+oo —omn
+oo 1
Par conséquent R, = > i existe pour tout entier n € N en tant que reste d’une série convergente.
k=n+1 ®*
too ! |
b. On isole les deux premiers termes, (n+1)!IRy = (n+ 1) > (n—l—'1). =1 + - L Z M or,
k=nt1 K +2 i K
|
pour tout entier k > n+3, on a (n]J:!]). = k=) _]. T2 < k(k1— D = k1— T E Ainsi, en sommant
+o0 | +o0
> M < > (L - l) = 1 Ainsi, 1 < mM+DRy <14 2 ot on conclut par le
k=n+3 k! k=n+3 k—] k TL“FZ n+2

théoreme des gendarmes que lim (n+1)IR, =1.
n—-+o00

n n

c. On sait que e = S, + Ry avec S, = > % donc en! = nl!S;, + nlRy mais n!Sy = > %‘ est un entier
k=0 K: k=0 K:
donc sin(2men!) = sin(Zrm!S + 2m!Ry) = sin(2nn!R,) par 2m-périodicité de la fonction sin. Comme
1 271 21 ; ; ;
Rpn ~ ———— 2m!R d = 2 N~ =£2->0 tit
Aoy ey L on a 2mniRy ~ =7 donc un = sin(2men! ) 1% w4y > 0 ce qui garantit par comparaison

a la série harmonique de RIEMANN la divergence de la série > sin(2men!).
n=0

a. La fonction f est dérivable sur R¥ et '(x) = (x+1)e* > 0 donc f est strictement croissante sur I'intervalle

R* avec lim f(x) =0et lim f(x) = +o0c. Le théoreme de la bijection continue montre que f est bijective.
X—+00 X—400

Le graphe de f~! s’obtient & partir du graphe de f par une symétrie orthogonale par rapport a la droite
D :y = x. Pour tout x € R%, on a f(x) > x car e* > 1 d’ot1, en appliquant =1 strictement croissante (car f
l'est) & cette stricte inégalité, on obtient £~ (f(x)) = x > =1 (x).

b. Comme f est bijective, la suite (un(a))neN vérifie uo = a > 0 et Vn € N, unqi(a) = ' (un(a)) donc
elle est bien définie car R est stable par f=1. De plus, d’apres a., Vn € N, un41(a) < un(a) donc la suite

(un(a))n ¢ st strictement décroissante. Comme (un(a)) est minorée par 0, le théoreme de la limite

neN

monotone montre que la suite (un(a)) est convergente tend vers £, > 0. Si on avait £, > 0, en passant

neN
a la limite dans wn 41 (a)e* +1(%) = wu, (a), on aurait ¢ge's = €, donc e*e = 1. NON!
Ainsi £, = 0 et la suite (un(a))neN tend vers 0 quelle que soit la valeur de a > 0.

c. Pourn € N, uniila) _ etn+1(@) donc un1(a) = In (M) =1n (unti1(a)) — In (un(a)). Ainsi, la

un(a) un(a)
nature de Y. un(a), qui est la méme que cellede Y unii(a), est cellede Y. (In (uny1(a)) —In (un(a))).
n=0 n=0 n=0
Par dualité suite/série, la nature de la série Y- un(a) est donc celle de la suite (n (un(a)))n€ y- Or, d’aprés
n>0
la question précédente, lim In (un(a)) = —oo donc Y un(a) diverge.
n—-4oo n>0

Question de cours : Soit f (fa;b] = K de classe C“‘H alors la formule de TAYLOR reste intégral est la relation

f(b) ( )+ +( f(n) _|_f f(n-H)( ) i f(k)(a)(b — a)k+fab (b ;!t)n f(“'H)(t)dt

k=0 k!

a. Par une récurrence simple, u,, est bien défini et u,, > 0 pour tout n € N donc In(u,) est bien défini.

n n
Méthode 1 : par récurrence, on montre que ¥n € N, u, = [] Zk Ainsi, In(un) == > In (1 + i)
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- iln(l+i>—3—y+o(1)donc

n
=2 G ()% o (1+5) 2.0(k) (5 (+5)
- n (1 . n (1 - 1 —in (1
wn S 2 (Zk (12 )) =5 Ho) Or =t (1457) = O[3z ) done ase“ek§ 2 U

n
converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN. Ainsi, Y (Zi —1n (1 + 2%)) = S+ 0o(1)
o0

k=1
avec S € R et on a bien wy +: 3V +0(1) ce qui prouve la convergence de la suite (wn)n>1 (vers S — 3%)

n
Par conséquent, d’aprés I’énoncé, w,, = In(un) + %ln(n) = % 3

o

Méthode 2 : posons, pour n > 1, wn = In(un)+ % In(n). Par dualité suite-série, la suite (wn )nen+ converge

si et seulement si la série Y (wni1 — wy) converge. Or wyi1 — wy = ln (u“—H) +3m (n—“> donc
n

n>l Un 2
Wil — wn = In (%) + %m (1 T %) —In (1 T %) —In (1 T %) + %m (1 + %) Ainsi, & Pordre 2,
1 _5 3 1 1
Wil =Wn = - f%JrEJrO (F) = ) (?) donc, avec RIEMANN, ngl (Wn41—wn ) converge absolument.
Par dualité suite-série, (wn)n>1 converge et vérifie bien ¥n € N*, In(un) = -3 In(n) + wy.
b. Notons { = lim wp, alors u, = e'™(“n) = exp (féln(n)+€+o(1)> _eledD et par continuité
’ n—-+oo m n +oo 2 +oo n3/2 +oo n3/2
de exponentielle. Ainsi, & nouveau par RIEMANN, la série > u, converge car % > 1.

n=>0
c. Soit n > 1, pour tout k € [0;n]], on a (2k +5)uxy1 = 2k +2)uy donc 2(k + w1 + 3uk+1 = 2kuy + 2uy.

n n n
On somme pour avoir 2 Z (k + Dugyr +3 Z Ugp = 2 Z kukg +2 > ux. On pose m = k + 1 dans les

k=0 k=0
n+1 n+1
deux premiéres sommes et on a bien 2 > mum +3 > um =2 Z kuy + 2 Z Ug.
m=1 m=1 k=0 k=0
0+1
On peut aussi le montrer par récurrence. En effet, on a 2 Z kux + 3 Z ux = 2ug + 3u; = 5uq mais
k=1
0 0 2042
aussi 2 Y kug +2 > ux = 2up et on a bien u; = ﬁuo donc la relation est vraie pour n = 0. Soit
k=0 k=0
n+1
> 0 tel que 2 ) kux + 3 Z ug = 2 Z kuy + 2 Z uy, alors, par hypothese de récurrence, il vient
k=1 k=1 k=0 k=0
n+2 n+2 n+1 n+1
2 Z kux + 3 Z u = 2 E kux + 3 Z uk—l—( (n—|—2)—|—3)un+2 =2 Z kuy + 2 Z ug + (2n 4+ 7)uny2
=1
n+2 n+2 n+1 n+1
donc 2 3 kux +3 Z u =2 Z kuy + 2 Z ug + 2n+4uny =2 Z kux + 2 . uk. Par principe de
k=1 =1 k=0 k=0 k=0
n+1 n+1 n
récurrence, la relation 2 > kux +3 Y ux =2 Z kuk +2 > uy est vraie pour tout entier n > 0.
k=1 k=1 k=0 k=0
n “+o0
d. Posons S;, = > ux la somme partielle de > un. On sait que (Sn)n>o converge vers S = > u,. La
k=0 n>0 n=0

¢
relation de la question c. s’écrit, apres télescopage, 2(n+ 1)un+1 +3Sn4+1 —3uo = 251 (R). Or nu, o ¢
o0

5

“+00
d’apres b., donc  lim nu, = 0. En passant & la limite dans (R), 35S —3 = 2S. Ainsi, S= > u, = 3.

n—-+4oo n=0

nz z_.qn . .

Pour n € N, comme z # 2, on peut poser u, = ez—2 = (el*l) . La série >  upn est donc une série
n=0

z 7’ . . i . \ s . . .

géométrique de raison a = ez—2 et on sait d’apres le cours que cette série converge si et seulement si

—_Z_
la| = eRe (z72) < 1, c’est-a-dire si et seulement si Re (%) <O0.
z —
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2 __x+iy  _ (xtiy)x—2-iy) _ x*—2x+y? - 2iy
z—2 (x—2)+1iy (x—2)2+y2 (x —2)* +y*

donc le signe de Re( z 2) est celui de x* — 2x +y? = (x — 1)% +y? — 1.
z

Or, si z = x + iy avec (x,y) € R?, il vient

nz_

Par conséquent, > ez—2 converge si et seulement si (x —1)? +y? < 1, c’est-a-dire si et seulement si le point
n=0

M d’affixe z = x + iy appartient au disque ouvert de centre A = (1,0) et de rayon R = 1.

x

Posons I = {oc eR| > u—’& converge} incluse dans R. Si « >0, alorsVn > 1, 0 < Un < un, donc, comme
n>1n

3

. uw . ,
> un converge, par comparaison, » . — converge aussi. Par conséquent, R, C L.
n>l n>l n

Soit « € I, alors pour tout § > &, Vn > 1, 0 < u—};‘ < u—& donc B € I par comparaison. Ainsi, I est un
n n

intervalle et nous avons trois possibilités selon que I est minoré, et que sa borne inférieure appartienne ou
non a I ¢'il est minoré : 1= R ou I =|a;+o00[ ou I = [a; +o0[ avec a = Inf(I) < 0.

e Siuy = L~ 0, on a bien 3" un converge et, comme Yo € R, ¥ = o X par croissances
’ ’ "%t \n?

|
n. n>1
3 ;. w .
comparées, la série > =L converge par comparaison donc, dans ce cas, on a I = R.
n
n>1

Uun _ 1 u
n—g = —x5p donc, par RIEMANN, } =& converge converge

n“ a1
si et seulement si « +b > 1 <= « >1—b. Dans ce cas, on a donc I =]a;+oo[ avec a=1—1b < 0.

OSOitunzibavecb>]. Pour « € R,
n

e Pas slir qu’on puisse trouver un exemple de série positive convergente telle que I = [a; +00].

a. Par une récurrence simple, on montre que la suite (un)n>o est bien définie et positive. Pour n € N,

(1/uz + a2 —un)(y/u2 + a2 +un)
UTL+1_un:l(Un+ u%"’a%)_un:l(\/u%“_aﬁ_un):l. n n e n n e en
2 2 2 \/u,zl—FaTZl—l—un
2

I Sa—“carun>0.
2(\/u121 +aZ +un)

un + (un + an)
2

a

multipliant par la quantité conjuguée donc up 41 —un =
Aan
o

De plus, upni1 —up = %(\/uﬁ +a — un> > 1E(\/u,z1 — un> =0 car aZ > 0 donc (un)nen est croissante.

Plus simplement, u2 + a2 < (un + an)? donc un 41 < et on a bien uny1 — un <

. - a . PETTEN ..

b. Sila série Y an converge, comme 0 < Upt] — Un < 7“, par comparaison, la série & termes positifs
n>0

> (un+1 —un) converge ce qui prouve, par dualité suite-série, que la suite (un)nen converge.

n=0

c. Pour n € N, posons u,, = % Alors la suite (un)nen est positive, croissante et elle tend vers 1.
n

2

T
Ainsi, comme (2un41 —un)? —uid >uZ ; —ui >0, on peut poser an = V(2unt1 —un)2 —u2 > 0. On
ui + a2

trouve alors (2uny1 —un)? = 2 ce qui, en passant & la racine (puisque 2un47 —un > 0), montre

que 2up41 — un = /uZ +aZ donc uniq = %(un +/u + aﬁ). Dans le cas particulier de cette question,

0 — (2(n+1)7 n )27 n? _ (2(n—|—1)7 2n )(2(71—1—1)7 n_,._n )paridentité
n n+2 n+1 (n—|—])2 n+2 n+1 n+2 n+1 n+1

ble d -2
remarqua € daonc an n+2

apres simplifications. Ainsi, a,, ~ 2 donc > an diverge par RIEMANN. La
+oomn n>o0
réciproque de la question b. est donc fausse.

33



. —_ 2 . . ’
a. La fonction f : x — e™™ est continue sur Ry et f(x) = o(iz) par croissances comparées donc f
+oo  \x
o . s too 2 .
est intégrable sur Ry par comparaison aux intégrales de RIEMANN donc un = = | | e™* dx existe pour
nJgn

“+ o0 400
n € N*. Comme n? < (n+ 1)? et que f est positive, on a f 5 e dx > f; 12 e dx donc, puisque
n n

1 > _1|_ 7> O 2 Un > Un41 et la suite (un)n>1 est décroissante, positive, et elle tend vers 0 car, en tant que
n
+oo
reste d'une intégrale convergente, lim e*’dx = 0. Et on a méme lim 1 = 0. Par conséquent,

n—+oo Jn2 n—+ocon

N . - . ‘. —)™ proo 2
avec le critere spécial de séries alternées, la série > =" f , e * dx converge.
n=0 n n

n
b. Pour n € N*, posons v,, = fo e N dt et x = tn = ¢(t), alors la fonction ¢ est une bijection de classe
n
C! strictement croissante de [0;n] dans [0;n?] donc, par changement de variable, on a v, = 1 fo e dx
n

+oo

donc, par CHASLES, v, = 1_ u, en posant [ = fo e dx (intégrale de GAUSs). Ainsi, on peut écrire
n
n

— n —
=0 (=1)™un. Or la série > =0 converge par le critére spécial des séries alternées et
n

(=) =
" n n>l1

\ . /’ 7’ ya n — 2 2
> (=1)™uy, converge d’apres la question précédente. Par somme, la série > (—1)™ fo e~ "™ dt converge.
n>l n>1

a. Par construction, on a u, > 0 pour tout entier n € N* donc In (M> est bien défini. De plus,

Un

In (M) =n(unt1) — In(un) = (n + %) In(n+1)— (n + l) In(n) —In(n+1) — 1 apres simplifications.
Un

o (252) = v+ ) (18) 12 00 D o r0()) 12 0(%). A

Unit1

) converge absolument donc converge.
Un

comparaison aux séries de RIEMANN, > In (
n>l

b. Comme Y (In(uni1)—In(un)) converge, par dualité suite-série, la suite (In(un)) converge vers

n>1 neN
une réel k. Par continuité de I'exponentielle, comme u, = exp (ln(un)), la suite (un)nen+ converge vers
n+l < s N n\" 1
c=¢e*>0. Par conséquent, — ~ ¢, ce qui équivaut a n! ~ C\/ﬂ(f) avec C = = > 0.
nle™ 4+ +o0 e c

c. On sait d’apres la formule de STIRLING que C = +/2n. Pour le montrer, on définit, pour un entier
/2
n € N, lintégrale de WALLIS W,, = fo sin™(t)dt, qui est bien définie car f,, : [ = [O; %} — R telle que

fn(t) = sin™(t) est continue sur le segment 1. De plus, ¥t € I, 0 < sin(t) < 1donc 0 < fny1(t) < fu(t) ce qui,
par croissance de U'intégrale, donne 0 < Wy 11 < Wy La suite (Wy )nen est donc positive et décroissante.
/2
Pour n € N, en posant u : t = sin™ 1 (t) et v : t — (—cos(t)) dans Wy 12 = f u(t)v'(t)dt, comme
1 s n+1 /2 /2 2 s
u et v sont de classe C' sur I, on a Wy = [—cos(t) sin™' (1)]," " + fo (n =+ 1) cos=(t) sin™(t)dt donc
/2 2 : . n+1
Wni2 =(n+1) fo (1 = sin“(t)) sin™(t)dt = (n + 1)(Wn — Wn2) ce qui montre que Wy 42 = ?Wn.
n
Ainsi; (n 4+ 2)Wn+1Wanp1 = (n + )W Wy 4 donc la suite ((n + 1)Wa Wi t1)nen est constante et, comme
2

m/
Wo =T ot Wi :fo sin(t)dt = [—cos(t)]f/> =T, onaVn € N, (n+1)WyWp =7

Pour n > 1, comme Wn-H Wi < Wp_1, en multipliant par Wy, on a WyWy 41 < WTZl < Wn_1W, donc
T 2 T

—— W - car W, > 0. Par encadrement, on a donc W.

2n+1) " Zn " Moot/ 2n’
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(2n)!n

(2n—1) (n—1)x---x1
7W2TL—2 = e = = W

2n (2n) x -+ x2

2 2n
Cv2n (—n> T
question b., on a Wy, ~ €

i
+00 52+ (Cﬁ<l)“)2 too Cv/21
e

onaWy ~ [ ~ [Tx 1 Par consé uent, on a [T = I ce qui donne C = /27 et on retrouve la
n +oo [ 4n +OO\/; \/2Tl d 2 C d v

n
formule de STIRLING bien connue : n! ~ \/Zﬂn(n) .
e

+oo
(71 )n+1
a. La série alternée

~——— converge par le criteére spécial des séries alternées car la suite <i> est
n>1 \/T1 \/TT. n>1

Pour tout entier n € N, Wy, = Wo D’apres la

apres simplifications. Mais d’apres ce qui précede,

(7])n+1 400 (71)k+1
décroissante et tend vers 0. Par conséquent, le reste d’ordrende > ~——— notéiciu, = >, ~—~——
nz1 vn k=n+1 Vk
3 . . . 3 —+00 (_1)k+]
existe bien pour tout n > 1, ce qui prouve que (un)n>1 est bien définie. En notant S = >

1 Vk
n o (_1\k+1
somme de la série et S, = > = les sommes partielles, on a u, =S — S, et lim S, = S donc
k=1 f n—-+oo

liT un, = 0 (comme pour toute suite de restes d’une série numérique convergente).
n—+oo

la

b. Le critere spécial des séries alternées nous apprend aussi que u,, est du signe de son premier terme donc

_ n
de (—1)™. Ainsi, v, = (=1) un est un terme positif. Enfin, on déduit encore du critere spécial des séries
n

alternées que |un| < ﬁ donc |vn| < n\/T11 — +:ooo<n31/2> donc > vn converge par comparaison a

n>1
une série de RIEMANN car % > 1.
_1\n _1\n _1\n _1\n
c. Comme S, =S —u,, on a w, = (=% _ (=1) U, = (=1) S—vn. Comme la série Y (=1)"S
n n n n>1 n

converge par le critere spécial des séries alternées car (§> est décroissante et tend vers 0 et que > vy
n/nxi n>1
converge d’apres la question précédente, par somme, la série > wy converge.
n>l
d. Onax, = (—1)"w, = S _ (=1)™vy. Comme Y (—1)™v;, converge puisque »_ vy converge absolument
n
n>l n>l

d’apres b. et que la série harmonique ) S diverge par RIEMANN, par somme, Y. x, diverge.
n>1n n>1

La suite (un)n>1 est bien définie car Yk € N*| 14 ay > 0 par hypothese.

a. Initialisation : D’abord, u; = ] -T-1a =1- ; —l—]a . De plus, comme (1+a1)(1+a2) = a1 +ajaz+az+1,
1 1
: 11 1
on a la relation u; +uy = —H— + 42 —ataatat =1- )
! 27 1+ a (1+a1)(1+ az) (T+a1)(1+ az) (1+a1)(1+a2)
n n 1 n+1 n
Hérédité : soit n > 1, supposons que » we = 1 — [] T Alors > ug = ( > uk) + uny1 donc
k=1 k=1 k=1 k=1
n+1 n 1 n+1 1
Sue=1-1]] +ant1 1 par hypothese de récurrence et définition de u, 7. Ainsi, en
=1 k=1 1+ ax k=1 1+a
n+1 o n+1
regroupant les deux derniers termes, Y ux =1 — ! +n(r1‘+‘ Intl —q_ ] ——.
K=1 H(1+ ) k=1 1 +ax
ax
k=1
. . o A 1
Par principe de récurrence, on a Vn € N*, > w =1— [] .
k=1 k=1 1+ax

35



n

b. Comme (an)nen+ une suite de réels positifs, la suite ( I1 1
k=1 1 + ax

) est décroissante donc convergente
n>

par le théoreme de la limite monotone car elle est minorée par 0. Ainsi, d’apres a., la suite de ses sommes

partielles étant convergente, la série Y uy, converge.
n>1
c. Posons, vy, = ] — > 0. Dapres b., >  ux =1—vn. Oronaln(vy) =— > In (1 + —) et
k=114 — k=1 k=1 Vi
Vi

1 1 1 : . PETSNEN ..
In (1 + —) ~ —=. Comme —~ diverge par RIEMANN, par comparaison des séries & termes positifs,

Vk/ +oo Vi k; vk

>oln (1 + i) diverge, ses sommes partielles tendent donc vers +oo d’ott lim In(vy,) = —oco. Ainsi,
K1 Vi oo

puisque vy, = e puisque lim X = 0, par composition des limites, lim vy = 0. Par conséquent, si
X——00 n—-+oo
1 =
on suppose que Vn > 1, an = Tn >0,ona » u,=1.
n

n=1
a. Pour tout entier k € N, la fonction fy : x — (tan(x))* est continue sur le segment I = [O; %} donc uy est

bien défini. De plus, Vx € I, 0 < tan(x) < 1 donc 0 < fr41(x) < fi(x) ce qui, par croissance de I'intégrale,

donne 0 < ug41 < uk. La suite (uy)ken est donc positive et décroissante.

b. La suite (ux)ken est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ > 0 par le théoréme

de la limite monotone. La fonction tan est convexe sur I car Vx € I, tan”(x) = 2tan(x)(1 + tan?(x)) > 0

donc la courbe représentative de tan est en dessous de ses cordes sur I, notamment Vx € I, 0 < tan(x) < 4
s

/4 k k1 k+17/4
Ainsi 0 < < (4—)‘) ax = 4 [X } = —T __ toujours par croissance de I'intégrale. Comme
\uk\fo T A Py 4(k+1) ) P s
im L, par encadrement, on a lim ux = 0.
k—+o0o k+1 k—+4o0

On aurait aussi pu utiliser le chapitre sur les suites de fonctions :

(H1) La suite (fx)xen converge simplement vers f : I — R définie par f(x) = 0 si x < % et f(%) =1.

(Hz) Les fonctions fy et la fonction f sont continues sur 1.

(H3) Vke N, Yx €1, [fi(x)] < @(x) =1 et ¢ est intégrable sur 1.

N L, /4 /4
Par le théoreme de convergence dominée, on peut conclure que lim ux = Um fi = f f=0.
k—+o00 k—+o00 J 0 0
/4 /4
c. Pour k € N, ug + uxy2 = fo tan®(x)(1 + tan?(x))dx = fo tan®(x) tan’(x)dx par linéarité de
k 4
i tan®(x)17/ 1
Vintégrale d - {7} 1
mtegrale donc ux + uy42 i1 o 1
/4 /4
d. uw = fo dx = ZTT et u = fo tan(x)dx = [ln(cos(x))}g/4 = —1ln (%) = lnzﬂ Gréce & c.,
on a TLi](—l)k(qu +uks2) = wo + (=) Tug, = N donc uy, = (—l)”(ﬂ - ni] ﬂ) De
K=0 * T 2k + T " 4 A 2k+1
n—1 n—1/_q1\k—1
méme, on a la relation (=% Nzt +Fuzest) = wp + (=D)™uanyr = > % d’ott 'on déduit
k=1 k=1
n—1 (_])k—1 ln(Z)
que ugny1 = (—1)“( - )
" = 2k 2
n—1/_1\k n—1,/_1\k—-1
e. Comme lim uy, =0et Um uznyt =0, lim CDZ _ Toop tim ¥ DT @) pygy
n—-+oo n—-+oo n—+4o0 = 2k + 1 4 nodoo 2k 2
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(_])n—l (__)n +m>(_1)n—] +u>(_1)n
la convergence de Y ~———et > et les valeurs . ~——— =1n(2) et > =I
n>1 n n>0 2n =+ 1 n=1 n n=0 2n =+ 1 4

a. Avec ces hypotheses, pour n > N, unvn —vnpiunyq = cun > 0 donc la suite (unvn)n>N est décroissante
done Vn = N, upvn < unvn doncun, < ¥NYN Jotiu, = O( ) Comme Y — converge par hypothese,
Vn JFOO Vn n>N Vn

par comparaison, », uy converge aussi.
n>0

b. Ici, pour n > N, uyvn — vn+1un+1 < 0 donc (unvn)n>N est croissante donc Vn = N, unpvn = unvn OU

up > YNYN - Comme >~ — diverge par hypotheése, par minoration, Y. un diverge aussi.
Vn n>N Vn n>0
.. v u 1+ & 1+ €
c. Prenons ici v, =n 1+5 pour n > 0, alors wy, = vy — —2HEREL > o 1F7 (1) +2<1 — ﬁ) =zn
Un n

1+
et onécritzn:nH' ( ( 1) ( ]+C>). Or on sait que (1—!— ) 2 _ l+(1+9)l—|—o(l)
n +o0 2/n n

(o)
2 (oo ()0 5) S i o)) s 3
donczn+oon ( ( (]+2)n ( ))(] o n 3 donczT1+OO 5 . Ainsi,
P Z

0, Vn > N, z, > 1 donc Vn > N, wy,

im z, = oo donc IN 1. D’apres la question a., comme la

n—+00
série de RIEMANN > L converge car 1 + £ > 1, lasérie > un converge.
n>1Vv n>0

- R u

d. Prenons ici vp = n —1 > 0 pour n > 2 alors, par hypothése, on a ¥Vn > N, =L > 1 — 1 donc
Un n

v u u — u u , .

W = v — L () gl gn{“ 1_ “+1} :n[l —l—“i“} < 0 dont on déduit,
Un Un n Un n Un
d’apres la question b., que la série Y u, diverge.
n=0

e. Selon ’énoncé, traitons deux cas :

A > 1 Par hypothese, pour ¢ > 0, u“+1—(1—1+c):1—A+@—<1—]+°) = C"‘]_A—FO(LZ).
Un n non n /4o n n

II suffit donc de prendre ¢ = A-1.5p pour que Untl _ (1 1 +C) ~ —A=1 -0 donc qu’a
2 Un n +00 2n
partir d’un certain rang, on ait Entl < lTte D’apres la question c., Y uyn converge.
Un n n>0
A <1 Prenons vo =v; =1TetVn > 2, v =n — 1 de sorte que la série harmonique 1 diverge et
n>0 Vn
calculons wy, =n—1— 0kl — 1 _n A fs<“j>1 = A—14o0(1)donc lim wn=A—-1<0
Un n +oo n—-+o0
ce qui montre qu'il existe N € N* tel que ¥n > N, wy, < 0. D’apres b., > u, diverge.
n>0

A =1 Posons a,, = In(nu,) pour n > 1, alors ap11 —an = In (M) +1n (1 + l) donc, par hypothese,
Un n

On adn4] —an =1n (1 ~1 + O(%)) +1In (1 + l) O( 1 ) donc, par comparaison aux séries
n n +m

de RIEMANN, > (ant1 — an) converge donc, par dualité suite-série, la suite (an)n>1 converge.

nxl
Notons £ sa limite, on a donc 1111 In(nuy,) = € et, par continuité de exp, lim nuy = A = et
n——+oo
d’ott un fodie A qui montre, comme la série harmonique diverge, que > un dlverge
00 n>0
On conclut bien avec ces trois cas que Y. u, converge si et seulement si A > 1.
n>0

1X3x---x(2n—1)
2X4x-oxX2n
X — X
simplific en 251 — (14 L) " (14 1) 7 = (14 2 q0( L)) (1-240(L)) ~ 1- & 10(d)
u 2n n +o0 2n n n n +oo 2n n

n

Unyl _ (Zn +1

[0 4 x
f. Posons u, = ( ) >0pourn € N et « >0. On a 2 +2) qui se
Un n
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ITX3x--x(2n—1)
2X4x---X2n

X
donc, d’apres la question e., Y ( ) converge si et seulement si « > 2 (avec s = 2).

n>1

ITX3x---x(2n—-1)  (2n)!

2x4x---x2m 2"(nl)?

TX3X--X (2n—1))°‘ N ( VAmm(2n)2" (e™)? )"‘ _ 1 1
400 2 (

= . D’apre
2X4 X X2n eZnZZHmZ(nn) apres

On pouvait aussi utiliser 1’équivalent de STIRLING car par un calcul

classique donc u,, = (

X x
V)% m2n2
le critere des séries de RIEMANN, la série Y u, converge si et seulement si o > 2.

n>l

a. On suppose qu’il existe deux réels A # 0 et v # 0 tel que ¥n € N, gn = Ar™. Pour que \/L soit
In

défini pour tout entier n, il est nécessaire et suffisant que A > 0 et v > 0. Alors gn41 — gn = Ar™(r — 1) et
1 1

Van VA

e Sir=1,0nagnt1 —gn = 0 alors que

_n .
r~ 2. On traite deux cas :

1 _ 1
Von VAT

e Sirt#1, Ar"(r—1) o 1.3 équivaut & A3/2r3™/2(r — 1) ~ 1 ou encore (Ar™)3/2 = 1 _>o.

oo\/K +o00 r—1

Or (Ar™)n>0 ne peut pas converger vers un réel strictement positif sans que r soit égal a 1.

Il n’existe donc aucune suite géométrique (gn)nen telle que gni1 — gn ~ —.

" oo vV In
1 1
VVn An%

+
&
Vn41 *vn:A(n+1)°‘fAn°‘:An°‘(<1 +l> -1) = An‘x(1 +%—-1+0 l)) = Aan® ! +o(n*7 1)
n n n

b. Soit (A, «) € R} x R et v, = An® > 0 pour tout n € N*. Alors

+o0 +oo
donc vniq1 — vn ~ Aan®~ ', Ainsi, vpi1 — vn ~ - — Aan® ! ~ Ln%x ~ nST‘X_] ~ ] ce
n+ n+00 . y Vn+ T1+OO \/\Z +oo \/X +oo 400 A3/2(X
hy 3/2 3a , : 3\*? 2
qui impose A3/2q =1 et 5 1 = 0. 1l existe donc un unique couple (A, «) = ((E) ,§> € RY x R tel

qu’en posant v, = An%, on ait vy —vn ~ 1

+oo\/\2.

c. Lasuite (un )n>o0 est bien définie car up > 0 et, siun > 0 pour un entier n € N, alors uny1 = un+\% >0
Un

donc, par principe de récurrence, ¥Yn € N, u, > 0 est bien défini.

1
VvV Un

plus, si elle était majorée, elle convergerait vers un réel { > up = 1 d’apres le théoreme de la limite monotone

La relation up41 = un + (1) montre que un41 > uy la suite (un)nen est strictement croissante. De

et, en passant a la limite dans (1), on a ¢ = £+ \17E qui est absurde. Par conséquent, (un)nen est donc
croissante non majorée donc HT un = 400 toujours d’apres le théoreme de la limite monotone.

n——+oo
Comme B > 0 et que t — tP est strictement croissante sur R*, I'inégalité un41 > un implique uﬁ 1> ub

B )
donc pn = (ui) — (17) est bien défini et pn, > 0. Comme Um 1—ﬁ =0, la suite (Lﬁ)neN converge

n Un+1 n—+00 Uy un
wr 1 1
donc, par dualité suite-série, la série > pn converge et on sait qu’alors > pn = — — lim — =1
n>0 n=0 Uo n—too Uy
d. Initialisation : comme ug :qurL =14+1=2,onabienl <u; =2<2x1=2.

V1o
Hérédité : soit n € N* tel < un < 2n, alors 1< — 1 <o 1
érédité : soit n el que yn < un < naorsﬁ+m\un+1 un+\/1Tn\ n—|—\/ﬁ

Orona n+—— > Vntl < n+v2+
Van
1

carré. De plus, 2n + ——
\/v/m

1 >n+1 < ﬁ+i > 1 est vrai en élevant au
2n 2n

1
Jr
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WTT < \f"‘ 7 S <upg] =un+t \/17 < In+ \/L < 2n+-2 et, par transitivité, vn +1 < uny1 < 2n+2.
n \/E

Conclusion : par principe de récurrence, ¥n € N*; /n <up < 2n.

e. Pour avoir un équivalent de u,,, on emploie une méthode classique mais maintenant hors programme

en cherchant un réel m € R tel que ltm ( u; —up) = A # 0 € R Puisque liT U, = +00, on a
n—

" 1 \™ 1 .
upty —upyt = (un+ \/1Tn) —ut = ulr [(1 +W) —1}+~Oou}‘11<1 +ﬁ—1+o( 3/2)) ce qui
n
montre que u;t ; —uy' = u3/T]21—m +0<u3/]2_m) donc que upt ; —upt ~

n

et suffisant de prendre m = % pour avoir nhm (Ut —up) =A= % # 0. D’apres le théoreme de CESARO

————. Il est donc nécessaire
+oo LL3/2 m’

m m

. u ug o a
(hors programme), et puisque —2—0- =
n

Z (uilt 1 — ult) par télescopage, on a lim e —e %

15
n i n—+o0o n

un 3 0 3 3\3 .2
donc lim - = 2 puisque lim —% =0. On a donc ul* ~ 2 donc u, ~ <7) n3 = An* !l
n—+oo M 2 n—+oo M +oo 2 +oo \2
Eopow s e B = (1) () = () (- ) 0t = b done
Un Un+1 Un (T4+uy, /2\B n—-+o0
W (1+un>/*)—B = 1—Bun’*+o(un>’?) ce qui donne pn, = Bun>’* P ro(un>’*"P). Ainsi,
1/2- -3 12
onapn ~ Bun 3/2=B donc Pnun ~ Pun /2B B(é) n~ 3~ 3 . Par conséquent, par comparaison
+o0 +oo +oo \2
aux séries de RIEMANN, > pnu, converge si et seulement si % + % >1<<=p>1
n>0

a. On pose uy = Hp —In(n) pourn > 1. Pour n > 2, un —up—1 = Hyp — Hp—1 — In(n) + In(n — 1) donc

Uy — Up_] = 1 +1n (1 — l) ~ 11 +0 (iz) = O(iz) et, par comparaison aux séries de RIEMANN,
n n/4+con n n°/ +o \n

la série > (un —un—_1) converge donc, par dualité suite-série, la suite (un)n>1 converge. Si on note y sa
n>2

limite, on a donc u, =Y + o(1) donc Hyp = In(n) +v + o(1).

b. D’aprés a., Han — Hy = In(2n) +v —n(n) —y + o(1) = In(2) +0o(1) dot lim (Han — Hp) = In(2).
o0 oo

n—-4oo
2n 1 n 1
c. Pourn > 1, Hyy —Hp = >, + = Z en posant j = n + k qu’on écrit aussi comme une somme
1y~ 1 —a v b—a 1
deRIEMANNHzn—anfzik— Z (a+k )enposantazo,bzletf:xH .
N4 = =1 n 1+x

Comme f est continue sur le segment [0; 1], par un théoréme du cours relatif & la convergence des sommes
1
de RIEMANN, on a_lim (Hzn — Hy) = fo f(x)dx = [In(1 +%)]] = In(2).
n—

_]kl n
( ) Sl,n:Z ! et S3n =

_ , les trois sommes
=1 k(2k—1) K

NE
M=

n
d. Posons, pour n > 1, Z

1 .2

1

i=1

partielles associées aux séries proposées.

_1\n—1
S; La série > = converge par le critere spécial des séries alternées car la suite (l)

n>1 n n/n>i

est décroissante et tend vers 0, ce qui garantit ’existence de sa somme S;. Pour n > 1, on a
2n (71)k71 n 1 n 1 n 1 n 1 n 2n 1 n 1

1,2n k; K S k-1 &2k k; -1 21 2% Z] 2K Z:: K Z K

=1
donc S12n = Han — Hp et liT S1,2n = In(2). Comme on a vu que (S1,n)n>1 converge vers Sy,
n——+0oo
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sa suite extraite (S1,2n)n>1 converge aussi vers S1 donc S7 = In(2).

Sy La série ) S E— converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN car on a
n>1 Tl(le — ])
— 1~ 1 doi Pexistence d ss:“(Lfl) dé ¢
yGE— ol 2n ou l'existence de sa somme Sz. Sz n 2 =7 i) en décomposan
— ;E* (kz12k—l+z ) Z::E
2n 1 n 1
Son=2> +—=25 +doncSyn =2Hyn —2Hp et lim Sy, =21n(2). Ainsi, S, = 21n(2).
’ k=1 k k=1 k ’ n—-+oo ’
n
$3 On sait que Yn € N*, > k? = n(n+1)@n+1) > 0. Comme n] ~ %, la série > n1
6 3 K2 toomn n>1 30 g2
k=1 k=1

converge par comparaison aux séries de RIEMANN. Et on peut décomposer la fraction rationnelle
6 en éléments simples en trouvant trois réels a,b,c tels que l'on ait la relation

X(X+1)(2X+1)
6 a, Lc _ a(XHENEXHT) £ BXEX 1) 4 eX(X +1)

XX+1)2x+1) X x+1 X+ 1 XX+ 1)(2X +1)

par identification, (2a +2b + ¢)X?> + 3a +b + ¢)X +a = 6. On a donc le systeme linéaire

a—6=3a+b+c=2a+2b+c=0quiserésout en a =6, b =6 et ¢ = —24. Ainsi, pour n > 1,

et qui donne,

- (6 6 24 1 S &S]
S3n = (f 6 __ )—GH 6(Hrpt — 1)+ 24 — 24( 1 7),
3. k; PR R T no6(Hnpr = 1)+ Z2k+1+z,:12k 212k
Aot S35 = 12Hp — 64+ —O 124~ 24H,, +12H, — —2% — — 18— 24(Hy —Hy)+ -6 — 24
Ot 23,n nTer T ant 1M =5 (Han = Hn) + n+1l 2n+1
D’apres le résultat des questions b. et c., et comme lim 6 — lm 24 _ 0, on a

n—+oon + 1 n—+4oco 2n + 1
lim S =18~ 241n(2). Ainsi, S3 =18~ 241n(2) ~1,36.

n—+

_1\n+1
a. La série alternée =0 converge par le critere spécial des séries alternées car la suite (%) est

S1ovn n/n>
(_])n+1 +oo (_1)k+1
décroissante et tend vers 0. Par conséquent, le reste d’'ordren de > ~—~—— notéiciun, = Y, ~——
n>1 Vn k=n+1 vk
+oo (71)k+1
existe bien pour tout n > 1, ce qui prouve que (un)n>1 est bien définie. En notant S = A la
k=1
n ()
somme de la série et S;, = >, ~—~—— les sommes partielles, on a u, = S — S, et lim S, = S donc
k=1 \/> n—-+oo
lim u, =0 (comme pour toute suite de restes d’une série numérique convergente).

n—-+oo

b. Le critere spécial des séries alternées nous apprend aussi que u,, est du signe de son premier terme donc

_ n
de (—=1)™. Ainsi, v, = (=1) un est un terme positif. Enfin, on déduit encore du critére spécial des séries
n

, 1 1 1 . .
alternées que |un| < ———— donc |vu| < = O( ) donc v, converge par comparaison a
aue junl € o done ol S T 5,0\ (577 done 2 v converge par comp

une série de RIEMANN car % > 1.
_ n _ n _ n _ n
c. Comme S;, =S —un, on a wy, = (=% _ (=1) Un, = (=1)"s — vn. Comme la série (=1)"s
n n n w1 n

converge par le critere spécial des séries alternées car (§> est décroissante et tend vers 0 et que Y vy
n>1 n>1
converge d’apres la question précédente, par somme, la série > wy converge.
n>1

d. Onax, = (—1)"w, = S _ (=1)™vy. Comme Y (—1)™v, converge puisque Y. vy converge absolument
n n>l n>l
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d’aprés b. et que la série harmonique S diverge par RIEMANN, par somme, » xn diverge.
n>1 n n>l

[3.8 Officiel de la TaupeJ

n n
Posons, pour n € N, S, = Y ax et Ty = Y. 2¥a,«. Clairement (S, )nen et (Tn)nen sont croissantes.
k=0 k=0

—+oo
e Si 1111 Sn=S= 3. an, alors pour n € N*, comme il y a 25~ entiers dans Iintervalle [2%~1 41;2¥], on
n—-+oo n=0

n 2k
aTh =a;+2a,+4a4 +8ag+---+2"%aym =a;+2 > > az«. Mais on sait que la suite (an)nen est
k=1j=2k-141

n 2k
décroissante donc on peut majorer T, < aj +2 > >, aj =2Sn —2ap —aj <28y < 2S car Sp < S.
k=1j=2k-141
Comme (Ty )nen est croissante et majorée, elle converge ce qui assure la convergence de la série | T,.
n=0

+o0 n 2k
eSi Um Tp =T = Y 2%y, pourn € N* Syn = ap+arj+ », > aj. Mais (an)nen est
n— 400 = K=1j=2k—141

n 2k n
décroissante : Son <ap+ar+ Y. S aper =aptar+ Y 2% Tase Caotar+Tho1 < THag+a
k=1j=2k=141 k=1
car T, < T. Comme la suite (Szn)nen est croissante et majorée, elle converge vers S. Pour un entier n € N,
il existe un entier p tel que n < 2P donc Sy, < Szp < S donc la suite (Sn)nen est aussi majorée par S et elle
converge, ceci ne pouvant se faire que vers S car (San )nen est une suite extraite de (Sn)nen. Ceci assure la
convergence de la série > Sy.
n=0

e Comme x +—> 1 > est décroissante sur |1; +o00[, la nature de la premiére série proposée est la méme que

Vx(Inx)
n n
cellede Y —x 2 =3 22 d’apres le critere de condensation mais cette derniere série diverge
o 252 & ((2M)?
grossierement par croissance comparée. On pouvait plus classiquement utiliser un critéere de RIEMANN car

lim n3/4 x 1 5 = 400 par croissance comparée et comme % < 1,il y a divergence de la série.

n—+4o0 Vn(inn)
N B
x(Inx)(In(Inx))

2" 1 s N .

11 > = 5 1 S .

celle de P T (@) ({2 2 A @) n(nin2) d’apres le critere de condensation. Or on a
1

nin(2) l]n(n In2) foo In(2) In(n) car In(nin(2)) = tnfn) + In(in(2), done ngo n(ln n)({n(ln n))

1 1

e Comme x +— est décroissante sur Je;+o0o[, la nature de la seconde série proposée est

est de

. Mais puisque x — est décroissante sur |1; 00|, cette derniere série

méme nature que .

nSo nin(n) x In(x)
n
est de méme nature que Y. — 2 — cest-a-dire que Y 1. Or la série harmonique diverge. Ainsi,
nso 2" n(2") nsom

1
ngo n(lnn)(In(lnn))

diverge.

a. Soit fy : [0;1] — R définie par fn(x) = x™ + /nx — 1. Pour tout entier n > 0, la fonction f,, est croissante

sur [0;1] car 2 (x) = nx™ "' +/n>0et ona f,(0) = —1 < 0et fy(1) = /n > 0. Ainsi d’apres le théoréme
de la bijection (T'VI + injectivité car stricte monotonie) : I, € [0;1], fn(xn) = 0.

b. Comme fn<i> > 0 = f,(xn) et que f,, est strictement croissante, on a 0 < x,, < 1 e qui garantit
vn Vn

par encadrement que Um x, =0.
n—-+oo
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n

c. On a donc ETOOXTT{ = 0 donc nE;TJTrLoo(] — y/Mxyn) = 0 ainsi /nx, — 1 = o(1) done x,, — ﬁ +2000(ﬁ>

ce qui confirme que x,, ~ L. Par le critere de RIEMANN, la série > xn diverge.

+oo \/TT' n>0
3.100 ) On peut donner une expression de u, avec des In car u, = In(n + vn? —1) — In(n + vn? + 1) donc

Un, < 0. On voudrait donc un équivalent de uy, calculons donc sh (uy,).
Or avec la trigonométrie hyperbolique : sh (un) = sh (Argch (n))ch (Argsh (n))—sh (Argsh (n))ch (Argch (n)).
Par conséquent : sh(un) = vnZ —1vnZ4+1-n? = Vn? -1 - vn4 = _ﬁn—:—m_;? car

ch?(x) —sh?(x) = 1 (on aurait pu le trouver par développement limité en écrivant vn* —1 =n2 /1 — 1—4)
n

D’aprés RIEMANN, comme 2 > 1, la série Y un converge.
n>0

On aurait méme pu écrire u, = ln (1 + /1 - %) —1n (1 + 1+ %) et 1a encore effectuer des DL.
\/ n \/ n

3.101 | a. Par une étude de fonctions niveau terminale (ou par convexité de la fonction x — e~*), on montre que

Vx >0, x > 1— e * avec égalité si et seulement si x = 0.

On en déduit alors par récurrence que Vn > 0, an > 0 et an+1 < an.

Ainsi, la suite (an)nen est décroissante et minorée par 0 : elle tend vers € > 0.

En passant a la limite dans la relation de récurrence, on a £ =1 — e~ ! = ¢ = 0 d’aprés ce qui précede.

b. La série ) a, converge donc par le critére spécial des séries alternées.
n>l
Un théoreéme fondamental : la série Y (an41 — an) converge si et seulement si la suite (an)nen converge.
n>0
a2
Ceci implique ici que 3 (ani1 — an) converge mais ani1 —an = 1 —e % —a, = ——2 + o(a?) donc
n>0 +o0 2
a PP P .
An4] — An ~ —7“ et les deux séries (& termes négatifs) ont donc méme nature : > aTZl converge.
+oo n>0
>

c. Lasérie Y n(ant1)—1In(an) diverge comme la suite (In(an)) year lm an = 0d’apres le théoreme
n>0 ne n—-+oo

rappelé, or In(ant1) — In(an) =1In (M) ~ —lan par développements limités.
an / +oo 2
Encore une fois, les termes étant négatifs : Y a, diverge.
n>0

3.102 ] Si on note My, i le nombre de mots a k lettres contenant au plus une fois la méme lettre, on a clairement

n
(partition) : My = ) Mpn, k avec par convention My o = 1 (mot vide). Pour calculer My i, on commence
k=0

n
par choisir les lettres qui vont composer ce mot a k lettres ce qui fait (k) choix puis on les ordonne pour

n!

. . . . n
faire un mot avec k! choix ce qui fait : My x = k! =\
k (n—Xx)!

- 1 ]
Par conséquent : Mp =nl 35 ———= =nl3 - en posant j =n —k.

=0 (n —X)! j=0 1"

+oo 1 +oo 1

On sait que e = kZ::o o donc en notant R, = k:%;—] o >0et M, = n.(e Rn). Il est donc clair que

Myu > nle. Il reste donc a prouver que nlR;,, < 1 et on aura alors M;, < nle < M;; + 1 ce qui garantira que

My = |nle] par définition de la partie entiere et car M;, € N par construction.

OrnRy—=—— 4 S nl 1 %% 1 1 ++fjo(#—l)— Z_ 1. 0K!
T+l oK T n+l o k(k—1) T n41 0 o \k—1 0k n+2 '
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3.103 | a. Par récurrence ou par un simple souvenir : o, = P(n) avec P = XX+ ])G(ZX + ]).

b. On a clairement a,, o % donc > an est une série numérique absolument convergente donc convergente
comn n>1
d’apres le critere de RIEMANN car 3 > 1.

c. Soit on sait que Hn, ~ In(n) 4+ v + o(1) et on soustrait, soit on utilise les sommes de RIEMANN car
oo

RN

1 _1
k=ng1 K xSk nyD

+

n
Hop —Hp = > f(%) avec f 1 x s —1— qui est continue sur [0; 1]. Par théoréme

1+x
1 1
sur les sommes de RIEMANN, on a _lim  (Han — Hp) = f f(x)dx = [In(1 +x)], = In(2).

n—-+oo o
c. On décompose % = %4— 3_ ] + —H . Par les méthodes habituelles, on trouve : a = 6,b = 6et c = —24.
- 1 1 L
Ai ( 7—4 )ZGZH —— —1-4 . Dot
insi, pour n > 1, Z_: +k—|—1 2k+1 ( n+n+1 k§12k+]) ol
1 L 1 1
Sn=6(2Hn+———1-14 4 = 6(2Hn + —— —1—4Hap — —— +4+2H,).
n=6( L kZ::]Zk—H Z1Zk+ Z 2) =l L o ")
Avec la question précédente, on a donc 1111 Sp = 18 - 24 In(2) ~ 1, 36.
n——+oo

3.104| a. Par une formule de trigonométrie bien connue : sin(n — 1) = sin(n)cos(1) — cos(n)sin(1). Par

conséquent, on a sin(1)a, = sin(1)M = cos(1)bn — sin(n —1) _ cos(1)by, — M( - l) donc
n n mn=1) n
sin(T)an, = cos(1)bn —bn_1 + O(iz) Comme la série ) by est absolument convergente, et que Y ]—2
400 n n>1 n>1n
Pest aussi par RIEMANN, la série Y a, est aussi absolument convergente par somme de séries absolument
n>l
convergentes et car sin(1) # 0 (7 n’est pas rationnel).

b. Comme cos(n) et sin(n) sont entre —1 et 1, on a cos?(n) < |cos(n)| et sin?(n) < |sin(n)| ce qui donne
en sommant 1 = cos?(n) + sin®(n) < | cos(n)| + | sin(n)| ou encore |cos(n)| + |sin(n)| > 1.

Avec I'hypotheses faite en a., on a déduit que Y (|an|+ [bn|) est absolument convergente.

n>1
Or |an| + [bn| = [cos(n)| + | sin(n)] > 1In alors que > L diverge (série harmonique). Ceci contredit
n n>1 n
Ihypothese de départ donc, par 'absurde : . by n’est pas absolument convergente.
n>l
De méme, par symétrie : > an n’est pas absolument convergente.
n>1
3.105] e Supposons que > ®(n) converge, alors lim ®(n) = 0 donc ag = 0. De plus, si aj # 0,ona ®(n) ~ <L
n>1 n—+4o0o 400 M

donc > ®(n) diverge par le critére de RIEMANN, ainsi a;j = 0. Réciproquement, si ap = a; = 0, on a

n>1
®d(n) =0 (iz) donc > ®(n) converge par RIEMANN. Conclusion : Y, ®(n) converge ssi ap = aj = 0.
+oo n n>1 n>1
e Supposons que [][ ®(n) converge, cela signifie que les produits partiels sont non nuls et tende vers un
n>1

réel non nul ainsi HT ®(n) =1 donc ap = 1. A partir d’'un certain rang no, le terme ®(n) sera stricte-
n——+oo

ment positif et, en passant au logarithme, la convergence de ce produit équivaut a la convergence de la
séric > In(®(n)). Or In(®(n)) = C” + o( ) donc si a; # 0, on a In(®(n)) ~ &L ce qui contredit
+o0 n +oo M

nzno

avec RIEMANN la convergence de [] (D(n). Alors a7 = 0 donc ¢(n) = 1+ O(iz) ce qui montre que
n>l o0 n
In(®(n)) = O(%) d’out la convergence de Y. In(®(n)) qui implique celle de J] ®(n) : [] ®(n) con-
Foo n nzng n>1 n>1
verge ssi ap = 1 et a1 =0.
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n
e On suppose que Yk € N, ®(k) # 0 car sinon la convergence de Y [] ®(i) est claire.
n>11=0

n
Posons un, = [[ ®(1) # 0, si ap ¢ [—1;1], alors la suite (Jun|)n>n, est strictement croissante & partir d’un
i=0
n
rang no pour lequel Vn > no, |un| > 1 et lasérie >, J] @(i) est grossierement divergente.
n>11i=0
Si |ag| < 1, en prenant ¢ tel que £ €]|ap|; 1], il existe un rang no tel que ¥n > ng, |®(n)| < ¢ donc, par

une récurrence simple, Vn > ng, |[un| < Jup,{"" 0. et la série Y un est absolument convergente par
n>0
comparaison aux séries géométriques.

n
Si ap =1, il existe un rang ng & partir duquel tous les ®(n) sont strictement positifs donc up = A [[ ®(i)

‘i.:TLO
no—1 n n
en prenant A = [] ®(i) # 0 La convergence de Y. [] ®(i) est équivalente & celle de > [] ®(i). Or,
i=0 n>11i=0 n>ng i=ng
n n
en posant vp = [[ @(1), on a tn(vn) = 3 Wn(®(1)) avee n(@(1)) = &L +w; ot wi = o(%). Ainsi
i oo \{

i:no i.:TLo

In(vn) = aj(Hp — Hpog—1) +S+o(1) o S = —io wi. Alors ﬁ d(i) = e In(m)+A+o(1) ol n_“m (on
i=mo i=no
a«=eM>0) donc Y ﬁ ®(i) converge si et seulement si a; < —1.
Reste le cas ap = 11—21]:1:12 vous ferez sans aucune difficulté........
olci d(i) =2— et +:OOZ - (1 + % + % + O(llz)) +:Oo1 - % - % + 0(%). Par conséquent, d’aprés ce qui
précede, la série ﬁ (2 - e%) si et seulement si « > 1.

n>1i=1

3.106 | Par une récurrence immédiate, tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.

Si(u tend vers ¢ € R, comme u = —tn 1),si¢>0,ona lim — — =0= lim u
( n)n}O +5 n+1 ]+nu$l (1), ’ n—+oo 1 —&-nuﬁ n—+oo ]
ce qui est contradictoire. Par conséquent, si la suite (un)n>1 converge, sa limite est 0.
2 2 2
V2, f (x) = 1LEnxT =2nxt T —nx" . ¢ oot croissante sur {0; i}, décroissante sur [L; +o0 [
) n( ) (] +TLX2)2 (] +TLX2)2 n \/.H \/ﬁ
o Uy = Lz = f1(u1) or f; est maximale en 1 ou elle vaut 1 donc uy < 1
1+u? 2 2

e Soit n > 2, supposons u, < 17 alors u,, € [O; 1—] d’olt fn(un) < fn (l> — 1 ot Phérédité est établie.
n Vvn n n+1

On en déduit donc Vn > 2, uy < 1
n

+1u (n+Nuy —nup —n?ud  un(1—n?u?) .
Vn>2 (n+1)u —nu :(nin—nu = L L no— 1 n/ > 0 d’apres
> Jun+1 " 1Jrnu$L " 1+nu$1 1Jr‘rw,$L - P
ST 2uy u (1 —uf) . . I
Pinégalité (1). Pour n =1, on 2uy —u; = 5> —u; = ———1* dont on ne connait pas le signe. Ainsi
] + U] 1 + u1
(un)n>2 est croissante, majorée par 1 d’apres (1) : elle converge vers a €]0;1]. On en déduit : un o a
comn
1—n?u? N . L
Posons v, = nuy, alors lim v, = a €]0;1]. vpy1 —vp = un(izn) d’apres ce qui précede et
n—+oo 1+ nuj,
_ 2
nLi)Too(] +nud) =1et nEToo(] —n?u?) =1-a?% Ainsi,sia#1,vni1 —vn fod % et né:] (Vnt1—vn)
est alors divergente ce qui contredit la convergence de la suite (v )nen+. Par conséquent a =1 et up ol %
+© n +oo 1 X +o0 in 2 +oo :2n
3.107) On sait que Vz € C, e = 3. % (série exponentielle). Ainsi: e= Y. — e = 3 et el = 3 1—.
n=o n! n=o 1! n=o ! n=o n!

Mais on sait aussi que 14 j™ +j2™ = 3 si n est un multiple de 3 et 1 +3j™ +j?™ = 0 sinon car j™ =" si r
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est le reste de la division euclidienne de n par 3. Alors e + ¢ + o’ Z ﬁ——i—L Z Gl ) On en

déduit que la série proposée converge, ce qu’on pouvait vérifier par comparalson ou par D ALEMBERT et que

3
W3 =i 7 cos (ﬁ)
82 te =£€4 27~ 1,168.

€
3ve 3 3ve

Z 1 :e—f—ej—l—ejzig
—o (3n)! 3 3

3.108 | Par la méthode classique, on décompose en éléments simples : 3] =1 4+ 1 1
4X° =X 2X —1 2X+1 X
Ona -l -1 L~ Lol 1 - ] d'oul it
na g - F1 T k@K 1) e 2K k=T 2k(Zk— 1) 4o sz Lot Ia convergence (on pouvai
aussi raisonner par série télescopiques).
Pourn > 1,0na 2 (Zk 2k1+1> = Hn—Hzns1 41 = In(n)+y—n(2n+1)=y+1+o0(1) = 1-tn(2)+o(1).
1 = — = — — = —
De méme, Z (Zk pT— > =Hn —Han = In(n) +v —In(2n) —y + o(1) n(2) +o(1).
o 1 = 1 = 1=/ 1 IS 1
Ainsi : = ~ldon 3 =1y (4 - )= (- 55)
k§2 463 — k; 43—k 3 k; 463 — 3 k; 2k 2k A+ 1 k; 2k 2k —1

qui vaut f% F1n(2) +1n(2) — 1 =21n(2) — ;i ~0,05.

+oo

De plus, f _,flx converge x — de est continue sur [2; +oof et
9 4x”7 —x 4x” —x

X X

= ] Gy oty o [ (2 = o e () = 3un (1) wons
S 417 — t 9 2t —1 2t 41 t 2 t? 2 2 2 4 2 15

1 1
x> —x +oo 4x

—. Pour x > 2, il vient

3.109 | Pour tout n € N*, la fonction polynomiale Py, est strictement croissante sur R car elle y est dérivable et

que Vx € Ry, PL(x) = Z kxk¥~1 > 0. Comme P, (0) = —1 et hm P, (x) = 400, Py induit une bijection

entre Ry et [—1;+00] d apres le théoreme du méme nom donc 11 existe bien un unique x,, € Ry tel que

2

Pn(xn) = 0 et on a méme x,, > 0 car P, (0) # 0. Comme Pj(x) =x—1et P, =x"—x—T,onax; =1et

V5 -1
2

X2 = car le discriminant de P, vaut A =5 et que x; > 0.

On constate que Vx > 0, Pr(x) < Pry1(x) = Pn(x) +x™ 1. Ainsi Pr(xng1) < Prg1(xng1) = 0 = Pr(xn).
Comme P, est strictement croissante sur Ry, on en déduit que xn41 < xq et la suite (xn)n>1 est décroissante.
Puisque (xn)nen+ est décroissante minorée par 0, elle converge vers un réel ¢ € [0; 1] d’apres le théoréme de

la limite monotone. Sin > 2, P,(1) > 0 = Pn(xn) donc x,, €]0; 1] par stricte croissance de P,,. On a alors
1T —xp 2xp — 1 — x0T
Pn(xn) = Xn(7n> L

T—xn
Or Vvn > 2, xn < x2 donc 0 <2+1< x?“ —+> 0 car 0 < x2 < 1 et on en déduit par encadrement que
n—+0oo

car x,, # 1 donc 2x, — 1 —x+1 =0 (1).
1T —xn

lim x™*! = 0. En passant & la limite (elles existent) dans (1), on a 20 —1 =0 donc Um x, = 1

n-+oo n—+4oo 2
—
3.110)Si a € Ret vy = -, on a L = (1+l) — 1 _ﬁ+o(l), En posant 1, = Y on a Tl —
n Vn n +oo n n n Tn
-2 (=)
— (o]
el A A (Lo @) ) 2 el
Vn+41 Un Un Vn41 too 1 - = +0( ) +oo n n too n n
n

Il suffit donc de prendre o tel que 1 < o < A et Intl — g4 a=A,y o<1 ) implique donc D'existence d’un
n n

Th +oo

entier ng tel que ¥n > no, Intl < 1. On en déduit que la suite (r,) est donc décroissante a partir du
Tn
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rang nop, elle est donc bornée (car positive). Ainsi up = O(vn) et comme Y vy = Y. % converge par
n

n>1 n>l

RIEMANN, on a aussi la convergence de la série numérique > u, & termes positifs.
n>1

3.111) La fonction t + cos(nt?) est continue sur le segment [0; 1] donc u,, existe. On a clairement uy = 1. Pour

. . vn
> 1, on effectue le changement de variable u = y/nt et on obtient u, = \]—F j; cos(u?)du.
n

2
La fonction h : u + cos(u?) = Zuaz)ﬁ est continue sur R% et h(u) = f(u)g’(u) avec g(u) = sin(u?)
u
et f(u) = 1 Comme lim f(u)g(u) = lim f(u)g(u) = 0, la convergence de f o fg’ équivaut a celle
2u’ w0+ u—+oo ' 0

+o0 400 400 ¢i 2
de fo f'g et en cas de convergence on a fo h = f %th)du. Or la fonction k : u —

sin(u?)
0 2u u’

se

—+oo
prolonge par continuité en 0 et k(u) = (0] (%) donc k est méme intégrable sur R . Ainsi f o h converge.
oo \u

400 +o00 ¢ +o0
Posons 1 = fo h. Par le changement de variable v = u?, on a I = fo 751; 5 =4 f sm
u

car v — /v est bijective de R* dans lui-méme, strictement croissante et de classe C'.
X ptDmog (n+1)7 gi
Par CHASLES : I = ) f SI() 1 Posons = f sin(v)
n=0Yn7m V\ﬁ nm V\/;
sin(w)

7T
_ S _ (_1\n : — (1
v =w +nmn, il vient u,, = (—1) fo 7(n7‘[+w)3/2 dw car sin(nmt+w) = (=1)" sin(w).
e Comme sin est strictement positive sur ]0; [, la suite (un)n>o est alternée.

f" sin(w) dw < j‘“ sin(w) f" sin(w)

dv, avec le changement de variable

hd ‘un+1| = 0 ((TL+])7T—|—W)3/2 0 ((Tl+])7T)3/2 dw < 0 de = |U'n‘ donc (‘unDn}O
est strictement décroissante. Enfin [uy| < fon o —|—]w)3/2 dw < (mss/z donc nEToo [un| =0.
On conclut par le CSSA que 2;0 un, converge (on le savait déja) et surtout que le signe de Jrif;un =1 est
n> n
celui de up > 0. Ainsi [ > 0. Par conséquent : u,, ~ —= et la série Y u, diverge d’aprés RIEMANN.
+oo \f n>0

3.112 ] Une petite étude de fonctions montre que f : x — tn(x) est décroissante sur [e; +o0o[ done sur [4; +o00].
X

p+1

Ainsi, pour p > 4 : f lTltdt<—E< f lTLtd’ce‘censommant vn > 4, un—lgzﬁ-%ﬁ—wn ol
P
p—

2
@. Pourn>4:vyp—vp_1 = lnTn

n+1
Int

t

dt donc (vn)n>4 est

n
Intg <w, fl dt d’ott uy, ~
t 3 t [eS)

L=z

4 n

(Inn)~ n)?

> +0+0(1).

décroissante et minorée d’apres ce qui précede donc elle converge vers £ et on a donc Un =

3

2n (_q1\n
Pourn}],onazmz

n 2
= > ( k) _ M Donc, il vient

S oIn(2k) K In(k—1)
k§1 b ” k

—_

N (-1 nn

k=1
2n n
o ™ n
Sy = k; SRR = (In2)Hp o un — uzn puis | lim (1;1 ()nn> = lwm@)(2y - Q) car

n(2)(2y — n(2)). On

N—‘N\—‘

Hp =1n(n) +v +o(1). Comme Szn41 = Szn + 0(1), la série proposée converge vers —
oo
pouvait dire que cette série convergeait sans ce calcul car elle vérifie le CSSA.

3.113| Clairement (xn)n>0 est bien définie et on montre facilement par récurrence que ¥n € N, xn > 0 donc

Xn41 — Xn > 0 et la suite est croissante. Si elle convergeait vers { > xo > 0 alors, en passant a la limite dans
(M), =10+ % : NON ! Ainsi, elle ne peut pas converger, donc elle tend vers +oo car elle est croissante.
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Par télescopage, la série > 1 - > (*n4+1 —xn) a la méme nature que la suite (xn)n>o donc elle diverge.
n>0 Xn n>0

En élevant xx41 = xx + 1 au carré, on a Xt —xE =2+ 2 On somme pour k € [[0;n] pour obtenir par

Xk Xk
télescopage encore : xZ,; —x§ = X_: 1—% On en déduit que x4 ; > 2(n + 1) donc Xiz < 21771 des
N T TS IR N T o~ 1 1 .
quen>1. Ainsi: Y, 5> -5+ > -. Onsaitque ) + =Hp ~ ()doncZ—Zz o(n). Comme
k= oXk x5 2k:1k k=1k +oo Xj oo
XA =2m+2+ Z 5 +x3, il vient x4 ; = 2n + o(n) donc xZ , iod 2n ce qui donne au final x,, ol V2n.

oXk

3.114 Si u,, € [0;7], alors 1 — cos(un) € [0;2] C [0;7n]. Par récurrence, on a donc Vn € N, u, € [0;7]. Soit

f: [0; 7] — [0; 7] définie par f(x) = 1—cos(x) de sorte que un4+1 = f(uy, ). La fonction f est croissante sur [0; 7]
car f'(x) = sin(x) > 0. Ainsi, on sait que la suite (un)n>0 est monotone. De plus, uj = 1——cos(up) < ug car

une petite étude de la fonction g : x — f(x) —x de dérivée g'(x) = sin(x)—1 < 0 (et ne s’annulant qu’en x = g)

montre que Vx €]0;7], g(x) < 0. Ainsi (un)n>o est décroissante, minorée par 0 : elle converge vers un réel
¢ € [0;nt]. Par continuité de f, en passant & la limite dans un1 = f(un),ona f(f) = ( <= g(f) = 0 < ( = 0.

Siug =0, alors VYn > 0, u,, =0 et la série > uy, converge clairement.

n=0
u2
Sinon, u,, > 0 pour tout n € N. Comme Um u, =0, par le DL de cos en 0 a 'ordre 2, on a up 41 ~ -2,
n—+o00 +oo 2
u o s
—ntl o Un done lim —™F! et on conclut que 3 u, converge absolument par la régle de D’ ALEMBERT.
Up +oo 2 n—4oco Up n>0

3.115]| D’abord, comme « > 1, la série > % converge d’apres RIEMANN donc Ry, est bien défini en tant que
n>1n

1

reste de série convergente. Comme la fonction t — « est décroissante, pour k > 2, on a par comparaison

e Mgy _ 1 k dt
série/intégrale fk o < P < 1 (& . On somme pour k allant de n + 1 & oo (tout converge) et on a :
{ ]m: . TN A roo
(oc—])(n—l—] n+1 I L (c—1)t*Tn (o 1)n°‘ T
P ()
On en déduit bien que Ry, ~ é. Comme o« > 1, S 0. Onadonc *n ~ Gl
d " too (o0 — 1! * s (o) # 5 oo (o — 1)1

Toujours d’aprés RIEMANN, on peut conclure que > Rn i et seulement si « > 2.
n>1l°n

_ n _ n
3.116 |Pourn > 1, un = In(2n+(=1)")—1n(2n) = In (1 + (=1) ) _ (=1 el +o<4 ) donc on peut écrire
n n?

2n 2n
(=n"
et Wn = Un —vn ~ ——5. Y vn converge d’apres le CSSA et >~ wy
n +00 411 n>1 n>1

converge absolument par le critere de RIEMANN (2 > 1). Par somme la série numérique »_ u, converge. Or
1

n>l1
(—1)" . . .
donc [un| ~ == et la série > |un| diverge toujours
2n +oo 2n n>1
=
par le critere de RIEMANN. On en déduit que > wuy est semi-convergente.
n>1

(3137) On pose = ((n+ (<)) =) = n (14 505) 1) = ner(1a 0 2l8s Mo (1) 1)

o0
ofoc — 1 —n" -
an avec v, = ( 1_>“ et wn ~ 2]—cx > 0. Comme 1 — « > 0, la série Y vn

2 n +oomn n>1
converge par le CSSA. Comme 2—« > 1, la série Y wy, converge absolument. Par somme, Y wu, converge.
n>1 n>l

Un = Vp + Wpn avec v, =

d’apres le premier développement, on a u, ~
+oo

[N _
d’ot up = avy +
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—+o0
3.118) On sait que > z"™ = % des que z € C et |z| < 1 (avec convergence absolue). On ne peut pas dériver
n=0 -z

en complexe donc on se doit d’utiliser un produit de CAUCHY pour faire apparaitre ce n. Ainsi, si |z| < 1,

(502“)(3022”):%0(i]ﬂ)z“;f(w)zn e R

n=0 n= n=0 ) n=0 T—z (] - Z)Z'
(1 +20)°

“+o0
e +21) - 20 O+20"  (+20((0+20) —1)2

Ainsi, comme ’ ‘ <1,o0na Z

=
N |-

1
1421
3.119 La fonction t — ﬁ est continue et décroissante sur R donc, pour tout entier n > 1, on a les inégalités

Vi 1,2 Mg Lo [f g g b [ e <y < M at. Ainsi
6 n+ n fk ﬁt\ﬁ\ k1\[t n somman f Wt\un\fn ﬁt' nsi
<

[Z\f]ffr{] < up < 2VAEEY = 2(vV2 - 1)y/n. Or [Zﬁ]ﬁT{] = 2y/2n+1 —2y/n+1 donc, en factorisant,
cela donne [2\ﬁ]$11+11 = 2\/ﬁ<ﬁ\/1 + i - \/1 + %) donc [Z\f}i’r{] (ﬁ — 1)y/n. L’encadrement

précédente nous montre alors par le théoréeme des gendarmes que un o Z(ﬁ —1)y/n.
o0

_ n _ n _ n
3.120 | Posons u,, = ln(l + %) sin > 2, alors comme lim ( 102 =0,onau, = ( 102 -1 —&-O(%)
n n

n—4oo n too M 2n™

- 1 . (="
donc, en notant v, = un — (7, on avy ~ ——->— < 0. La série converge par le CSSA car
n " n% N nz;] n* 8o P
(%) - décroit et tend vers 0. La série > vn converge si et seulement si 2« > 1 (signe constant).
nz n=2

Ainsi ) u, converge si et seulement si o > %
n>2

3.121|Si |a| > 1, comme hm [vn| = 400, la suite (at\/ﬂ) ne tend pas vers 0 et la divergence de la série
n—

neN
> alv] est alors grossiere. Si a =0, comme VYn > 1, alvrl = 0, on a convergence de Y alvil,
n=0 n>0
Si a €]0;1], comme /n —1 < [yn] < y/m, il vient aV™ < alvi) < aviT = 1vA car t s ab est
a

décroissante.  Or n2aV™ = eVnin(@)=2n(n) ot /min(a) — Zln(n) ~ \/ﬁln(a) — —00 par croissances

comparées donc lim nZaV™ = 0. Ainsi aV™ = o( 1 ) donc, par comparaison, Y. alvr] converge.
n—+4oo +oo Tl n=0

Sia e } - 1;0[, |aL\/ﬁJ| = \a\L‘/ﬁJ donc, par le cas précédent : alvrl converge absolument donc
n=>0

converge. Au final : ) aLﬁJ converge si et seulement si —1 < a < 1.
n>1

3.122] Soit on se rappelle (mais c’est hors programme) que Hy fox In(n) +v + o(1) et on soustrait pour avoir
o0

Hont1 —Hn = In2n+1)—Inn+vy—vy+o(1) = In(2)+o0(1) et le tour est joué, soit on utilise les sommes de
o0 oo

2n n n
RIEMANN car Hpn —Hp = > 1_ > — =1 > (7> avec f : x — —— qui est continue sur [0;1].
F I~ S A S e T+x

1
Par théoréme sur les sommes de RIEMANN, on a _lim  (Han — f f(x)dx = [In(1 + X)} =1n(2). Or

n—+oo 5

lim (Hant1 — Han) = 0 donc ceci montre aussi que liT (Hont1 —Hp) =1n2.
n—

n—-+oo

n
Comme Y k% > n? on a a, < iz donc, par comparaison, Y, an converge. On décompose en éléments

k=1 n n>1
simples : 6 =a,_b —|— . Par les méthodes habituelles, on trouve : a =6, b =6 et
x(x+1)(zx+1) X X1 +
o - 1 1 L
— 24, Ai - ( +l—4 ):62H S . P
c insi, pour n > 2:: z:: I D ( n+n+1 k;ZkH)
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n n n
et Sp = 6(2Hu+———1-4> 1 4> Loas Ly gH,+———1-4H,, - +4+42H,).
k=12k =72k

1
Avec la question précédente, on a donc HT Sp =18 —241n(2) ~ 1,36.
n—+oo

(n+1)m
3.123 | Soit n > 1, 0 < up, < f " | sin(x)|™™dx car |sin(x)| < 1 pour x € [nm; (n 4 1)n]. Comme x — | sin(x)]
nrt
7T
est m-périodique, on a encore 0 < un < fo | sin(x)|™™dx. Puisque sin(m — x) = sin(x), on a par symétrie

/2
0<u, <2 fo sin(x)™dx. En posant fy, : x — sin(x)™", la suite de fonctions continues (fyn)n>0 converge

simplement vers la fonction nulle (continue) sur [O; %{ et Vn € N, Vx € [O; % {, [fan(x)| < @(x) = 1 avec @

o m S Lo . /2 /2
intégrable sur [O; S [ D’apres le théoreme de convergence dominée, lim sin(x)"dx = f 0dx = 0.
2 n—+oo0 J O 0
On étudie la fonction g : t +— sint — 24 sur [O; %}, g est deux fois dérivable et g'(t) = cos(t) — 2 et
T m
g”(t) = —sin(t). Ainsi, g’ est décroissante sur [O; %} et comme g’'(0) > 0 et g’(%) < 0, il existe un unique

0; [ tel que g’'(«) = 0. Ainsi, g est croissante sur [0; o] et décroissante sur [oc; E} donc g est positive

2
sur {O; %} car g(0) = g(g) = 0. Ceci justifie bien que Vt € {0; %}, sint > 24,
7
On reporte dans l'intégrale et, toujours avec des arguments de symétrie puisque sin(m — x) = sin(x) :

(n+1) /2 /202 \¥ 2 (2 )\mm
s fn: n|sin(x)|("+1)ndX=2fon |Sm(x)|(n+1)ndx>2f0” (lx) dx2zfo” (;X) dx.

T e
/2 (n+1)m (n+D) am/2 (n+1)7 (m+1)7t+1

Or Zf (;x) dx = 2(;) f x(M DTy = 2(;) é(ﬂ) ce qui
0 m m 0 m m+1)r+1\2

fait que u, > m ol 1; Par comparaison, né:o u, diverge.

X
La fonction F : x f1 | sin(t)|'dt est clairement dérivable et croissante donc F admet une limite (finie ou

n
+00) en +oo par le théoréme de la limite monotone. Or F((n+1)7) > > uy d’apres la relation de CHASLES.
k=1
n

Comme on sait que lim > ux = 400, on en déduit par encadrement que lim F((n+ 1)) = +00. On
n—+00 1 73 n—-+00

re . er . .
en déduit donc que f1 | sin(x)|*dx diverge aussi.

3.124|a. f: [1;4+o00[— R définie par f(t) = @ est dérivable sur [1;+o0[ et f/(t) = t]—z - hlgt) - _tlzn(t), ainsi

K1
f est décroissante sur [e; +-o0o[ donc sur [3; +oo[. Ainsi, Vk > 4, fk f(t)dt < f(k) <

< [io fan k=)

n
et, pour n > 4, en sommant ces inégalités pour k € [4;n], comme u,, = > f(k), on a 'encadrement suivant,
k=1

[ fat < — 1)~ 13) < [ (et = in1) W) o)) <

4 2 2
2
car une primitive de f est t — n”(t)

. Comme In(n + 1) ~ In(n), par encadrement, on a uy ~
400 +oo 2

b. Posons dp = up, — %(lnn)2 pour n > 1. Il s’agit de montrer que (dn)n>1 tend vers c € R.
. . n In(n) s
Méthode 1 : posons, pour tout entier k > 1, w,, = f : f(t)dt — —— pour n > 1. D’apres a., on a
n— n

n
Vik >4, 0 < wi < f(k—1) — f(k). En sommant et par télescopage, on a 0 < > wyi < f(3) — f(n) < £(3).
k=4

Les sommes partielles la série > wy, sont majorées donc, comme la série > wy est & termes positifs, elle
nz4 n>4
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@) | )

n
converge d’apres une propriété du cours. Or, par CHASLES, Y wy = f: f(t)dt —un + 3 > donc
k=4
n 2 2 400
S owy = n"(n) _n (3) —un + M + M En notant la somme de la série W = Y w;,, on a donc
=, 2 2 3 2 =
2 2
n Z(n) _n 2(3) —un + lnsﬁ + @ = W + 0(1) ce qui donne le développement asymptotique attendu,
o0
_ n?(n) , n(2) , n(3) 1n?(3) _ n?%(n) _n(2) , n(3) 1n%(3)
n = + 3 3 W+o(1)+—oo 5 +c+o(1) avec ¢ = St 3 3 w.
n
Méthode 2 : pourn >4, dpn—dn—1 = un—uUn—_1 —%(lnn)z—i—%(ln(n—]))z —nn_ : mTtdt. La premiere
n n—

inégalité (de droite) de la question a. montre que (dn)n>4 est décroissante. De plus, la seconde inégalité

de la question a. (& gauche) montre que u,, — %(lnn)2 > f(2)+f(3) — %(111 n)? + %(m(n +1))2 - %(lnél)z.

Comme %(ln(n—&—l))z - 1E(ln n)2 > 0, on en déduit que d,, > f(2) +(3) — %(1114)2 donc (dn)n>4 est minorée

donc elle converge (vers c) par le théoréme de la limite monotone.

Méthode 3 : pourn > 2, dny —dn—1 = Un —Un—1] —%(lnn)z—i—%(ln(n—w)z = ln—n—%(lnn)z—i—%(m(n—w)z.
n

Or In?(n) — n?(n — 1) = (In(n) + n(n — 1))(In(n) — n(n = 1)) = (2 In(n) + In (1 - %)) X In (1 - %)

done n?(n) — n?(n — 1) = (2tm) +0(1))(L +0(L)) = 2in(n) | o(‘“(ﬁ). Ainsi, on obtient
+o0 n n n“// 40 m n
dp —dn_1 = O<ln(2“)) — 0( 3]/2) donc " (dn — dn—1) converge absolument par comparaison & une
+oo n +too \n n>2
série de RIEMANN donc, par dualité suite-série, la suite (dn)n>1 converge (vers c).
2
Avec les trois méthodes, lim dn =c € Rdoncd, = c+o0(1) dottu, = (inn) +c+o(1)avecc € R.
n—+4oo +o0 +o0 2
2n (_1\k n n _ n 2n
c. Pourn > 1, omaSm = 5 (=D Ink _ 3 In(2k) 3 nQ2k—1) _ '3 In(2k) In(k)
K=1 k k=1 2k K 2k —1 k=1 2k k=1 K

=1
n n 2n
Puisque In(2k) = In(2) + In(k), il vient Son =1n(2) > -+ > n(k) _ > k) _ (IN2)Hp + un — un.

Ainsi, d’apres ce qui précede, Son = n(2)(In(n) +v) +
oo

2n k
nLi)Too <k¥1 (—1)klnk) = %ln(l) (2y = n(2)) car In(2n)? = n(2)? + 2In(2) In(n) + In(n)?. Comme

Sont1 = San +0(1), lim Sony1 = 1 ln(Z)(Zy — In(Z)). Comme (San)n>1 €t (Sant1)n>0 convergent vers
400 n—-+oo 2
—+00
la méme limite, on a nl_i)r_:}oo Sn = ]Eln(Z) (2y = n(2)). Au final, n2::1 (—1)”1‘“?n = % n(2)(2y — n(2)).

3.125]a. Pour n > 1, f, : R4 — R est continue et strictement croissante car Vx > 0, f; (x) = (1 +x)e* > 0. De

plus, par croissances comparées, f(0) = —n < 0 et 11111 fn(x) = +00. Par le théoréme de la bijection, f,,
X—>+0o0

réalise une bijection de Ry dans [—n;+oo[ donc Fluy > 0, fn(un) =0 car 0 € [—n;+oo] et f,(0) # 0.

b. Soitn>3,onaf (1) =e—n<0care~272et fy(ln(n)) =nin(n) —n=n(ln(n) —1) >0carn >e
donc (1) < fn(un) < fa(In(n)) et on conclut par stricte croissance de f, que 1 < un < In(n).

Comme une'™ = n, on obtient In(un) +un = In(n) donc 0 < In(n) — un = In(un) < In(In(n)). Or, par
croissances comparées, In(ln(n)) = o(ln(n)) donc, par encadrement, In(n) — uy, = o(ln(n)) ce qui est la

définition de ’équivalence uy o In(n).
oo
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c. Comme u, —Inn = —1In(u,), on peut espérer montrer que u,, — In(n) fodiy In(ln(n)). On étudie donc
o0

un —In(n) +In(ln(n)) =In (lnu(in)) qui tend vers 0 car lim tn(n)

=1 par la question précédente. Ainsi,
n—+oo0 Up

up—In(n)+in(in(n)) = o(1) = o(In(in(n))) ce qui, encore une fois, se traduit par un—In(n) ~ —1In(in(n)).

foo +o0 +o0

. _yny — 1
nBTOO(n—i-( nm) —|—ooetn+ 1 e

3.126 | Comme n+(—1)™ > 0 pour n > 2, uy, est bien défini. De plus,

TLZ

1
(
donc, comme sin(x) §x+0(x2), onaun +:oo(f1)“(n+(17_])n+0( 1 )) Mais n—|—(17—1)“ = Tll <]>
Jr

done e = 1(1+0(3)) 2 +0() At = (1 +0( ) m(_l)nw(:z)-

-nH" N ‘s -1"

En posant v, = u,, — Q, on a donc vy = O(iz) d’apres le calcul précédent. Comme > ="
n +oo n n>2 TN
converge par le critére spécial des séries alternées car (l> décroit et tend vers 0 et que Y vy converge
n/nx2 n>2
absolument par comparaison aux séries de RIEMANN car 2 > 1, > uy converge par somme.
n>2
Comme la série ) u, est alternée, on aurait pu s’intéresser a la décroissance de (|un|)n>2. Or (Jun|)n>2
n>2

est positive et tend vers 0 mais elle n’est pas décroissante car [uzn41| = sin (%) > sin ( 1 ) = [uzn|.
n

2n+1

o1



