DEVOIR 08 : SERIES NUMERIQUES

PSI 1 2024-2025 mardi 05 novembre 2024

QCM

RIEMANN et D’ALEMBERT : soit (un)nen une suite de termes réels strictement positifs

lim Yntl - — > un converge Um /nu, =3 = > u, diverge

n—+o0o Up n>0 n—+oo n>o0
. . )
lim 2t — 1+t — 3y, diverge Um nup =0= > u, converge
n—+o00 Up n>0 n—-+4o0o n>0

Série de signe quelconque : soit (un)nen une suite réelle qui tend vers 0

> Jun| converge = > u, converge > un converge = > uZ converge
n=0 n=0 n=0 n=0

> u? converge = > sin?(u,) converge > |un| converge = > uZ converge
n>0 n>0 n>0 n>0

Comparaison : s0it (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles

siun+f;ovn: > un ACV <= > v, ACV siun+zooo(vn): S vp ACV = Y u, CV

n>0 n=0 n>0 n=0
3.2] siupn ~vp: Y u, OV <= > v, CV Siun:o(vn):zanV:> > un CV
+oo n>0 n>0 +oo n>0 n>0
+oo
Séries alternées : soit (un )n>0 une suite réelle positive décroissante qui tend vers 0, on pose Rp, = > (—1)*uy
k=n+1

Rn| < Jungi| [Rn| < unst2
[Rnt1] < un Rnt2 < [un]

Enoncé | Enoncer les trois hypotheses et les trois conclusions du critere spécial des séries alternées.

Soit (un)nen € RYN une suite positive, décroissante et qui tend vers 0. On pose, pour n € N,

n
Sn= > (=1 uy, an = San et by = San41, montrer que les deux suites (an )nen et (b )ne n sont adjacentes.
k=0

n n
Pour n € N*, on pose u, = 1 cos (zn—“)7 Sn= > ugetHyp= > 1
n 3 k=1 Kk=1K

On rappelle que Hy, = In(n) +v + o(1) onr y est la constante d’EULER (y ~ 0.577).
oo

a. Exprimer, pour n € N*, le réel S3,, en fonction de H3,, et Hy.

b. En déduire lim Szn. Montrer que les suites (Szn4+1)n>0 €t (S3n+2)n>0 convergent aussi.

1
n—-+oo

—+oo
c. En déduire existence et la valeur de > u,.
n=1

_ n
Soit « € R. On pose, pour des entiers n > 2, u,, = S G )

nx 4 (=)
Pour quelles valeurs de « le terme u,, est défini pour tout entier n > 2 7

Dans ce cas, pour quelles valeurs de « la série ) uy est-elle absolument convergente ?
n=2
Toujours dans ce cas, effectuer un développement asymptotique de u, & lordre 2 (deux termes significatifs)

et en déduire une condition nécessaire et suffisante pour que > uy, converge.
n>2



| DEVOIR 08 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 08 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-j | 1] 2] 3|4 | Fautes
1

2
3
4

1.1 Faux : pour u, = 1 par exemple 1.2 Vrai: car alors (un )ne n ne peut pas tendre vers 0 donc divergence
n

grossiere 1.3 Vrai : a partir d'un certain rang u,, > A et RIEMANN 1.4 Faux : pour uy = 1
Vn In(n)
_ n
2.1 Vrai : ACV implique CV 2.2 Vrai : lim un = 0 et uZ ~ sin(un) >0 2.3 Faux : u, = (=1)
n—-+oo +oo n

(CSSA) et u2 = 1 2.4 Vrai: lim u, =0 donc u?Z = o(|un]) et comparaison.
n n—-+oo +oo

_ n _ n
3.1 Vrai : \un\ ~ \vn| et jun| >0 3.2 Faux : % +louy ~vn = (=1) et Y un diverge alors que
n

n +oo \/TT. n>1

: )" 1
. 3.3 = t 34F (7 t = —".
nz;] vy converge Vrai : |un| o(\vn|) e nz;o |[vn| converge aux : vn S etun = o o)

4.1 Vrai : CSSA 4.2 Vrai : |[Rnt1| < [uns2| =uny2 <up 4.3 Faux : siu, = 27“’ on a Z (=) "u, = §

_1\n+1
et, apres calculs, Ry = (=1 et [Rn| > unt+2 4.4 Vrai: [Rnpz| < Jungs| =unt3 < un.

3x2"
Si >~ un est une série alternée telle que la suite (|un|)n ¢ v est décroissante et tend vers 0 alors 3 un
—+oo
converge. De plus, pour n > —1, Ry = > wuy est du signe de uny1 et [Ry| < [unyil.
k=n+1

Vn € N, ant1 — an = Sant2 — San = (=) 2uznyo + (=12 uon gy = uang2 — wans1 <0 car

(up)pen est décroissante donc (an)nen est décroissante. De méme, by — by = Uzn42 — Uzn43 = 0 donc
(bn)nen est croissante. De plus, an, — by = San — Sona1 = Want1 OF (Uznt1)nen tend aussi vers 0 en tant
que suite extraite de (un)nen donc lim (an —by) = 0. Ainsi, (Son)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes.

3n
a.sgn:zuk:(—%—%+;)+(-1—L+1)+...+(- R H—
k=

8 2Bn—2) 2Bn—1) ' 3n
—1 3n n
. 1 1 17 1 1 1,1 1 _ Hnp—Hs
e N*d S3pn = —= d 1 L 1 _ An — A3n
pout One >3n 223k+1 2k203k+2 k; PR PRl P 2
P Inm)+y—@Bn)—y+o(1) _ (3 ) Lo )
b. On en déduit que Sgn+ > = —2 o(1) ainsi nHToo S3n = -
. . In(3
Comme S3n41 = S3n +U3n41 €6 S3ny2 = S3znt1+usni2, onaaussi Um S3pp; = Um Szpq2 = —M.
n—-+oo n—-+4oo 2
n(3) e 1
c. Comme (Sg,n)n , (S3n+1 )n>o et (S3n+2)n>0 tendent vers ——=~ > u,, CVet > up =0= -3 In(3).
n>l n=1

Si « < 0, uz n'est pas définie car n® + (—1)> < 0. Si a > 0, n® + (=1)™ > 0 pour n > 2

_ n

et un est défini. Comme |upn| ~ ﬁ, S upn ACV <= a > 2. Sia >0, up, = ( 2 1 donc

toon2’ 13H n?2 \/ "

14—

n
u S Gl ) —l—o(] )etu = vn + wn avec v —(_1)netw ~——l_ <0 > vn CV
n = o 3o 3 n = Vn n n = o n 3 . n

+oo 2 7z nz2 nz2 too T n>2
(CSSA) car (% décroit vers 0 car « > 0 et Y. wy CV<= o > 2 Par somme, > un CVe= o > Z
nz/nx2 n>2 3 n>2 3



