Correction du DS3

Probléme I : (extrait de Centrale PSI 1997 maths 1)

Partie I :

1.a) On a (séries de Riemann) ’IA =Ic=|1,4o0[doncy=9§=1

In(n) . . i 1
b) Comme |u,(x)| = rarar ST < —1 alors, par croissances comparées, e o(Jun (x)|) donc Z|un(x)
1
diverge et si z > —1, on choisit y tel que 1 < y < x + 2 de sorte que I'on a u,(z) = o (—), toujours par
n—+oo ny
croissances comparées, donc Z |t ()| converge. On a donc ‘ Ip=]—1,+c0[etd=—1 ‘

Si x < —2 alors (un (7)) ne tend pas vers 0 donc Z un(x) diverge. Si z > —2, Z un () est une série alternée

In(t 1—-(14+2)Int
qui vérifie le criteére spécial (on étudie la fonction ¢ — ;—5_2), de dérivée t — %, pour vérifier la
décroissance de (|u,(z)|) a partir d’'un rang n > eﬁ). On a donc ‘ Io =] —2,+o0[ et v = —2‘
2.a) OnalsCle donc
1 . 1
b) up(x+1+4+¢e) =up(z) X i et comme Zun(m) converge, ngr-ililoo Un(x) =0et up(x+1+¢) o © (W)

ce qui prouve que Zun(w + 1+ ¢€) est absolument convergente

Onaprouvé z € Ic = 1+xz+¢e € 14 donc § < v+ 1+ ¢, ceci étant valable pour tout ¢ >0, ona|d <v+1

¢) Avec l'exemple de I.1.a, ona vy =0 = —1.
d) Avec 'exemple de I.1.b,ona d=—-1=~+1.

o (=nm 1 (1) G < 1 )
3. Omaann_;_Oo Tn —%—&— - doncun(:v)n_;oo nw+1/2_2n””+1+0 i)

On a donc |u,(z)|

. ) 1
oo patifE positif, donc Z un(x) converge absolument si et seulement si = + 3 >1;o0na

1 1
§,+oo{et 0=

2
(=1~
N2 pSieo  opEtl’

donc I4 =

(-1)"
x+1/2

—1)"
converge ; de plus E ( +1)/2
nz

On a u,(x) — négatif, donc si x > 0, Z un,(z

n" 1
converge, donc Zun(x) converge. Par contre, si x < 0, la série Z {un — nﬁl)ﬂ} diverge; si . > —5
1" 1
Z ﬁ converge, donc Z un(x) diverge et si z < — —5 (un(2)) ne tend pas vers 0 donc Z un () diverge. On
déduit de tout cela I =0, +o0[ et
Partie I1

1. S k. A S I —
On a Un(l') \/ﬁ(l ( 1))m donc non 0(|un($)|), ce qui donne

Par contre, on vérifie, en étudiant la fonction ¢ — vt(In(t + 1)) que la suite (Ju,(z)|) est décroissante & partir

(In(1+¢))=~! 2t

Y () 4+ — | ——
2/t 1+t] t—+eo

plus lirf |un ()| = 0 done, d’apres le critére spécial des séries alternées, Z un () converge pour tout réel x, ie
n—r+00

1
2. 1l suffit de prendre a,, = NG et A, = In[In(n + 1)] pour avoir 14 = Ic = 0.

3. Comme I4 C Ig, il suffit de trouver un couple (an,A,) pour lequel 74 = R :sia, = 27" et A, = In(n), on a
1 1
o( 2) donc I4 = I =R.
n

2T nstoo

d’un certain rang (car +o0 donc est positive au voisinage de +00), de

Up () =

Partie III
1. Comme (\,) est positive, on a < y = |uy(y)| < |un(x)], donc si z € I4 alors Z |un(x)] converge puis, par

majoration Z |un (y)| converge, ie y € I4. On en déduit que ’ I4 est un intervalle non majoré‘

2. Si z > ~, par définition de la borne inférieure, x ne minore pas Ic donc il existe y € I tel que z > y > ~. La série

Zun(y) converge et on a 0 < up(z) < uy(y), puisque ay, > 0, donc Zun(x) converge




3.a) La fonction u — f(u)e™®" est continue sur R donc F est de classe C* sur RT et t — F(t)el® " est continue
sur [0, +oo[. De plus F' admet une limite finie en +o0o donc est bornée au voisinage de +00. On en déduit

F(t)ele=1 e © (e*(gﬂ*a)t) et comme x — a > 0, on a |t — F(t)el*™®* intégrable sur R*
—+00

b) Les fonctions F et t — e(®~ )

An
a / ft)e  x el gt =
0

sont de classe C' sur [0, \,,] donc, par intégration par parties (sur un segment), on

r An An 400

F(t)e(afz)t} — (a—x)/ F(t)a,(o‘*f”)t dt — (x_a)/ F(t)e(xfa)t dt
0 0 n——+00 0

n—-+4oo

An
car lim A, = +o0. La suite (/ flu)e ™ du) est donc convergente
0 n>1

1—[t—1| sitel0,2
+2) Onaplt) = { |O | sinon .

b) ¢ est continue sur R\ {0, 2}, lim ¢ = 1(i)r+n<p =0=¢(0) et limyp = lgngo =0 = ¢(2) donc ‘  est continue sur R‘
0- 2-

2 1 2
¢ est nulle hors de [0, 2] donc intégrable surRet/gp:/ (17\t71|)dt:/ tdt+/ (2—-t)dt = 1:/@
R 0 0 1 R

t—A\p

t— M\
.a) Sig ( ) # 0 alors 0 < < 2donc A\, <t <2r,+ A\, < A\yt1. La suite (\,,) étant strictement crois-
,

n n

t— A
sante, il existe au plus un entier n tel que ¢ €]\, A\,+1[ donc | au plus un entier n pour lequel ¢ ( n) #0
T

n

n t— )\n . .
b) On déduit de la question précédente g(t) = a—go ( ) sur | Ap, Ap41[ et comme h(r)n v =0, hr+ng =0=g(\n)
Tn Tn Am

et g = 0 sur [2r, + A\p, Apy1] done lim g = 0 = g(A,41). On conclut que ‘ g est continue sur R
A;«Fl

A1 ap [ (= t— A
c) Ona / g(t)dt = —p/ ® ( p) dt; on pose u = P la fonction u + )\, + rpu est de classe C*
Ap p I, Tp Tp

1
Ap+1 (Ap+1=Ap)Tp
sur R donc / p(t)dt = / o(u)rydu = 7“1,/ @ car (Ap+1 — Ap)rp > 2 et ¢ = 0 hors de [0,2]. On
A 0

» R

Ap+1
a donc / (t)dt = a,
A

P

n Ant1

. Avec la propriété admise, Z up () et Zvn () sont de méme nature. De plus Z vg(x) = / g(u)e” " du, on
k=0 Ao
An
a donc Zun(x) converge si et seulement si la suite </ g(u)e ™" du) converge. Si z > 7, il existe y € I
0 n>1

A’Vl
tel que Zun(y) converge donc ( / g(u)e v du) converge. D’apres la question II1.3, pour vérifier que
0 n>1

—+oo
Z un(x) converge, il suffit que / g(u)e™¥" du converge, on va donc chercher & prouver la convergence de cette
0

intégrale : soit t € R, il existe n tel que A\, <t < A\,41; on a alors

t An t
/ g(u)e ¥ du = / guw)e V" du + / g(u)e ¥ du.
0 0 A

n

t
Comme quand t tend vers 400, A, tend vers +oo, il suffit de prouver que / g(u)e " du tend vers 0 quand ¢

An
tend vers +oo : on utilise ce qui a été fait avant avec la suite (|a,|) & la place de (a,,) (tous les calculs faits sur g
n’utilisaient rien de particulier sur la suite (a,)); on a, en notant g la fonction (positive) construite avec (|ay|)

)\n+1

t An41
< / Flw)e " du < / Glw)e V" du < e / 3(w) du = un (9)
A A An

t
/ g(u)e " du
A

n

n n

Comme y € I¢, la série Zun(y) converge donc la suite (u,(y)) tend vers 0. On déduit donc de tout ceci que

Z un(x) converge | On vient de justifier |y, +0o[C I¢ et comme v = inf(I¢), ‘IC est un intervalle‘




Probléme II : (extrait de Centrale PSI 2013 maths 2)

Question préliminaire :

z a b z a2 b2 a
1. Onal+— = (1+—)+—d0nc ’1—1—7‘ = (1—1—7) + — | et pour n assez grand, 1+ — > 0 donc un argument
n n n n n n n

b
de 1+ z est | 8,, = arctan ( /n )
n

1+a/n
n 2 91/2 4
2. On a (1 + E) = {(1 + g) + b—} e Puis, comme lim b/n =0,0, ~ b/n et limn#,, = b; enfin
n n n? 1+a/n +o00 14 a/n

( a2 b2]"? n 2a 1 a 1 “
1—1—7) +— =exp|-In|l+—+o0(— = exp|n|—+o|— — e
n n +o0 2 n n +00 n n n—-+oo

On en déduit | lim (1 + E) — elatib) _ o2
n

n—-+oo

Partie I :
1. On vérifie | (A + I5)(A — 2I3) = 0|

1 n
(1—7) = —ay, + b,

n
2 n

(1+7) = 2a, + by,
n

de (1 + %)" par (X +1)(X —2) est é KlJr %)" - (1 - %)"} X+% Kl + %)" +2 (1 - %)”}

X n
2. Si (1 + —) = (X+1)(X—-2)Q+a, X +b, alors donc le reste de la division euclidienne
n

1 \" ) e? —e ! ) e2 4+ 2¢ ! e? —e ! e2 + 2¢ !
3. (.[3 + EA) = a, A+b, I3, ngrfoo an = — et ngrfoo b, = —5 donc| E(A) = 3 A+ 3 I3
2 -1 2 9,1
11 suffit de choisir Q = ¢ 36 X+ ¢ +3 ¢ pour que Q(A) = E(A).

Partie II :

1 \" A" A\
1. Si D = diag(Ay, ..., \p) alors (Ip—i—fD) :diag<(1+—1> ey (14——’)) ) —— | diag (e)‘l,...,e’\P) = E(D)
n n n

n—-+o0o

Comme E(D) est diagonale, on a det(E(D)) = e x --- x e* # 0 donc ‘ E(D) est inversible‘

2. Si P € K[X], on a P(D) = diag(P(\1), ..., P(\,)) donc P(D) = E(D) si et seulement si Vi € [1,n], P(\;) = ™.
1l suffit donc d’introduire g1, ..., 4, les coefficients diagonaux de D deux & deux distincts (les \; ne le sont pas
forcément) et P € K,_1[X] tel que P(u;) = e”* (interpolation de Lagrange) pour avoir P(D) = E(D).

3. Ona E(D + D') = diag (M4, M*%) done | E(D + D') = E(D)E(D)
4. a)

M, (K) est un espace vectoriel

PMP~' € M,(K) donc Np(M) existe

|| || est une norme donc & valeurs dans R™ donc Np est aussi & valeurs dans R

Si Np(M) =0 alors PMP~' =0 car || || est une norme puis M = 0 car P est inversible

Comme || || est une norme, Np(AM) = [|[PAMP || = |A| x |PMP™!|| = |\| x Np(M)

De méme, Np(M + M') = |PMP~' + PM'P~}|| < |[PMP~ Y|+ |PM'P~Y|| = Np(M) + Np(M")

On en déduit que ‘ Np est une norme sur M, (K) ‘

b) On vérifie Np(Dy, — A) = |[PD,P~' — PAP™!|| donc (Dy,) converge vers A pour la norme Np si et seulement
si (PDpP~") converge vers PAP™! pour la norme | ||. Comme M, (K) est de dimension finie, les normes Np
et || || sont équivalentes donc ces convergences équivalentes sont indépendantes de la norme utilisée.

1 1 "
5. En utilisant la question précédente, comme <Ip + 7A> =P <Ip + 7D> P~ ona ‘ E(A) = PE(D)P! ‘
n n

p

6. E(A) et E(D) sont semblables donc det(FE(A)) = det(E(D)), puis Tr(A) = Tr(D) = Z A, et | det(E(A)) = ™)
i=1

7. Onaxl,+A= P(zl,+D)P ™" et 2I,+ D est diagonale donc E(z1I,+ A) existe et E(xI,+A) = PE(zI,+D)P~!
puis E(zI, + A) = PE(z1,)E(D)P~" = Pe"I,E(D)P~" donc \ E(xI, + A) = " E(A) \

Partie III :
1. Ona A77'X =0 = A7X = A0 = 0 donc |ker(A7™1) C ker(Aj)‘ Supposons une égalité ker(A7™1) = ker(A%)

pour j < k et soit X € ker(A¥) = KP, on a 0 = A*X = AJ(A*77X) donc A*"7X € ker(A’) = ker(A7~1) donc
0= A1 (A*IX) = A*71X. On aurait donc K" = ker(A*~1), ie A*~1 =0 ce qui est absurde.




2. On a, pour j < k, dim(ker(A47)) > 1+dim(ker(A7!)) donc dim(ker(A?)) > j (par récurrence) ; pour j = k, comme
ker(A*) = KP, on obtient

1A\ & 1 1\" = 1.

3. I, et A commutent donc (Ip + 7A> = Z n — A7 donc, sin > p, (Ip + fA) = Z n — A7 ; il s’agit
n = 7)) n n i 7))

n 71Xn(n71)...(nfj+l) 1

il 4! nJ n—s+oo  j!

car tous les termes du numérateur sont équivalents a n et il y en a un nombre fixé (donc c’est un produit de j

1
d’une somme finie de suites. On étudie la limite de chaque terme : 5 (
n

p—1
1 .
équivalents) On en déduit | E(A) = A
- J:
7=0
4. Q = Z XJ convient.
Jj= 0 n p—1 n—j
1 n\ 1 1 N
5. Comme AB = BA, pourn >p,ona |[,+—(A+B)| = Z | =A< (I, +—-B . Il s’agit a nouveau
n = 7)) n
d’une somme finie, le résultat admis par I’énoncé est aussi valable pour ¢ = 0 puisque ¢ est la définition de E(B). On
; AT - — AT : J
a lim <]) — AT (Ip + nB) j!A E(B) done lim (1, A + B) Z —AE(B) = E(A)E(B),

Cest-a-dire | E(A)E(B) = E(A + B)|

6. A et zI, commutent, E(zI,) = e*I, existe donc E(zI, + A) = E(zI,)E(A) puis ‘ E(zI, + A) = e*E(A) ‘

p—1
1 .
7. On remarque que E(A) — I, = Z ﬁAJ peut se factorier en E(A) — I, = AM avec M € K[A] donc AM = MA.
=17
On alors (E(A) — I,)* = A*M* = 0 donc ‘ E(A) — I, est nilpotente‘

Partie IV :
1. Comme P(A) =0, on a P,(A) = R,(A4).
2. On commence par vérifier que la famille (Jé)ogigqfl est libre : on vérifie J = 0 et Jgil # 0 (par calculs matriciels).

q—1

Si E aiJ; = 0 alors en multipliant par Jg —1 il reste ozng ~1 = 0 donc oy = 0; on montre alors par récurrence que
i=0

tous les «; sont nuls en supposant oy = = a; = 0 et en multipliant la relation initiale par JJ~ =2 on trouve

ai+1 = 0 (déja vu de nombreuses fois!).

7 q—1 —
Si ZBZ (xlp,+Jq)" =0alors 0 = ZZ&( ,)xi_-ng = Z (Z Bz< ) -j> Jg donc pour tout j €[0,¢ — 1], on

1=0 j=0 7=0

) .
a Z Bi ( > 77 = 0; il ’agit d’un systéme linéaire triangulaire supérieur (dont les inconnues sont les 3;) et dont les

coefficients diagonaux valent 1. L’unique solution est alors fy = -+ = 41 = 0donc| ((zI, + J¢)*) o<, o5t libre
p—1 p—1
3. Si Z a; B =0 alors Q = Z a; X" est annulateur de B donc de chaque bloc (Ailn, + Jn,) = B;. Comme J;J' =0,

i=0 i=0
on a (B; — \il,,)"" = 0; si on effectue la division euclidienne de @ par (X — X;)", @ = Q;(X — \;)" + R; avec
deg(R;) < n; — 1, alors on a R;(B;) = 0. La liberté des matrices (B} )o<j<n;—1 impose alors R; = 0. On vient donc
de prouver que \; est une racine de @ de multiplicité > n;. Ceci étant valable pour tout i € [1, k], Q est divisible
k
par H(X — \i)"™ = P. Comme deg(P) = p > deg(Q), Q@ = 0 et tous les a; sont nuls puis | (B")o<i<p—1 est libre
i=1
4. D’aprés IIL.7, en appliquant le résultat sur chaque bloc diagonal, on obtient E(B) = lim P,(B) existe et

n—+oo

E(B) = diag(eM E(J,,,), ..., E(J,,))

La suite (R, (B)) est donc une suite de K,_; [B] convergente (B")o<i<p—1 est une base de K,_;[B] donc si on écrit
p—1

R,(X) = Z ai(n)X*, la convergence de R, ( Za, B' équivaut a la convergence des suites (a;(n))n>1.
i=0

Tous les coefficients de R,, convergent quand n tend vers +oo donc ‘ la suite de polynémes (Ry)n>1 converge‘

5. Comme R, ( Zal JA" et comme toutes les suites (a;(n)),>1 convergent, (R, (A)) converge et | E(A) existe



