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1 Si λ < 0 alors
un+1

un

− 1 ∼
+∞

− λ

n
d’après l’énoncé donc, comme − λ

n
> 0,

un+1

un

− 1 est positif à partir d’un

certain rang ce qui prouve l’existence d’un entier n0 tel que ∀n > n0, un+1 > un. Ainsi, ∀n > n0, un > un0

ce qui interdit la convergence de la suite (un)n∈N vers 0. La série
∑
n>0

un diverge grossièrement.

2 Comme ∀n > 1, vn = 1

nβ ,
vn+1

vn
=

(
1+ 1

n

)−β

=
+∞

1− β

n
+o

(
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n

)
car lim

n→+∞
1

n
= 0 et (1+x)−β =

0
1−βx+o(x).

Ainsi,
un+1

un

− vn+1

vn
=
+∞

β− λ

n
+ o

(
1

n

)
et

un+1

un

− vn+1

vn
=
+∞

µ

n
+ o

(
1
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)
avec µ = β− λ.

3.1 Comme β − λ < 0, d’après la question 2, on a
un+1

un

− vn+1

vn
∼
+∞

β− λ

n
< 0 donc

un+1

un

− vn+1

vn
est négatif

pour n assez grand ce qui montre l’existence d’un entier naturel N tel que ∀n > N,
un+1

un

6 vn+1

vn
.

3.2 Comme (un)n>0 et (vn)n>0 n’ont que des termes strictement positifs, on a ∀n > N,
un+1

vn+1

6 un

vn
d’après la

question 3.1 donc
(
un

vn

)
n>N

est décroissante d’où ∀n > N,
un

vn
6 uN

vN
= K. Ainsi, ∀n > N, un 6 Kvn.

3.3 Comme la série de Riemann
∑
n>1

vn converge (car β > 1), il en est de même de
∑
n>1

(Kvn) par opérations.

Par comparaison de séries à termes positifs, comme ∀n > N, un 6 Kvn, la série
∑
n>0

un converge.

4 Si λ ∈ [0; 1[, prenons β = 1, alors β−λ = 1−λ > 0 donc, d’après la question 2, on a
un+1

un

− vn+1

vn
∼
+∞

1− λ

n
> 0.

Comme avant, ∃N ∈ N, ∀n > N,
un+1

un

> vn+1

vn
ce qui implique ∀n > N,

un

vn
> uN

vN
= K d’où un > Kvn.

Comme K = nuN > 0 et
∑
n>1

vn diverge (série harmonique), la série
∑
n>1

(Kvn) diverge aussi. Par comparaison

de séries à termes positifs,
∑
n>0

un diverge.
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1
∑
n>2

xn est une série de Riemann divergente (harmonique) et
xn+1

xn
= n

n+ 1
=

(
1+ 1

n

)−1

=
+∞

1− 1

n
+ o

(
1

n

)
.

Une comparaison série-intégrale donne (grâce à la décroissance de la fonction f : t 7→ 1

t ln(t)2
sur ]1; +∞[) :

∀k > 3, yk = f(k) 6
∫ k

k−1
f(t)dt donc, en sommant, on parvient par la relation de Chasles à la majoration

∀n > 3,
n∑

k=3

yk 6
∫ n

2

dt

t ln(t)2
=

[
− 1

ln(t)

]n
2

= 1

ln(2)
− 1

ln(n)
6 1

ln(2)
. Ainsi,

∑
n>2

yn est convergente

(yn > 0 donc les sommes partielles forment une suite croissante et majorée donc convergente). De plus

ln(n+ 1)

ln(n)
=

ln(n) + ln(1+ (1/n))

ln(n)
= 1+

ln(1+ (1/n))
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=
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1+
1
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+ o
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)
=
+∞

1+ o

(
1

n

)
,

ce qui permet de simplifier

yn+1
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=
n

n+ 1
× ln2(n)

ln2(n+ 1)
=
+∞

(
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n
+ o

(
1
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×

(
1+ o

(
1

n

))−2

=
+∞
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.

Ainsi,
∑
n>1

xn diverge et
∑
n>2

yn converge alors que
xn+1

xn
=
+∞

yn+1

yn

=
+∞

1− 1

n
+ o

(
1

n

)
. On peut ainsi être

dans le cas λ = 1 avec convergence ou divergence de la série correspondante (les termes xn et yn sont bien

strictement positifs dès que n > 2) : le cas λ = 1 est un cas douteux de la règle de Duhamel-Raabe.

2 Pour n > 2, par télescopage multiplicatif, on a
wn+1

wn

=
√
n sin

(
1√
n

)
. Ainsi, comme lim

n→+∞
1√
n

= 0 et qu’on

connâıt le développement limité sin(x)=
0
x− x3

6
+o(x3), on trouve

wn+1

wn

=
+∞

1− 1

6n
+o

(
1

n

)
. Comme (wn)n>0

est à termes strictement positifs car ∀k > 1, 1√
k
∈
]
0; π

2

[
, on est dans le cas précédent avec λ = 1

6
< 1 donc,

d’après la question 3.3 de la partie 1,
∑
n>2

wn diverge.

3.1 Pour n > 1, fn : t 7→ 1

(t4 + 1)n
est continue sur R+ et 1

(t4 + 1)n
∼
+∞

1

t4n
donc fn est intégrable sur R+ par

comparaison aux intégrales de Riemann (4n > 4 > 1). Par conséquent, In =
∫ +∞

0
fn existe pour n > 1.

3.2 Pour n > 1, on pose u : t 7→ fn et v : t 7→ t de sorte que u et v sont de classe C1 sur R+ et que

lim
t→+∞

u(t)v(t) = lim
t→+∞

t

(t4 + 1)n
= 0. Ainsi, par intégration par parties, on a∫ +∞

0

dt

(1+ t4)n
=

[
t

(1+ t4)n

]+∞

0
+ 4n

∫ +∞

0

t4dt

(1+ t4)n+1 = 4n

(∫ +∞

0

dt

(1+ t4)n
−
∫ +∞

0

dt

(1+ t4)n+1

)
en écrivant t4 = (t4 + 1)− 1 et par linéarité de l’intégrale (tout converge) donc In = 4n(In − In+1).

3.3 D’après la question précédente,
In+1

In
= 1− 1

4n
=
+∞

1− 1

4n
+ o

(
1

n

)
. Comme

∑
n>1

In est une séries à termes

strictement positifs, on conclut avec la question 3.3 de la partie 1 (ici λ = 1

4
< 1) que

∑
n>1

In diverge.


