DEVOIR 09 : ESPACES VECTORIELS NORMES

PSI 1 2024-2025 mardi 12 novembre 2024

QCM

Normes : exemples et contre-exemples dans R3, Iapplication N qui a un vecteur v = (x,y,z) € R3 associe

..... est-elle une norme dans R3 7

NOW) =x*+ (x+y)? + (x+y+2)? N(V) = x| + [y +z| + [x +y + 2]
N(v) = Max(|x +yl, [y + z|, |x +z]) N(v) =[x +z|+ |y — 2|

Normes : soit E et F deux K-espaces vectoriels, u : E — T linéaire, N et N’ deux normes sur F et A > 0

N + N’ est une norme sur F E X N( u(x ) est une norme sur E
N x N’ est une norme sur F - AN est une norme sur F

Equiva]ence des normes : soit E un espace vectoriel muni de deux normes Ni et Nj telles que N7 < N3 et

(un)nen une suite de vecteurs non nuls de E et { € E

si (un )nen converge vers £ pour la norme N3 alors la suite (un)nen converge vers £ pour la norme Ny

si lm Na(un) = +00, les normes Ny et N, sont équivalentes
n—+oo Ny (un)

si E de dimension finie alors 3o > 0, Vx € E, Na(x) < aNq(x)
si E est quelconque alors Ja > 0, Vx € E, Na(x) < aNq(x)

Suites : soit E = R® normé par ||.||so €t (un)nen et (vin)nen deux suites convergentes de vecteurs de E dont

les limites sont respectivement £ € E et {' € E, soit aussi A € K ; on note un = (otn, Bn,¥n)

la suite (unvn)nen converge vers & la suite (Aun)nen converge vers Al
la suite (un + vn)nen converge vers £ + €/ les suites (an)nenN, (Bn)nen, (Yn)nen convergent

Définition | Donner la définition d’'une norme N sur un K-espace vectoriel E.

Vous définirez 'application et vous donnerez ses propriétés avec les quantificateurs.
Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues sur le segment [0; 1] & valeurs dans R. On pose,

sifeE, |[flle = Sup If(x)] = M{g}c [f(x)] (qui existe car |f| est continue sur un segment).

Montrer I’ homogenelte de || .]loo ; Clest-a-dire que VA € R, Vf € E, ||Af]loc = [A|]|f]]oo-

n
Soit E = Ry [X]. On définit N : E — Ry par VP € E, N(P) = 3 |P(k)|.
k=0

Montrer que N est une norme sur E. Est-ce une norme sur R[X] ?

Soit E = R3[X] qu’on munit des deux normes (c’est admis ici et classique) No et || . ||oo définies

par : VP = aX? + bX + ¢ € E, Noo(P) = Max(|al,|bl,|c|) et ||P||oo = té\[/lc?c” [P(t)]-

Déterminer la constante p optimale (la plus petite possible) telle que VP € E, ||P||co < PNoo(P).
P(1) + P(—21) —2p(0)  _ P(1) —ZP(—l) et c = P(0).
En déduire une constante « telle que VP € E, Noo(P) < «f|P||oo. Est-elle optimale (la plus petite possible) ?

En évaluant P (sous la forme ci-dessus) en —1,0,1: a =



| DEVOIR 09 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-j 11|23 |4 ]| Fautes

Sl w N

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 09 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-3 | 11213 |4 | Fautes
1 X
2 X
3 X X
4 XXX

1.1 Faux : les carrés empéchent 'homogénéité 1.2 Vrai: x+y=y+z=x+z=0=x=y=z=0c¢t les
3 propriétés sont assez simples a vérifier 1.3 Faux : la séparation n’est pas vérifiée car x =y+z=x4+y+z
peut se faire avec x =0,y =1 et z=—1 1.4 Faux : méme chose N(1,—1,—1) = 0.

2.1 Vrai : on vérifie les 3 propriétés 2.2 Faux : I’homogénéité n’est plus valable 2.3 Faux : ¢a ne marche
que si u est injective sinon on n’a plus la séparation 2.4 Vrai : clair.

3.1 Vrai:sie>0,3Ing € N, Vn > no, Na(un —€) <, alors ¥n = ng, Nqy(un —€) < Na(up — ) < e

3.2 Faux : cette limite empéche N7 de dominer N, 3.3 Vrai : toutes les normes sont équivalentes en
dimension finie 3.4 Faux : mais c’est faux en dimension quelconque.

4.1 Faux : on ne peut pas multiplier des vecteurs dans cet espace 4.2 Vrai: du cours 4.3 Vrai : du cours
4.4 Vrai : la convergence d’une suite de vecteurs est équivalente en dimension finie a la convergence de toutes
ses suites coordonnées dans une base quelconque.

Une norme sur ce K-espace E est une application N : E — R telle que :

(Cy) ¥x € E, N(x) =0 = x = 0¢ (axiome de séparation),
(C2) ¥x € E, VA € K, N(Ax) = |A| x N(x) (homogénéité),
(C3) VY(x,y) € E2, N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).
Soit f € E. D’abord, si A = 0, [|0.f||cc = 0 = [0] ||f||co- Soit maintenant A # 0.
e Preuve 1: c’est un maximum, Ixo € [0; 1], ||f||cc = |f(x0)|. AinsiVx € [0;1], |(Af)(x)| = |A|[f(x)] < [A][f(x0)]-
Or |A|[f(x0)| est une valeur prise par la fonction |Af], ainsi ||AMf||ec = [A||f(x0)] = [M||f]]co-
e Preuve 2 : Pour x € [0;1], |(Af)(x)] = |A|[f(x)] < |A|[f(x0)] (un majorant de |Af]) donc ||Af]|ee < [A]||f]|oo. On

applique ceci & % et (Af) donc H%(?xf)H < H‘ [|Af]|oo. Par antisymétrie de <, on a bien ||Af||oo = |A|||f]|oo-
o0

Soit P et Q deux polyndmes de E et A € R.

Séparation : si N(P) =0, Vk € [[0;n], |[P(k)] =0 et P an+ 1 racines distinctes donc P = 0 car deg(P) < n.

Homogéncité : N(WP) = 3 (W) (9] = 3= I[P/ = | 3 [P(0) = WIN(P).

Inégalité triangulaire : N(P+ Q) = > |[(P + Q)(k)| < (IP(%)] +1Q(k)]) = N(P) + N(Q).
k=0 k=0
Au final : N est bien une norme sur Ry [X]. Pas sur R[X] car N(P) =0 avec P = [[ (X —k) # 0 € R[X].
k=0

Par inégalité triangulaire : Vt € [—1;1], [P(t)] < |at?| 4 [bt| +|c| < 3Ny (P) donc p = 3 convient
et elle est optimale car ||P||o = 3Noo(P) pour P = X% + X + 1 # 0. 11 suffit de résoudre le systeme P(0) = c,
P(1) =a+b+cet P(—1) = a— b+ c pour avoir a = PO)+ P(—21) _ZP(O), b= P(1) _ZP(_U et ¢ = P(0).
Toujours par inégalité triangulaire : |a| < 2||P||oo, [b] < ||P]]oo €t |¢| < ||P||oo done Noo(P) < 2||P||oo-

Cette constante o = 2 est optimale car 2 = N (P) = 2||P||o pour P = 2X? — 1 # 0 par exemple.



