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a. Pour tout couple (io,j) € [1;n]?, par définition du maximum, on a |my, ;| < Z\él x |mij|. En sommant

n n
ces inégalités sur la ligne i, on obtient Vip € [1;n], > |mi, ;| < X 1T\</l.(2c |mij| = N1(M) ce qui montre
j:] j N

n
N7 domine N, car VM € E, N2(M) = 1Ma§ ( > |mio,)’|> <Ny(M) =1N1(M) (1). Or, on a égalité dans
Stoxxm ):]

I'inégalité (1) pour la matrice M = Ej; # 0. Ainsi, la constante optimale (minimale) « est « = 1. En
effet, 'l existait une constante « > 1 telle que YM € E, aN2(M) < N¢(M), alors pour M = Eq 1, on aurait

N2(M) =N7(M) =1 donc a < 1 ce qui est absurde.

n
b. Pour tout couple (i,jo) € [1;n]?, comme on somme des quantités positives, |mij,| < > |myj|. Ainsi,

en passant au maximum, Vjo € [1;n], 1l\</1'c¥c Imij,| < 1T\</l(¥< E |mij| = N2(M) donc, en sommant ces

inégalités pour toutes les colonnes, Nj(M) = Z 17\</l(ix Imij,| < nN2(M) (2). Or, on a égalité dans
jo=1

Pinégalité (2) pour M = I,, # 0. Ainsi, la constante optimale (minimale) B est B = n (comme avant).
a. e Si a = 0, 'inégalité ab < Lo + Tpa est yraie car 0 < Typa,
P q q

1

e Si a > 0, on étudie 'application ¢4 : RY — R définie par ¢q(t) = Eap +1

atq — at. @ est dérivable et

Yt >0, @’ (t) =t97" —a donc @ est minimale pour to = a'/(4=1) (faire le tableau de variations) en lequel

elle vaut @4 (to) =0 car p = ﬁ Ainsi @4 est positive donc @4 (b) > 0 ce qui revient & ab < Tor 4 ibq.
- P

1

On peut surtout utiliser la concavité de In sur R si (a,b) € (R%)? car, comme on a + + 1 —1, il vient
P q

In (lap + lbq) >1 In(aP) + ﬁln(bq) = In(a) + In(b) = In(ab) donc, par croissance de exp, on trouve
p q p
bien I'inégalité attendue, a savoir Tap 4 ﬁbq > ab.
p
b. On applique I'inégalité de la question a. & a = |xk| et b = |[yx| pour k € [[1;n] et on somme, ce qui donne
n n n
Vinégalité Y- o] < - 3 P + 1 3 [yx|® = 1 + L =1 par hypothese.
k=1 P x=1 9 x=1 P 9
c. Si tous les coefficients d'un des deux vecteurs sont nuls, cette inégalité se rameéne & 0 < 0 : ¢a va !
n

1/p n 1/9
Sinon, on a o = ( > \xk|p) >0et B = ( > |yk|q) > 0 et on peut appliquer I'inégalité de la
k=1 k=1

question b. avec Xk dans le role de xi et % dans celui de yx. Comme sont respectées les conditions
o

o |P n q 1 n ) ) n

> ] = Z|xk|p—1et2‘6’ = a2 lyl? =1, il vient 3

k=11& k=1 k=1

. n n 1/4
Iinégalité de HOLDER 3" |xey| < af = ( > |xk|p) ( > |gk|q) .
k=1 k=1 k=1
d. On écrit l’inégalité de la question b. avec xi & la place de xi (¢a c’est bon) et (xi +yx)P~' & la place

n n
de yx. Comme Z (e +yxP~ ") = Z (|xx + yx |)(p R = > |xk +yk|P car (p — 1)q = p, cela donne
K=1

X—"%’ < 1 d’apres b. puis
o

n e 1/4
S ekl +ykPT < <Z |xk|p> <Z XK +yk|p) et par symétrie entre x et y, on obtient aussi
k=1 =



n n 1/p n 1/q
S Tyl + P! < (z |yk|v) (z |xk+yk|v> .
k=1 k=1

Comme Yk € [1;n], [xk+yx| < [xk|+|yk| par inégalité triangulaire, on a |xi +yi [P < (x| +|yw]) [xk +yx [P~

n n n
donc, en sommant, il vient > [xc+yi|P < 2 Pl xetyx [P YD Jyk|[xk+yk [P T d’ott on déduit I'inégalité
k=1 k=1 k=1

n n 1/p W NP\ s 1/4
S e+ ul? < (z w) n (z |yk|p) (z |xk+yk|v) (1),
k=1 k=1 k=1 k=1

n n 1/q
Si > xk +yk|P =0, 'inégalité demandée est vraie. Sinon, on divise (1) par ( > Ixk + yk|p> > 0 pour
k=1 k=1

n 1_% n 1/p n 1/p
avoir ( > xk +yk|p) < (Z yk|p> + (Z |yk|p> or1— é = 1 par hypothése et on obtient
k=1 k=1 k=1 P
n 1/p n 1/p 1/p
I'inégalité souhaitée. Dans tous les cas, on a (Z [xk —|—ykp> < (E |xk|p) + (Z yk|P> .
= k=1

k=1
e. Inégalité triangulaire : on vient de le faire a la question précédente.

n
Séparation : soit x = (xk)1<k<n € K™ tel que ||x||p =0, alors Y~ [xi|[P = 0. Cette somme nulle de termes
k=1
positifs montre que tous les termes sont nuls donc Vk € [1;n]], |xk|P =0 <= xx = 0. Ainsi, x = Ogn.

n 1/p n 1/p
Homogénéité : soit A € K et x = (xi)1<ken € K, alors |[Ax|[, = ( > |Axk\v) - (mv ) |xk|v)
k=1 k=1

A 1/p, n 1/p
dont on déduit bien |[Ax||, = (|7\|P) ( > |xk\v) = A\ Ixllp-
k=1

1/p
Par conséquent, ||.||p : K™ — Ry définie par |[x||, = ( Z |xk|p) est une norme sur K™.
n n k=T
; P_ P P < p 1/p i
f. On a (]l;/lkax xi|) Mk(1<x x| z_: [xk| ];::] (1T%/lk(1<xn [xk[P). Comme t — t'/P est croissante sur
R, on a |[x||so < [x|[p < n'/P|[x||oc. Comme lim n'/P =1, par encadrement, lim |[x|[p = ||x||so-
— 400 p—+oo

g. Pour x = 0, cette double inégalité est clairement vérifiée et revient a 0 < 0 < 0.

n
Pour x # 0, on a ||x||s > 0. Pour k € [1;n], on a x| < [[x]|5 = Y |xi|® donc |xk| < [|x]|s ce qui prouve
i=1

S T
que yy = |||?|<|| [0;1]. Comme 1 < 1 <s, on en déduit que 0 < y§ < yf, c’est-a-dire que ir}lﬂs < ||TXk‘IT7 on
S S S
n T
somme pour k € [1;n] pour avoir kz |Tk‘Is Z] |||X|ir H HI done ||x||s < [[x]|+  (2).
S k=

Ensuite on applique I’ megahte de HOLDER en parametrant correctement : x;. a la place de x, 1 a la place
de Yks o T <1 alaplace delet =T <13ala place de a : on vérifie la condition T + $—=T — 1 et on obtient
P s

(s—1)/s
) , ce qui revient a ||x||r < T11/r*1/5||x||s (3). Ces constantes

3l < (S ) (S0

k=1 k=1

n
sont optimales car I'inégalité (2) est une égalité pour x = e; et I'inégalité (3) pour x = (1,---,1) = > e

a. E, C C%([0;n], R) et la fonction nulle appartient clairement & E,,. De plus, par structure d’espace vectoriel

des fonctions continues et affine sur un intervalle, E;, est stable par combinaison linéaire (la continuité sur
[0;n] et le caractere affine sur tout segment [k;k + 1] se conservent). Par conséquent, E,, est un espace
vectoriel car c’est un sous-espace vectoriel de C°([0;n], R). L’application 8,, : E, — R™! définie par
Vf € En, 0n(f) = (£(0),---,f(n)) est lindaire et sa bijectivité provient du fait qu'une fonction f de En est

entierement caractérisée par ses valeurs en les entiers k € [[0;n] puisque qu’elle est affine sur les segments



[k; k + 1]. Comme un isomorphisme conserve les dimensions, on en déduit que dim(En) =n+ 1.

b. On sait que toutes les normes sur des espaces vectoriels de dimension finie sont équivalentes. Or ||.||s

et ||.||1 sont deux normes classiques dans C°([0;n], R) donc a fortiori dans En, ce qui justifie 'existence de
deux constantes an et by, strictement positives telles que Vf € En, anl|f]lco < ||f][1 < bn]|f||oo. Considérons
on = Sup ({a € RY | Vf € En, allflleo <|[fll1}) et B = Inf ({b € RY | Vf € En, [[f|[1 < b||f|[oc}). Ces
deux constantes existent bien car {a € R | Vf € En, a||f|[oc < |[|f[|1} est une partie de R non vide (car elle
contient an) et majorée par exemple par n car si on prend f la fonction constante égale & 1 sur [0;n], on a
bien f € En, [[f|llcc = 1 et [|f|[1 =n ; de méme {b € R} | Vf € En, [[f|[1 < b|[f||oc} est une partie non vide
(car elle contient by, ) de R, minorée par 0. Par définition de la borne inférieure et de la borne supérieure,
ces deux constantes a,, et fn sont bien optimales (maximale pour ay, et minimale pour By ).

Par définition de la norme infinie et croissance de lintégrale (ici 0 < n), pour toute f € E,, on a la
majoration ||f||; = fon [f| < fon [If]lcc = 1||f|loc donc Bry < n et on a égalité dans cette inégalité pour la

fonction non nulle f constante égale a 1 sur [0;n] avec f € E,. Ainsi, toute constante b < n n’est pas dans
{o € R% | Vf € En, [|f]li <b||f||oc} ce qui prouve que B =n = Min ({b € R} | Vf € En, [|f|[1 <b|[f|loc})-

c. Pour trouver ay,, par homogénéité des deux normes ||. || €t ||.||1, on peut se restreindre aux fonctions
f telles que ||f]|o = 1 et peut imposer, comme f affine atteint son maximum en valeur absolue soit en 0 soit
en 1) que f(0) = 1 (quitte a changer f en —f si f(0) = —1, en x — f(1 —x) si f(1) =1 ou en x — —f(1 —x) si
f(1) = —1). On veut rendre minimum ||f||; avec cette condition que f(0) = 1 = ||f|| et f affine sur [0;1] ce
qui nous conduit & prendre f(x) = 1 — ax avec a € [1;2] (pour que la fonction f passe du coté négatif en 1 et

1/a 1
diminue ||f||1 tout en vérifiant ||f||oc = 1). On calcule alors ||f||; = fo (1 — ax)dx + f1/ (ax — 1)dx donc
a
Y
[If]]1 = %(l + M) = h(a) (somme de deux aires de triangles). h est dérivable sur [1;2] et on trouve
a a
h(a) =

% — 1—2 donc h est minimale pour a = v/2 ott |[f||; = h(v/2) = v/2 — 1. Ainsi, 0y = v2 — 1 ~ 0,414.
a
Pour n > 2 quelconque, soit f : [0;n] — R définie par fo(x) = 1 — x pour x € [0;1] et fo(x) = O sinon.

Alors on a clairement fo € E, et on calcule aisément ||follec = 1 et |[folli = % de sorte que puisque
Vf € En, anl|flleo < ||f]]1, on en déduit que o < %

d. Dans ces conditions, si le maximum de f n’était pas atteint en 0 ou en n, alors il serait atteint (par

structure de f € En,) en x; =1iaveci€ [I;n — 1]] et on aurait au minimum une aire de «; comme intégrale

de part et d’autre de x; (fl ' [f] > o et f [f| > a1) d’apres Pétude de la question c.. Alors on aurait
i
£l > f [f] > 201 > % ce qui est contraire & ’hypothése. Ainsi, f atteint son maximum en 0 ou en n.
Par symétrie, on peut imposer f(0) =1 et f(x) = 1 — ax pour x € [0;1] avec a € [1;2] (encore une fois pour
1
respecter [f||oo = 1 et pour minimiser ||f||1) ; alors ||f||1 = fn [f] = f [f] +fn |f] et cette derniére intégrale
0 0 1
n
(par définition de oy 1) est minimale si ‘f] [f] = |f(1)|otn—1 (par une translation de [1;n] & [0;n — 1] et une
affinité de rapport |f(1)| sur les ordonnées) donc oy, > LR S % + (a—Nan—1 = hn(a).
a

Comme avant, la fonction hy, est dérivable sur [1;2], hi(a) = % — # + an—1 donc hy est minimale en



_1
An = (% + ocn,1) 2 ¢ [1;2] (car oen—1 < % d’apres c.). Apres calculs, on trouve (en prenant pour f € E, la

fonction affine correspondant & ce choix de a = A, et & une fonction optimale au rang n — 1 sur l'intervalle

[1:]) e n = Min(hn) = b (An) =2 Jon_1 + % —1 = an_1.

Soit ¢ : {O; %] — R définie par ¢(x) = 2 /x+% — 1 —x de sorte que Vn 2 1, any1 = @(an). On a
@' (x) = ~ 1 1donc @ croissante sur [0; ]ﬂ Comme a7 =vV2—let ax =2, /[v/2— % —/2 ~ 0,498, on
1
X+ -
2

montre classiquement que (on)n>1 €st croissante et, comme elle est majorée par %, elle converge vers { <

N =

qui est un point fixe de ¢ car @ est continue. Or @(x) =x <2 [x+ % =2x+1 <= 4dx+2=4x2+4x+1

pour x € [0; H ce qui donne @(x) = x <= 4x? = 1 <= x = —. Par conséquent, la suite (an)n>1 tend vers

N\—‘

%. Elle le fait méme tres vite, de maniere quadratique, car ¢ (l) = 0 ; faire un dessin et constater avec

(D)D)’

Sif € E, posons A(f) = {k e Ry ‘ Y(x,y) € [a;b]?, [f(x) — f(y)] < k[x — y|} Alors A(f) est une partie non

TAYLOR-LAGRANGE queé o 11 — % = o¢(an) — @(%)

vide (car f est lipschitzienne) et minorée par 0 donc N(f) = Inf(A(f)) existe. Si (k, k') € A(f)? et kK’ € [k; K],
alors ¥(x,y) € [a;b]?, |f(x) — f(y)| < k|]x —y| < kK”|x —y| donc k” € A(f). Par conséquent [k;k'] C A(f) et
A(f) est donc un intervalle de R. A(f) n’est pas majoré car si k € A(f) et k' > k alors k € A(f). On ne peut
donc avoir que A(f) =]N(f); +oo[ ou A(f) = [N(f); +o0l.

Soit € > 0, alors N(f) +& € A(f) d’aprés ce qui précede donc ¥(x,y) € [a;b]?, [f(x) —f(y)| < (N(f) +€)[x — y
ce qui, quand ¢ tend vers 07, devient V(x,y) € [a;b]?, |f(x) — f(y)| < N(f)|x —y|. Ainsi N(f) € A(f) ce qui
prouve que N(f) = Min(A(f)). On a donc A(f) = [N(f); +o0l.

Séparation : si f € E et N(f) = 0, alors V(x,y) € [a;b]?, |[f(x) — f(y)| < 0.]x —y| = 0 = f(x) = f(y). Ainsi f
est constante et comme elle est nulle en a, f est nulle.

Homogénéité : si A € Ret f € E, on a ¥(x,y) € [a;b]2, |(Af)(x) — (M) (y)] = |A|[f(x) — F(y)| < [AIN(F)]x — y]
donc Af est aussi lipschitzienne (on le savait deJa) et N(Af) < JAIN(f). SiA =0, N(0.f) = N(0) = 0 = 0.N(f).
Si A # 0, on applique l'inégalité précédente a X et (Af) dou N (%()\f)) < H‘N (A{) et N(Af) = [AIN(f). Par
conséquent, N(Af) = |AIN(f).

Inégalité triangulaire : |(f+g)(x) = (f+9)(y)| = [f(x) = f(y) +9(x) = 9(y)| < [f(x) = f(y)[+|g(x) — 9(y)| pour
(f,9) € E2 et (x,y) € [a;b]?, d'olt [(f + g)(x) — (f + ¢) ()| < N(F)lx —y| + N(g)[x —y[ < (N(f) + N(g))[x —yl.
Ainsi f 4 g est lipschitzienne (on le savait déja) et N(f + g) < N(f) + N(g).

En conclusion, N est bien une norme sur E (N(f) est la meilleure constante de lispchitzianité de f).

Si on note A™ = (ai,jn)1<i,j<p, Puisqu’on est en dimension finie et que la famille (aijn)1<i,j<p constitue
les coordonnées de A™ dans la base canonique de My (C), on sait qu’en notant B = (bi j)1<ij<n, On a les

limites ¥(i,j) € [1;p]?, nEToo aij,n = bij (passage par les coordonnées dans une base en dimension finie).



Comme (A™)T = (aj,i,n)1<i,j<p donc, toujours en passant par les coordonnées, les p? convergences de suites

scalaires assurent que la suite ((A™) ) ey converge vers la matrice (bj,i)1<i,j<p, donc que 1111 (AMT =BT,
n——+oo
Plus tard, on évoquera plus simplement la continuité, puisque M — M7 est linéaire en dimension finie, de

I'application “transposée”, et la caractérisation séquentielle de la continuité.

e Pour k € N, A%¥ est symétrique donc lim (A2%)T = 1lim AZF = B (suite extraite).
k——+o00 k—+o00
e Pour k € N, A2K*+1 est antisymétrique donc  lim (A2*t1T = 1im (—AZ**1) = —B (suite extraite).
k—+o00 k—+o00
Par unicité de la limite, B = —B donc B = 0.

f est paire, positive, dérivable sur R et décroissante sur R, donc croissante sur R_, de limite nulle en +oc0

et elle vaut 2 en 0. Tout ceci montre que f(R) =]0;2] (tracer le tableau de variations et le graphe).

Posons g : x — f(x) — x, alors g est dérivable sur R et Vx > 0, ¢'(x) = ﬁ — 1. g est strictement
X
positive sur R_ et Vx > 0, g’(x) < 0 donc g réalise une bijection de Ry dans | — o0;2] car g(0) = 2 et
11111 g(x) = —oco ; ainsi, la fonction g ne s’annule qu’une seule fois sur R, et il est clair que c’est en 1
X—>+00

puisque g(1) =f(1) =1 =1—1=0: le seul point fixe de la fonction f est 1.

2\2 232
= 2 W2 X = 20+x) Xz((; +x7)7+4) or on peut factoriser plusieurs
14+ (2/(1 +x7)) (T4+x7)"+4

fois par x—1 car 1 est racine triple du numérateur et on obtient 2(14x2)2 —x((14+x?)%2+4) = (1—x)3 (x? +x+2).

Pour x € R, fof(x)—x

Le discriminant du polynéme X? + X 4+ 2 vaut A = —7 < 0 donc x? + x + 2 reste strictement positif sur R.
Ainsi, la quantité f o f(x) — x est du signe de 1 —x.

Pour tout up € R, on a uj €]0;2] d’apres ’étude précédente. De plus, comme 'intervalle ]0; 2] est stable par
f car £(]0;2]) =]2/5;2] C]0;2], on montre facilement par récurrence que la suite (un)nen est bien définie et
que Vn > 1, 0 < uy < 2. Traitons trois cas :

e Siuy =1 (c’est-a-dire up = £1), comme 1 est un point fixe de f, on a (un)n>1 constante égale a 1
donc la suite (un)n>0 converge vers 1.

e Siujy €]0;1[, alors comme f est strictement décroissante sur R, f(1) =1 < uz = f(uy) < 2 = £(0) et,
de méme, f(2) = 2/5 < uz = f(uz) < 1 = f(1). Mais comme uz —uj = fof(u;) — uy est du signe
de 1 —uq, on a donc uz > u;. En partant de u; < uz < 1 < uy et en appliquant f indéfiniment, on
obtient par une récurrence classique Vn € N*) uj <uz < -+ <uzn4+1 <1 <upn <---<uy. La suite
(uzn)n>1 (resp. (uzn41)n>0) est décroissante (resp. croissante) et minorée par 1 (resp. majorée par
1) donc elle converge vers &y € [1;2[ (resp. ¢ €]0;1]). Comme uzn42 = fo f(uzn), en passant a la
limite et par continuité de f, on a £y = f o f({p) ce qui montre avec I’étude précédente que £op = 1. De

méme, comme uyn4+3 = fo f(urny1), on aly =fof(ly) et & =1. Enfin, 1111 un, = 1.
n——+oo

e Siug €]1;2], alors comme f est strictement décroissante sur Ry, 0 < f(2) =2/5 < uy = f(ug) < 1= f(1)
et, de méme, f(1) =1 < uz = f(uz) < 2 = f(0). Mais comme uz —u; = f o f(u;) — uy est du signe
de 1 —uy, on a donc u3 < uj. En partant de uy < 1 < u3z < u; et en appliquant f indéfiniment, on
obtient par une récurrence classique Vn € N*, up <ug < -+ <upn <1 <upptp1 <---<uz <uy. La

suite (Uzn)n>1 (resp. (Uan41)n>0) est croissante (resp. décroissante) et majorée par 1 (resp. minorée



par 1) donc elle converge vers £y €]0;1] (resp. €1 € [1;2]). Comme uzn42 = fof(uzn), en passant a la
limite et par continuité de f, on a £y = f o f({p) ce qui montre avec I’étude précédente que Lo = 1. De

méme, comme Uynt3 = fof(urnii), onaly =fof(ly)et & =1. Enfin, lim un =1.
n—-+oo

Dans tous les cas, la suite (un)n>o0 tend vers 1.
Ici, (1) = —1 donc on ne peut pas utiliser le théoréme des accroissements finis directement pour montrer

que la suite (un)n>o converge. Il faudrait aller plus loin dans l'ordre de la formule de TAYLOR reste intégral.

1/
a. f ainsi définie est bijective de R sur R si et seulement sic > 0 et « # 0 et dans ce cas, on a 1(x) = XV‘X .
c

De plus, f est aussi dérivable sur R et f'(x) = acx*~ .

Vgt q—1=1 = o —a—1 zoﬁa:%. La condition ac = ¢~"/* avec ¢ > 0 impose
o

On a ¥x > 0, f'(x) = f~'(x) si et seulement si

xXc =2¢

x = % ~ 1,61 et on a donc ¢'T(1/%) = ¢* — x=1 donc ¢ = a~ /%, Ainsi, la fonction f : x — o! ~%x*

est bien un élément de E avec o« = % le nombre d’or.

b. Soit f € E, alors f étant bijective et continue sur I'intervalle R, elle est strictement monotone donc

1> 0. f admet, d’apres le théoréme de la limite monotone, une limite finie

strictement croissante car f' = f~
en 07 car f est croissante sur R’ et minorée par 0. Comme f réalise une bijection de R* dans R% cette

limite ne peut étre que 0 par le théoreme de la bijection. Ainsi, lhg)lJr f(x) = 0T. f est continue sur R* par
xX—

hypothese. Soit k € N tel que f soit de classe C* sur R?%, comme f’ ne s’annule pas sur R?, alors =1 est
aussi de classe C* sur R%. Comme ' = =1, f est donc de classe C**1 sur R?% . Par principe de récurrence,
f (et donc £~ aussi puisque ' ne s’annule pas sur R ) est de classe C*> sur RY.

c. Soit g : R% — R définie par g(x) = f(x) — x. Comme f est de classe C? sur R%, g l'est aussi. Pour

tout réel x > 0, g’(x) = f(x) =1 = 1 (x) =1 et g"(x) = f'(x) = —— 1 > 0. Ainsi, la fonction ¢’

- ()

est strictement croissante sur R%. On a vu en question b. que lim+ f(x) = 07, et puisque £~ est aussi
x—0

une bijection strictement croissante de R% dans R%, on a lim f1(x) =0" et lim f'(x) = +oo. Ainsi,
x—0+ X—r400

lim ¢g'(x) = —1 et lim ¢'(x) = +oo. Par continuité de g’ et le théoréme des valeurs intermédiaires, il
x—0+ X—+00

existe donc un unique réel « > 0 tel que g’(«) = 0. La fonction g est donc décroissante sur |0; «] et strictement

croissante sur [o; +oo[. Comme liT f/(x) = 400 car f = f~! est bijective strictement croissante de R*
X—+00
X
dans R7, il existe a > 0 tel que Vx > a, f'(x) > 2. Ainsi, ¥x > q, f(x) = f(a) + f f/(t)dt = f(a) + 2(x — a)
a
donc g(x) = f(x) —x > f(a) +x—2a. Comme lim f(a)+x—2a = 400, on en déduit que lim g(x) = +oo.
x—+00 X—+00

Or lim g(x) = Um f(x) = 0 donc, avec le tableau de variations de g, g(«) < 0 et on a ’existence et I'unicité
x—0+ x—0+

d’un réel ¢ € [x; +00[C R tel que g(c) = 0 = f(c) — ¢ donc l'existence d'un unique point fixe de f sur R .

a. Soit h: R — R définie par h(x) = x — cos(x). h est dérivable sur R et h'(x) = 1+ sin(x) > 0 donc, comme

R est un intervalle, h est croissante sur R. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait deux réels

a < b tels que h(a) = h(b) et on aurait Vx € [a;b], h’/(x) = 0, ce qui est impossible car f’ ne s’annule qu’en



les réels de la forme 7725 + 2kmt (k € Z). Ainsi, h est strictement croissante sur R et on a h(0) = —1 et

h(1) =1—cos(1) > 0. Par le théoreme de la bijection, il existe un unique réel ¢ €]0; 1] tel que h(c) = 0, donc
un unique point fixe ¢ de cos sur R. On trouve numériquement ¢ ~ 0, 74.

b. Supposons qu’il existe une fonction f : R — R dérivable telle que fof = cos. En appliquant f, on obtient
fofof=focos donc cosof = focos ce qui, en c, devient f(c) = cos(f(c)). D’apres ['unicité montrée a la
question a., on en déduit que f(c) = c. Si on dérive f o f = cos, on obtient f' x (f' o f) = —sin ce qui, en c,
devient f'(c)? = — sin(c) < 0 car, comme ¢ €]0; 1[C]0; 7], on a sin(c) > 0. NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f : R — R dérivable telle que f o f = cos.

Soit f: R — R telle que ¥x € R, f(x) = x* — 2 de sorte que un;1 = f(uy). Par une petite étude de cette
fonction dont le graphe est une parabole, on constate que Uintervalle [—2;2] est stable par f. En effet, f est

paire et croissante sur [0;2] avec f(0) = —2 et f(2) = 2.

Méthode 1 cas réel : supposons a € R et traitons deux cas :

e si |a| < 2, comme [—2;2] est stable par f, ¥n € N, |un| < 2 donc (un)nen est bornée.

e sifal > 2, u; = a? —2 > 2 et, par une récurrence simple, ¥n > 1, u, > 2. Or, pour x > 2, on a
x> —2>xcarx? —x —2=(x+1)(x —2) > 0 donc un 41 = uZ — 2 > u,. La suite (un)nen- est donc
croissante. Supposons qu’elle converge vers un réel ¢, alors en passant a la limite dans la relation de
récurrence, on a {2 = { —2 donc £ = 2 ou ¢ = —1, ce qui est absurde car u; > 2. Ainsi, (Un)nen est
croissante et non convergente, elle tend vers +o0o donc n’est pas bornée.

Ainsi, si a € R, (un)nen est bornée si et seulement si |a| < 2.

Méthode 2 cas réel : supposons a € R et traitons trois cas :

e sia € [—2;2], il existe un réel 0 tel que a = 2cos(0) car cos est surjective de R dans [—1;1]. Ainsi,
a = uy = 2cos(8), puis u; = a? — 2 = 4cos?(6) — 2 = 2cos(26) et on montre par une récurrence
simple que Yn € N, u,, = 2cos(2™0) ce qui montre aussi que la suite (un)nen est bornée.

e Si a > 2, comme ch est une bijection de R sur |1; 400, il existe t > 0 tel que a = up = 2ch (t) puis
up = a2 —2 =4ch?(t) — 2 = 2ch (2t). A nouveau, par récurrence, ¥n € N, 1, = 2ch (2™t) et, comme
t > 0, ceci justifie que nl—i)Too Up = 4o00.

e Sia< —2 il existe t > 0 tel que @ = up = —2ch (t) puis u; = a? — 2 = 4ch?(t) — 2 = 2ch (2t).
Encore, par récurrence, Vn € N*| u, = 2ch (2™t) et, comme t > 0, ceci justifie que nEToo Upn = +00.

A nouveau, si a € R, (un)nen est bornée si et seulement si |a| < 2.

Cas complexe non réel : soit maintenant a € C\ R. On prolonge la fonction cos & C en écrivant, pour tout

iz —iz
z€ C, cos(z) = %. On va vérifier que cette fonction est surjective de C dans C. Soit (z,2') € C?,

. iz —iz
posons u = e'? # 0. Alors cos(z) = 2/ <= & +Ze = u+§1/u) =7z < u? —2Zu+1=0. Dapres

D’ ALEMBERT-GAUSS, il existe au moins un complexe u qui soit racine de P = X2 — 2z/X + 1, et ce u est

forcément non nul car 0 n’est pas racine de P. Soit donc u # 0 tel que u? — 2z'u + 1 = 0. Or 'application



exp : v — e est surjective de C dans C* puisque si w = re!® € C* avec r > 0 et 8 € R, le complexe

In(r)+i6 _ eln(r) 0 0

=w. Ainsi, soitve C

. iz —iz
tel que u = e” et z = —iv de sorte que v = iz et qu’on ait u = e** puis € "_ze —ut g]/u) =2 = cos(z).

v = In(r) + 10 est un antécédent de w par exp puisque e x et® = ret

On a bien établi la surjectivité de cos de C dans C. Et on vérifie qu’on a toujours, méme pour z € C, la

formule ZcoSZ(Z) - 1= Z(eiz +2€7iz>2 —1= 2027 444 2e7 M 4 (12D 4 o1

= = 2z).
1 5 cos(2z)

Comme % € C et que cos est surjective, il existe b € C tel que a = up = 2cos(b). Alors on a comme

avant w3 = uj — 2 =4 cos?(b) — 2 = 2(2cos?(b) — 1) = 2cos(2b) et on démontre, par récurrence, que l'on a
vn € N, u, = 2cos(2™b). Sion avait b € R, on aurait a = 2cos(b) = e'® +e7'® € R ce qui est contraire
a 'hypothese. Ainsi, b = by + iby avec by € R et b, € R* et on a donc u,, = 2cos(2™b) = ei2"b | 127D
eiznb] —2"b, + e—iZ”b1+2“b2

qu’on peut aussi écrire un, = . Traitons deux cas :

. . _omn . s9m _9yn s n n
esiby >0, alors lim e 2% =0donc lim e2"P172"b2 = (et [ei2"P1H+2702| = ¢2"P2 {onc
n—-+oo n—-+4oo
. ;9N _Hon . : 4
1111 |et2"P1=2"b2| — 150 ce qui prouve, par somme d’une suite bornée car convergente et d’une
n——+oo

suite non bornée, que la suite (un)nen n'est pas bornée.

. . n . som n M _on _on
esiby <0, alors lim e* °2 =0 donc lim e P1¥27b2 = o e [e12"P1727b2| = ¢=2"P2 {onc
n—-+oo n—+oo
. 1 n n \ . 7
tim |ei2"P1+2702| — 10 et & nouveau, par somme d’une suite bornée car convergente et d’une
n——+oo

suite non bornée, la suite (un)nen n'est pas bornée.
Sia ¢ R, la suite (un)nen n'est jamais bornée.

On a donc montré que 'ensemble de JULIA associé & la constante ¢ = —2 est réduit au segment réel [—2;2] !
a. Supposons que f est K-lipschitzienne, alors sin > 1et 0 < tg < -+ <ty < 1, par télescopage, on peut

n n
majorer Y [f(tx) — f(tk1)| < > (K(ti — ti—1)) = K(tn — to) < K. Ainsi, V(f) < K < 400 et f € BV.
k=1 k=1

N

b. Supposons f croissante (si f est décroissante, on remplace f par —f) et sin > 1 et 0 < to <ty <1,

on trouve par télescopage kzz ‘f(tk) - f(tk_1)‘ = kX: (f(tk) — f(tk—1)) = f(tn) — f(to) < f(1) — £(0) donc
V(f) < f(1) — f(0) < +o00 et f € BV.

c. Soit f: [0;1] — R définie par f(x) = xcos (l> si x > 0 et f(0) = 0. f est continue par opérations sur

X
1

10;1] et lim f(x) = 0 = f(0) donc f est continue sur [0;1]. Soit n > 2, t = si k € [[0;n], alors

X0+ (n+1—k)7r
& & 1 1 1+ (1 1
Vi = 3 () — f(te1)| = ( ):f (f —)tt' Vv, =
" k§1|(k) (ti)] 2\ mrioor T o)~ r i) o lm Ve = 40

par divergence de la série harmonique. Ainsi, f est continue sur [0;1] et elle n’appartient pas & BV.
d. SifeBVette [0;1],sin=1,tg=0ett; =t, kﬁj] [f(ti) = f(t—1)| = [f(t1) = f(to)| = [f(t) —F(0)| < V(f)
donc |f(t)| = [f(t) — f(0) + f(0)| < [f(t) — f(0)] + |f(0;| < V(f) + |f(0)]. Ainsi, f est bornée sur [0;1].
e. D’abord, la fonction nulle f = 0 est & variations bornées car des que n > T et 0 < tg < --- <t < 1,
on a kil ’f(tk) — f(tk—1)| = 0 donc V(f) = 0 < 400. De plus, si on prend un scalaire A € R et un couple

(f,g) € BVZ, toujours pour n > 1 et 0 < to < --- < t, < 1, on peut majorer par inégalité triangulaire



kz::1 |(Af 4 g)(tk) — (M + g)(tr—1)| < A i [f(ti) — F(ti—1)| + i |9(ti) = glti—1)| < AV(f) + V(g) < +o0

donc Af + g € BV. Ainsi, BV est un sous-espace vectoriel de F([0; 1], R) donc BV est un espace vectoriel.
Homogénéité : soit f € BV et A € R, on a i ) (t) — (D) (t)| = AL 3 [7(t) — f(tn)| < AIV(F) si
n>let0<ty < - <ty <1 donce V()\f)k; [A[V(f). SiA#0, on appliqtreizze qui précede a % et Af pour
avoir V(%(Af)) < H’V(Af) donc V(Af) > |A|V(f). Ainsi, V(Af) = |A|V(f) qui est aussi vrai si A =0 car 0 = 0.
Ainsi, on a bien 'homogénéité N(Af) = V(Af) + [(Af)(0)| = [A|V(f) + |A| [f(0)] = [AIN(F).

Inégalité triangulaire : on a déja vu en montrant que BV était un espace vectoriel (en prenant A = 1) que

mn

k§1 |(f+9)(ti) = (F+9)(tk—1)| < k§1 [f(ti) — f(te—1)| + i lg(tk) — g(tx—1)| < V(f) + V(g) donc on déduit

que V(f+9g) < V(f)+V(g). Dot N(f+9g) = V(f+g) +[(f+9)(0)| < V() +V(g) +[f(0)[+]g(0)| = N(f)+N(g).
Séparation : Si on suppose que N(f) = 0, comme V(f) et |f(0)| sont positifs, on en déduit que V(f) = 0 et
[f(0)] = f(0) = 0. Avec I'inégalité de la question d., Vt € [0;1], |[f(t) — f(0)| < V(f) = 0 donc f(t) = f(0) et f
est constante. Comme f(0) = 0 donc f(0) = 0.

On peut donc conclure que N est une norme sur I’espace BV.

f. Soit f et g deux fonctions de BV, on peut définir d’apres d. les deux réels A = [|f]|,[0;1] = tg?g)” [f(t)] et

B = [|g]|oc,j0:1] = Sup [g(t)]. Sin>Tet0 < -+ < tp < 1, en faisant intervenir un terme intermédiaire,
te[0;1]

Vk € [1sn], [f(ti)g(ti) — f(tk—1)g(tk—1)| = [f(ti)g(t) — F(ti)g(t—1) + F(tx)g(tic—1) — F(tk—1)g(tk—1)].
Par inégalité triangulaire, |f(tic)g(ti) — f(tk—1)g(tk—1)| < [f(tic)llg(tic) — g(ti—1)[ + |g(tic—1)[[f(tic) — F(tic—1)]
donc |f(tx)g(tk) —f(tk—1)g(tk—1)| < Alg(tx)—g(tk—1)|+B|f(tx) — f(tk—1)|- En sommant, on arrive & majorer
2 [(9)(t)  (fa) ()| < 2 (Algfti) ~ 9(timn)]| + Blr(tw) — (1)) < AV(g) + BVI(). Ainsi, g € BV
et lespace vectoriel BV est bien stable par produit (on dit que ¢’est une algebre).

g. Soit f et g dans BV avec g : [0; 1] — [0; 1] monotone. Supposons que g est une fonction croissante (sinon
on remplace g par —g € BV). Soitn > 1et 0 < to < - <ty < 1. Comme g(0) >0, g(1) < Tetg

croissante, on a 0 < ty = g(tp) < tj = g(t1) < -+ < t, = g(tn) < 1. Puisque f € BV, on a la majoration

n n
> fog(tk) —fog(tk—1)| = g% [f(t}) — f(th_q1)] < V(f) donc fog € BV.

h. Soit g : [0;1] — [0;1] définie par g(0) = 0 et g(x) = x?sin? (E) si x €]0;1]. Les variations les plus
X

importantes de la fonctions g sont atteintes quand on parcourt tous les creux et bosses de g, g est croissante

sur tout segment C,, = {l; 2 } pour n > 2 et elle est décroissante sur tout segment D, [ 2 ;l}
n'2n—1 2n4+1'n
avec n > 1. La variation de g sur C,, est de ’g( 2 ) — g(l>’ = % et celle sur Dy, est de
2n —1 (2n—-1)
‘g<l) - g< 2 )‘ = 4 ~. Ainsi, comme ) ( 4 5 + 4 2) converge par RIEMANN car
n n+1 2n+1) ns2 \(2n+1) (2n—1)

(2nj—1)2 * (2n4— 1% +

définie par f(x) = y/x. Alors f est croissante donc f appartient & BV d’apres b. et fo g(x

2, la fonction g est & variation bornée. Prenons maintenant f : [0;1] — [0;1]

= x| ()]s

x|=

x €]0; 1] et on peut montrer comme en question c., que f o g n’appartient pas & BV.



Ainsi, la condition “f monotone” n’est pas suffisante pour que fog € BV si (f,g) € BV? avec g : [0;1] — [0;1].

a. E est non vide car 0 € E et, si A € R et (f,g) € E?, la fonction Af + g est de classe C' sur [0;1]par
opérations et (Af 4+ g)(0) = Af(0) + g(0) = A.0 + 0 = 0 donc Af 4+ g € E. Ainsi, E est un sous-espace vectoriel

de C'([0; 1], R) donc est lui-méme un R-espace vectoriel.

Homogénéité : soit A € R et f € E, comme la norme infinie [|.||o,0;1] est une norme sur C°([0;1], R)
d’apres le cours, donc a fortiori sur E qui en est un sous-espace vectoriel, par linéarité de la dérivation, on a
N1 (Af) = [[Af + (M) |oo = [ACE + F)[loo = A[]f 4 F][oc = [AI N1 ().

De meéme, N2 (Af) = [|(Af)'[|oc = [IAM']loc = [A[|[f']]cc = [A[N2(f).

Inégalité triangulaire : soit (f,g) € E2, par linéarité de la dérivation et car [l. ||Oo)[0;1] est une norme sur E,
N1 (f+9) = [[(f+9)+(f+9) [loc = [[f+9+F +9'llcc = [[(F+1)+(9+9)lloc < [[f'lloc+1lg"lloc = N1(f)+N1(g).
De méme, Na(f + g) = |[(f + 9)'[loc = |[f' + ¢'l[loc < |[f'|lsc + [19"[|oc = N2(f) +N2(g).

Séparation pour Ny : soit f € E telle que Ny (f) = 0, alors ' + f = 0 car ||.|[|,[0;1) est une norme. On sait

résoudre cette équation différentielle sur l'intervalle [0;1] et il existe C € R tel que Vx € [0;1], f(x) = Ce ™.
Mais f € E donc f(0) = C =0 et on a bien f = 0.

Séparation pour N5 : soit f € E telle que Nz(f) = 0, alors f' = 0 car |[|. |[s,[0;1] est une norme. Comme [0; 1]

est un intervalle, 3C € R, Vx € [0;1], f(x) = C. Mais f € E donc f(0) = C =0 et on a bien f = 0.
Les deux applications N7 et N, sont donc bien des normes sur E.

b. Domination de Ny par Ny : soit f € E, posons g = f + /. On sait résoudre ’équation homogene

(Eo) : y +vy = 0 dont les solutions sur l'intervalle [0; 1] sont les fonctions y : x — Ae™™ avec A € R. Par
variation de la constante, on trouve classiquement que les solutions de (E) : y'+y = g sont les fonctions y :

X > Ae  Xe ¥ fox etg(t)dt avec A € R. Or f est solution de cette équation mais vérifie aussi f(0) = 0 car f € E
donc A =0 et Vx € [0;1], f(x) = e ™ f g(t)dt donc f'(x) = g(x) — f(x) = g(x) —e™™ fox etg(t)dt. Ainsi,
comme ¥x € [0;1], |g(x)] < Nq(f) et qu’on a |f'(x)| < |g(x)| + e~ fox et|g(t)|dt par inégalité triangulaire, on
trouve |f'(x)] < (1 tex fo" etdt>N1 (F) = (2 — e )N1 (f) < 2N1(f). Ainsi, Na(f) < 2N1 (f).

Domination de N7 par N : soit f € E et x € [0;1], alors f(x) = fo f'(t)dt d’on, par inégalité triangulaire, la

majoration |f(x)| < fox [f/(t)|dt < xN2(f) < N2(f). De plus, |(f+ ') (x)| = |f(x) + f'(x)] < |f(x)]| + | (x)| par
inégalité triangulaire donc |(f + ') (x)| < 2N2(f) car |f'(x)| < N2(f). Par conséquent, on a Ny (f) < 2Nz (f).

Par définition, comme N7 domine N et N, domine Ny, les normes N7 et N, sont équivalentes.



