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CHAPITRE 7
SOMMABILITE

’7.1 : Borne supérieure‘

DEFINITION 7.1 :
Sur [0;4+00] = Ry U{+00}, on prolonge les opérations + et x classiques en rajoutant :
o a+ (+00) = (+) + a = (+0) + (+00) = +00 si a € Ry,
e a X (+00) = (+00) X (+00) =400 sia>0 et 0 X (+00) = (+00) X 0 = 0.
On prolonge aussi la relation d’ordre < en convenant que a < (+00) sia € Ry, (+00) < (+00).

[PROPOSITION 7.1 :
Toute partie A de [0; +00] admet une borne supérieure (le plus petit des majorants) :
e Sup(A) est la borne supérieure classique si A C [0; +00[.
e Sup(A) = 400 si 00 € A et Sup(A) =0 si A =0.
Si A et B sont des parties de [0;+cc] et A € [0;+00], on a ’implication A C B = Sup(A) < Sup(B)
et les deux relations Sup(AA) = ASup(A) et Sup(A + B) = Sup(A) + Sup(B).
-

J

’7.2 : Familles de réels positifs‘

DEFINITION 7.2 :
Soit 1 un ensemble et (xi)ic1 une famille d’éléments de [0;+o0] indexée par 1, on note P¢(1) I’ensemble des

parties finies de 1. On pose A = { oxi|Je€ fPf(I)} C [0; +o0].
ie]

On appelle somme de la famille (xi)ie1 U'élément de [0; +00], noté > xi, défini par Y xi = Sup(A) € [0; +0o0].
i€l i€l
Soit 1 un ensemble et (xi)ie1 une famille d’éléments de [0; +oo] indexée par 1.
On dit que (xi)ie1 est sommable si Y xi < +00.
icl

THEOREME 7.2 :

Soit cinq ensembles I, J, I”, I’ C I, K et un recouvrement disjoint I = |_| Ix de I, A € [0;+00] et
keK

deux familles (xi)ic1 et (yi)ier d’éléments de [0; +o0], o une bijection de I’ dans I, deux familles

(ai)ier et (bj)jey d’éléments de [0;+oc] et une famille (u;j)i j)erxj d’éléments de [0; +-oc].

(1) > xi € Y. xi (restriction).
iel’ iel

(i) (Wi 4yi) =AY xi + > yi (linéarité).
iel i€l iel
(iii) SiViel, x; <yi, alors Y xi < Y yi (croissance).
i€l i€l
iv Xi = X sommation par paquets).
(v) X 22 x)( par paq
i€l keK MjeTy
(v) 2oxi= > xo(@ir). Enparticulier,sil” =1, > xi = ) xq(i) est invariant par permutation
i€l el i€l i€l

des termes, elle ne dépend par de ’ordre de sommation.

G Y uwy =X (z ui,j) -y (z ui,j) (théoréme de FUBINI).

(i,j)eIx] iel VjeJ jeJ el

(vit) > aibj= (Z ai) X (Z b)-) (familles produits).

(L,j)elx] i€l je]
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]7.3 : Familles complexes\

DEFINITION 7.3 :
Soit 1T un ensemble et (xi)ie1 une famille d’éléments de K indexée par 1. On dit que (xi)ic1 est sommable si

3 |xi| < +00. On note €' (K) l'ensemble des familles sommables d’éléments de K indexées par 1.
iel

REMARQUE 7.1 : Sil= N, (xn)nen est sommable si et seulement si Y xn converge absolument.

~

(PROPOSITION 7.3 :
Soit I un ensemble, (x;)ic1 une famille d’éléments de K et (yi)ic1 une famille de réels positifs.

Si on suppose que Vi € I, |xi| < yi et que (yi)ic1 est sommable, alors (xi)ic1 ’est aussi.
N J

DEFINITION 7.4 :
Soit T un ensemble, (xi)iei une famille sommable. On définit la somme S de cette famille par :

SiK=R S= (fo - <Zx:) si, pour i € I, on pose xi = Max(x,0), x; = Max(—x,0).

iel iel
SiK=CS= (%Re(xi)) —l—i(%lm(xi)).

THEOREME 7.4 :
Soit I, I’ et ] trois ensembles, A € K, (xi)ic1r, (yi)ic1, (ui,j)(i,j)erxys (ai)icr et (bj)je; des familles
sommables d’éléments de K = R ou C. Soit aussi o : I' — I une bijection et deux familles
(Un)neN €t (vn)nen sommables d’éléments de K. On a alors les propriétés suivantes :

(i) Restriction : si I’ est une partie de I, alors (xi)ic;r est sommable.

(ii) Linéarité : la famille (Axi + yi)ie1 est sommable et > (Axi +yi) =A > xi + D yi.
iel iel iel
(iii) Croissance : si K= R et si Vi € I, x4 <yi, alors > xi < > yi.

i€l i€l
doxi| < ) [xil

i€l i€l
(v) Sommation par paquets : pour tout recouvrement disjoint (Iy)xex de I, c’est-a-dire

que [ = I_I I, la famille ( > Xj)keK est sommable et > xi = > ( > xj).

(iv) Inégalité triangulaire :

keK jelk i€l keK Njely
(vi) Changement d’indice : (xq(i/))icrr est sommable et > xi = > xq(ir)-
i€l ier
(vii) Théoréme de FUBINI : les familles (Z ui,j) et (Z ui,j) sont sommables et on a
je] iel je] iel
la relation de FUBINIT ) ujj= ) (ng) =3 (Z ui,j).
(i,j)eIx] iel MjeJ jeJ] Miel
(viii) Familles produit : la famille (aibj)( j)eixj est sommableet »  aib; = ( > ai) ( > b]-> .
(Ly)elx] el €]
(ix) Approximation : Ve >0, 3] € P¢(I), | D xi — >, xj’ <e.
iel je]
n n
(x) Produit de CAUCHY : en posant pp, = )  U{Vj = ) UkVn_k = ), Un_kVk pour tout
0<i,j<n k=0 k=0
itj=n

+o0 +o00 +o00
entier n € N. Alors (pn)nen est aussi sommable et > py = ( > un) X ( > vn).
n=0

n=0 n=0

REMARQUE 7.2 : o {'(1, K) est un espace vectoriel et S : ¢' (I, K) — K est linéaire si $((xi)ici) = Y. xi.
iel

+o0 +oo
e Pour ) x, absolument convergente et o est une permutation de N, on a ) xn = Y Xg(n)-
neN n=0 n=0



