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[PARTIE 1 : ETUDE D'UN EXEMPLE]

n
On considére, pourx € R etn € N, f,(x) = ] = 1 et, lorsque la série converge,
’ ¢ )= L g T e /
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n=o X(x + 1)+ (x+n)’

Montrer que S est définie sur R7.
Continuité

Soit a > 0, montrer que Y. f, converge normalement sur [a; +00[.
n>0

En déduire que S est continue sur R, ainsi que la valeur de la limite en +oo de S.
Vérifier que S est décroissante sur R et montrer que lin}) S(x) = +oo.
X—

Justifier que, si x > 0, on a xS(x) —S(x+1) = 1.
En déduire des équivalents de S(x) quand x tend vers 0 et vers +oo.
Tracer I'allure du graphe de S sur RY.

Expression intégrale

Justifier, pour x > 0 et n € N, I'intégrabilité sur [0;1] de 8, : t = t™(1 — t)*~" et calculer
1
In(x) = fo (1 —t)x'at.
En déduire soigneusement 1’égalité, valable pour tout x > 0 :

S60 = [ et(1 - Ta.

[PARTIE 2 : SERIES FACTORIELLES |

Pour tout entier n € N et tout réel x > 0, on pose

_ n! B 1 ot w X_un(x)
”“(X)_x(x+1)...(x+n) » vl = ¢ wnlx) =

Une limite
Montrer que la série > In (W“(
1

n>1

1



En déduire qu’il existe £(x), dépendant de x et strictement positif, tel que

. un (x)
D Yo x) tx)-

Soit (an)nen une suite complexe et x > 0 un réel. Montrer que la série Y anun(x) est absolument
n>0

convergente si et seulement si la série > anvn(x) est absolument convergente.
n=0

On désigne par A l’ensemble des suites (an)nen telles que la série Y anun(x) soit absolument convergente
n>0

pour tout réel x > 0.

Soit a = (an)nen un élément de A. Montrer que :

+oo
- la fonction fq : x — > anun(x) est continue sur RY.

n=0

- la fonction f4 tend vers 0 en +oo.

Exemples
Donner un exemple d’un élément a de A avec a, non nul pour tout entier n.
Donner un exemple de suite (an)nen qui ne soit pas un élément de A.

Soit a un élément de A

Montrer que si « > 0 alors la série ) anLn)“ est absolument convergente.
n>l (Tl +1 )

Montrer que, pour tout entier n, la fonction uy est de classe C! sur R? et que

1 n
+ln<1+>
X X

En déduire que la fonction fq est de classe C! sur R

Vx >0, [ul (%) < un(x)

[PARTIE 3 : REPRESENTATION INTEGRALE|

“+oo

On considére a = (an)nen une suite compleze de A et on continue de noter fq : x — > anun(x).
n=0

Montrer que la série > anx™ est absolument convergente pour tout x € [0;1].
n>0

Dans la suite, on définit la fonction b par

+oo
Vx € [0;1], da(x) = D anx™.
n=0

Montrer que ¢4 est continue sur [0;1].
Montrer que, pour tout x > 0, on a



