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a. Soit x € R, la suite (|fn(x)|)n>1 est décroissante et tend vers 0 donc la série alternée Y fn(x) converge

n>0
par le criteére spécial des séries alternées. La série de fonctions » | f, converge donc simplement sur R vers
n>1
—+o0 “+o0
f = > fn qui est paire (car toutes les f, le sont) et positive sur R (pour x € R, f(x) = > fn(x) est du
n=1 n=0

signe de son premier terme donc du signe de (—1)% = 1).
+o0 400 (_] )k+1 XZ
b. Pour x € Ret n € N*, on pose Rn(x) = > fk(x)= > ~—4———. Le méme critere spécial nous
k=n+1 k=nt1 X +k
2

permet de majorer, |Rn(x)| < ﬁ. Or on se rappelle de I'inégalité ab < %(az + b?) pour deux réels
x*+n

2
en posant a = v/n+1 et b =x%. On

g X

ositifs a et b car (a — b)2 > 0. Ainsi, |Rn(x < 1
p ( ) a‘n() X4+Tl 2\/T1+1

2
pouvait bien str aussi étudier x — ﬁ en la dérivant pour s’apercevoir qu’elle atteint son maximum
x4+ n
en xn = v/n+1. Ainsi ||Rn||o, r < — 1 5 0 donc la série > fn converge uniformément sur R.
2vV/n 4+ 1 n—+oo n>1

n+1 ZX(TL — X4)

(X4 + n)Z
= ﬁ Soit I # {0} un intervalle réel, il existe
a # 0 dans I. Par I’étude ci-dessus, fn est bornée sur I car elle 'est sur R et que ||fn||oo,r = —1_ mais

2vn

c. fn est positive, paire, dérivable, tend vers 0 en oo et fj (x) = (—1) donc |fn| atteint

1
son maximum en +n# ol elle vaut ||fn||co, g = [fn(¥/n)]

2 2 2
[[frnlloo,1 = [fn(a)] = =% ~ & Comme ) < diverge, on obtient par comparaison la divergence de la
a’ ' +n+oon n>1 N
série > ||fn||oo,1. Par conséquent, il n’existe aucun intervalle de R sur lequel ) f, converge normalement.
n>1 n>l1
Par contre, si I = {0}, comme Vn > 1, £,,(0) =0, on a bien convergence normale de > f,, sur L
n>l
d. Comme toutes les fonctions f, sont continues sur R et que la convergence de > fp est uniforme sur
n>l

R, on a par théoréme la continuité de f sur R. On a méme, puisque toutes les fonctions f,, admettent des

—+oo
limites finies en 400 et par théoreme de la double limite : lim f(x) = Y., lim fn(x) =0.
X—>+00 —>+00

a. Posons fn(x) = Tz pour n > 1. Pour x = 0, fn(0) = 0 donc > fn(0) converge. Si x # 0,
X n nxl
on a fn(x) o =% donc Y fn(x) converge absolument d’aprés RIEMANN. Par conséquent, le domaine de
comn n>1
définition de f est D¢ = R et la série de fonctions > f, converge simplement vers f sur R. De plus, comme
n>1

toutes les fonctions f;, sont impaires, on en déduit que f est aussi impaire.

b. Soit a > 0, alors Vx € [—a;a], |[fn(x)] < 52— donc [[fn|le,—aja] < 5. Comme 3 1 converge par
0“4+n o n n>1 M
RIEMANN, > f, converge normalement vers f sur [—a;a]. Comme toutes les fonctions f,, sont continues
n>l
sur R, la fonction f est donc continue sur R.

c. Par contre, ||fn|lco,® = fn(n) = Zi donc )" ||fnlloo,r diverge par comparaison & la série harmonique
n n>l
=
et il n’y a pas converge normale de Y f, sur R. Bien siir, une étude de fonction faisait le travail, en effet
n>1



2_ 2
. (x) = 35— donc f
n( ) (XZ +n )2 n

d. On effectue une comparaison série/intégrale, en posant, pour x > 0 fixé, la fonction @y : t — 2

(n).

thZ Px

k+1 k
est continue et décroissante sur Ry donc Vk € N* fk ex(t)dt < ox(k) < fk :

)}:roo < f(x) € [Arctan (i)}:}o (tout

@x(t)dt. On somme ces

oo

+ +
inégalités : f1 > ox(t)dt < f(x) < fo px(t)dt <= [Arctan(

xR e+

converge). Ainsi, on a % — Arctan (l) <f(x) < T donc lim f(x) = 721 par encadrement.
x

2 x— 400

Comme lim f,(x) = 0 pour tout entier n, si on avait convergence uniforme de Y f,, sur R, d’apres le
X—>+00 n>1
>
+oo +oo

théoreme de la double limite, on aurait HT f(x) = > (lim fp(x))= >, 0=0. Comme lim f(x)=
X—>+00

n—1 X——+00 n—1 X—+00

N1

on n’a pas convergence uniforme de Y f, vers f sur R (ni sur tout intervalle de la forme [a; +00[).
n>1

n—1 n
a. Sin > 1, gn est dérivable sur [0;1] par théorémes généraux et g, (t) = 7(1 - 1) et + (1 - l) et
n n
t n—1 t t t n—1 t n—1
qu’on factorise en g/, (t) = —(1 - 7) L€ pour t € [0;1]. Ainsi, comme ‘ 1— 7) ‘ = (1 - 7) <1
n n n n

/N

3_\%

et |t| < 1, on a bien la majoration suivante, ¥t € [0;1], Vn € N*| |g} ()] <

b. Sit €]0;1] et n € N*, par le théoréme des accroissements finis, comme gn est dérivable sur [0; 1], il existe

c €]0;t[ tel que gn(t) —1 = gn(t) — gn(0) = tgl (c). Or |gh(c)| < % ey apres a. donc |gn(t) — 1] <

c. Soit x € [0;1], [In(x) — x| = ‘j;xgn(t)dt—j;:dt‘ z’fox(gn(t)—l)dt‘ <f0 lgn(t) — 1]at < * f tetdt.

Comme hm f tetdt = 0, on en déduit par encadrement que lim I,(x) = x. Ainsi, la suite de
n—+oco n n—-4oo

fonctions (In)n>1 converge simplement vers la fonction f : x — x sur [0;1].
o L B 1%t T ot [T eotar — (s — 100t —
d. On reprend la majoration précédente, |I(x) — x| < - fo tetdt < st [ = fo tetdt = [(t —1)e']y =1

donc I, — f est bornée sur [0;1] et on a ||[In — f|[oo,[0;1] < 1. Comme lim 1 =0, on a bien convergence
Y n n—+oo n

uniforme de (I )n>1 vers f sur [0;1].

m a eSix<0,ona 11m un(x) = 400 donc Y un(x) diverge grossiérement.

n—-+oo n>0
=
eSix=0,¥n € N, up(x) =1n(2) donc > un(x) diverge aussi grossierement.
n>0
eSix >0, lim e ™ =0doncun(x) ~ e ™ et > e ™ converge (série géométrique, 0 < e X < 1).
n—+oo +oo n>0

Ainsi le domaine de définition de f vaut I = R7.

b. Soit a > 0, comme u, est décroissante et positive, |[un|[oo,[a;+00[ = Un(a) et D un(a) converge d’apres
n=0
ce qui précede. Ainsi, la série > u, converge normalement sur [a;+o0o[. Comme toutes les fonctions u,
n>0
sont continues sur [a; +o0[, la fonction f y est aussi continue. f est donc continue sur R} =1= U [a; 4-00].
a>0
Les uy, sont décroissantes donc, par convergence simple, f est décroissante. Comme ug(x) = In(2) et

uy(x) = n(1 + e7¥), la fonction up + u; est strictement décroissante sur R*%. Comme avant, > upn
+oo +oo
est décroissante. Ainsi, si 0 < x < y, on a (up + uy)(x) > (wo +ur)(y) et > un(x) = > un(y). En

n=2



“+o0 “+o0
sommant, on obtient donc (up + ui)(x) + > un(x) = f(x) > fy) = (wo +w1)(y) + > un(y) donc f est
— n=2

“+ o0

strictement décroissante sur R . Ou alors, avec 0 < x <y, on a f(x) — f(y) = > (un(x) —un(y)) et tous
n=1

les un (x) — un(y) sont strictement positifs donc, par somme, f(x) — f(y) > 0.

c. Comme f est décroissante et minorée par 0, f admet une limite finie en +00 par le théoréme de la limite

monotone. up(x) = In(2) et ¥n > 1, lim u,(x) = 0. Par convergence normale de > u, sur [1;+00] et
X—+00 n>0
+oo
théoréme de la double limite, on a lim f(x) = > Um un(x) =1n(2).
X—+0o0 n—=0 X— 400
d. Comme f est décroissante et positive, 1112)1+ f(x) existe dans R par théoréme de la limite monotone. Pour
x—
x >0, on pose gy : t — In(1+e ) d’olt un(x) = gx(n). Comme gy est continue, décroissante et intégrable
n+1
sur Ry car gy(t) o e ™, on obtient Vn € N, gy(n+1) = unt1(x) < f gx(t)dt < gx(n) = un(x).
o0 n

En sommant I'inégalité de gauche pour n € N et en rajoutant up(x) = In(2) (tout converge), on obtient

par CHASLES f(x) < In(2) 4+ f In(1 + e~**)dt. En sommant I'inégalité de droite pour n € N, on arrive
+o0 +°0
. N —tx ol —tx —tx
directement a fo In(1+e ")dt < f(x). Ainsi, fo In(1+e ™)dt < f(x) —|—f n(14+e )dt.
400 (_])n+1e—nxt —nxt
Or, comme 0 < e ™ <1sit>0,onaln(l+e )= > 2~ Comme les t — (—1)"TE&——
=1 n n
. . , +oo efnxt " 1
sont continues et intégrables sur R, que f t= —— et que > 5— converge par RIEMANN, on
0 n n-x n>1n°x
PR o . < +oo T (—1)“*1 e
conclut par le théoreme d’intégration terme a terme que fo In(1+e ™)dt E = 1% d’apres
"= 2x

2
Pénoncé. Ainsi, encadrement précédent montre que f(x )F 1ox donc hm+ f(x) = +o0.
x—0

Si on ne connait pas le développement en série entiere de In(1+u), on peut faire d’abord une intégration par

+oo —+oo —tx
parties pour avoir (facilement) f o In(1+e ™)dt = f o H puis le changement de variable u = tx
e

+
(facile aussi) pour avoir f o Tn(ite)ar =1 f ] + ue "du o onguite utiliser les séries géométriques pour
+oo 400 Fo0
écrire, comme % = > (=1)"e ™ siu>0, f n(1+e ™)dt = f > E (—1)Mue~ M+t gy et
T+e n=0

refaire une intégration terme & terme avec les fonctions hy : u +— (—1)"ue (“H)” qui sont bien continues

sur R, telles que ) h;, converge simplement vers S : u —z sur R% qui est continue sur R% et qui

n>0 1
- Foo +oo 1 . . .
vérifie enfin la convergence de 3 fo [hn| car fo |hn| = —5 par une intégration par parties des plus
n=0 n
;s . , s . 1 (—1)n+] 7-[2 oo 1 7-(2
zézées. On peut aussi montrer 1’égalité admise ) ~—5— = T en se souvenant de ), —5 = =~ et en
n=1 n 12 n=17n
2n (_])k+1
séparant les termes d’indices pairs et impairs dans la somme partielle ) ez (classique).
k=1
a. Six €]0;1[, lim x™In(n) = 0" par croissances comparées donc, comme In(x) < 0, lim un(x) = —00
n—+4o00 n—-+00
et la série > un(x) diverge grossierement. Si x =1, il vient un (1) = 0 donc > un (1) converge. Six > 1,
n>2 n>2
Uun (%) = o(x ™) donc Y un(x) converge par comparaison aux séries géométriques.
o0 n>2
+oo

Ainsi, Uensemble de définition D de > u, vaut D = [1;+00].

n=2



1 —nlin(x)

donc u,, est maximale en
! In(n)

b. Pour n > 2, uy est positive et dérivable sur [1;+oo] et u/ (x) =

e]/n

— 1 Comme la fonction x — 1 est décroissante sur D et
enln(n) x In(x)

qu’une de ses primitives x — In(ln(x)) admet une limite infinie en 400, la série de BERTRAND ) 1
ns2 nin(n)

et on a ||[unleo,p = un(e'/m) =

diverge par comparaison série-intégrale. Ainsi, ) un ne converge pas normalement sur D.
n>2

Si a > 1, il existe np > 2 tel que ¥n > no, e'/™ < a d’ot, avec ce qui précede, |[un||oo,[a;+00] = un(a). Or

> un(a) converge donc > u, converge normalement sur tout intervalle [a; +o0o[ inclus dans ]1; +o0].

n>ng n>2
. T 1 In(x) .
c. Soit x €]l;4o00[ et n > 1, alors 0 < Ru(x) = > uk(x) = > ———~+— et, pour tout entier
k=n+1 k=n+1 X 1n(k + 1)
. 1 = l 1/x)™
k> n, In(k+1) < In(n+1) donc on peut majorer 0 < Ry, (x) < ﬁ()ﬁ]) k:%:“(]/x) X“E ]) x 115(7/:‘_1 T

Or 0 < (1/x)™ < 1 et, comme Vx > 1, In(x) < x— 1 par concavité de In, on a 0 < w < 1. Par conséquent,
1
In(n+1)

d. On en déduit que Ry, est bornée sur D et que ||Rnlloo,p < — 1 et lim [[Rn|loo,p = 0, la série
’ In(n4+1)  no+too

comme Ry (1) =0,onaVx €D, Vn>1, 0 < Ry(x) <

> un converge donc uniformément sur D et, comme les u,, sont continues sur D, S est continue sur D.

n>2 In(x) % (a/x) _ O(M> donc

x—1 In(2) +oo x*

e. Pour x > 1, d’aprés la question précédente, 0 < S(x) = Ry(x) <

S(x) = O(x;ﬁ)' Ainsi, la fonction S qui est continue sur [1;+o00[ est intégrable sur D par comparaison &

une intégrale de RIEMANN.

a. La fonction f: t — ;11((:)) est continue sur R et, comme on sait que sin(t) f(\;sh (t) T f est prolongeable
et —et et

par continuité en 0 en posant f(0) = 1. Comme sh(t) = 5 L gyoma f(t) o 2sin(t)e”* donc
o0

oo o
f(t) = O(e™") et, par comparaison, f est intégrable sur R’ . D’aprés le cours, fo > SSI}?(( ))

+oo
b.Sit>0, — =2 = Ze ' et Jio e 2™ (car e7?t < 1) donc f(t) = Z 2sin(t)e-(@nthit
sh(t) e'—e” 1—e 2t n=0 -

dt converge.

(série géométrique). Posons, pour tout entier naturel n, la fonction fy, : t + 2sin(t)e” (2Dt

(H1) > fn converge simplement vers f sur R* (on vient de le faire).
n>0

(H2) Les fonctions f;, sont continues et intégrables sur R car elles sont prolongeables par continuité

en 0 en posant f,,(0) = 0 et que fn (t) = O(e™").
o0
(H3) La fonction f est continue sur R .

+oo
(H4) Comme |sin(t)| < t, par inégalité de la moyenne, I, = fo [fn(t)|dt < f —(@n+t,
s . . e —(2n+1)t
Par une intégration par parties en posant u : t — tet v :t — Tl comme u et v sont
n

de classe C' sur R% et que li%l+ u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, il vient
t—

0<1I

+
fo T e nihtgy = # ~ —— donc ) I, converge (RIEMANN).

<
TS on 41 (2n +1)? +<>02n S0

Lo NS X _pteesin(t) . (X pteo
Par le théoreme d’intégration terme a terme, I = fo sh (1) dt = nZ::o fo fa(t)dt. Or, pour n € N,



“+o00 400 . —+o00 .
_ it,—(2n+1)t _ (1—-2n+1))t —_ :
fo fn(t)dt = 2Im (fo e'te dt) 2Im (fo e dt) ce qui

+00 i
d fr (t)dt = 21 (*):ZI ( Fenran ): . '
onnej;) n(t) m{ =9 m an+1)2 11 (n+1)2+1

T +oo sin(t) . tX® 2
On a bien I’égalité attendue, fo sh (0 dt = nZ::O m ~0,72.

o(im(@n+1)ty+o0
[l

a. Soit, pour n € N*| la fonction u, : R — R définie par un(x) = o(x +n) + o(x — n).

(Hy) Toutes les fonctions uy, sont continues sur R par somme et composée de fonctions continues sur
R puisque ¢ est supposée continue sur R dans I’énoncé.

(H2) Soit @ > 1 et n € N*| les fonctions u,, étant continues sur le segment [—a; al, elles y sont bornées.

Deés que n > a, d’apres hypothese, n+x >2n—a > 0et x—n < —(n—a) < 0 pour x € [—a; a], alors
C C C C
+n)| < < et —n)| < < donc, par
o (x )|\1—|—(x+n)2\1+(n—a)2 o (x )|\1+(x—n)2\1+(n—a)2 P
ST . 2C . 2C
inégalité triangulaire, |un (x)| < [ r— ce qui prouve que |[un||oo,[—a;a] < TThoa? Or
la série —2C____ converge par comparaison aux séries de RIEMANN car —2&— ~ 2C
n§11—|—(n—a)2 gep P 14+ (n—a)? +on?
Ainsi, > un converge normalement sur [—a;a], donc sur tout segment de R.
n>l
—+oo
Par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, x — > un(x) = f(x) — @(x) est continue sur R, donc
n=1

f est continue sur R par somme car ¢ est elle-méme continue sur R.

+oo
b. Pourx € R,x+1€ Ret f(x+1)=@(x+1)+ Y (e(x+n+1)+¢@(x—(n—1))) donc, puisque les deux
=1
" —+oo +oo
séries convergent d’apres la question précédente, on a f(x+1) = (x+1)+ > o(x+n+1)+ > o(x—(n—1)
n=1 n=1

“+o00 +o00
doty, en posant m=n+letp=n—1,f(x+1)=e(x+1)+ > o(x+m)+ > ¢(x—p). On obtient donc
m=2

p=0
—+oo +oo —+oo —+oo
fx+1)= > ox+m)+ox)+ > o(x—p)=0x)+ > ox+n)+ > @(x—n) = f(x) donc la fonction
m=1 p=1 n=1 n=1

f est bien 1-périodique sur R comme attendu.
c. Comme g est continue sur le segment [—1;1], d’apres le théoréme des bornes atteintes, g est bornée sur
[—1;1] et on peut poser ||g||o,[—1;1] = M. Pour tout x € R, g(x) = g(x — |x]) car [x| € Z et que g est

1-périodique donc |g(x)| < M. La fonction g est donc bornée sur R et ||g]|oo, 8 = M.

Par conséquent, ¢ X g est continue sur R par produit et | X g| < M|¢| donc Vx € R, |o(x)g(x)| < ]C_:'_Mz.
X
Comme la fonction ¢ : x +— C—:FMZ est continue et intégrable sur R par comparaison aux intégrales de
X

RIEMANN car P (x) = 0 (iz), par comparaison, la fonction ¢ X g est intégrable sur R.
S X

1
La fonction fg est continue sur le segment [0; 1] donc j;) fg existe et, par linéarité de l'intégrale, on obtient

1 1 1/ +oo
la relation fo f(x)g(x)dx = fo e(x)g(x)dx + fo ( > un(x)g(x))dx. Pour tout n > 1 et tout x € [0;1],
n=1

un (901 < (loetm) e (e 190 < (32 T e =)
cM cM

cM cMm
d 11 <
T2 T i (n— 1)2) one [[unglloo,fos1) < (5 Ry S

5 ) |g(x)| par inégalité triangulaire.

Ainsi, [un(x)g(x)| < ( )2) ce qui prouve une



nouvelle fois par comparaison aux séries de RIEMANN que »_ ung converge normalement sur [0;1]. Par le

n>l
1 , +oo +oo 1
théoreme d’intégration terme a terme sur segment, on a donc fo ( > un (x)g(x)) dx = Y, fo un (x)g(x)dx.
n=1 n=1

Mais fol un(x)g(x)dx = fo] (p(x +n) + @(x —n))g(x)dx = j: e(x +n)g(x)dx + f(; @(x —n)g(x)dx par

linéarité de l’intégrale puis, en posant les changements de variable u = x + n et v = x — n on arrive a

f un(x)g(x)dx = f:H (p(u)g(u—n)du—&—fﬁn+1 e(uw)g(v+n)du = fnn+ du—i—f g(v)du
car g est 1-périodique et fo1 f(x)g(x)dx = f p(x)g(x)dx + Z (an o(u )g(u)du—l—f_:H (p(u)g(v)du).
Enfin, on a fol f(x)g(x)dx = +Z°° fnnH ¢ (u)g(u)du et, par CHASLES, f_;o e(x)g(x)dx = fol f(x)g(x)dx.

n=—oo

a. Soit x € R, traitons deux cas selon le signe de x :

Six <0. (fn(x))nen ne tend pas vers 0 donc > fn(x) diverge grossierement.
n=0

Six>0, fan(x) = o 1 ar croissances comparées donc fn(x) converge absolument donc converge
ol x >0, 7) P p g g
+oo n n=0
par comparaison aux séries de RIEMANN.

Ainsi, le domaine de définition D¢ de la fonction f vaut Dy = RY.

b. Si a > 0, comme f, est décroissante positive sur [a;+0o[, on a ||fn||sc,[aitoo] = fnla) = eV e
3" e~ V™ converge car a € Dy donc la série de fonctions Y f,, converge normalement sur [a; 4o0].

n>0 n>0

c. Toutes les fonctions f,, sont continues sur [a; +00[ et par convergence normale (donc uniforme) de > fn

n>0
sur [a;4-00], on a la continuité de f sur [a;+oo[ donc sur R* (puisque c’est vrai pour tout a > 0).

Comme Vn € N, 1111 fn(x) = 8n,0 et qu'on a convergence normale donc uniforme de > f sur [1;+o0],
X—+00

n>0
—+o0
on peut appliquer le théoréme de la double limite pour affirmer que lim f(x) = > lim f,(x) =1.
X—>+00 nzoxﬁ+m

d. Sin € N* et x > 0, on a décroissance de gy : t — e *V!, on integre I'inégalité gx(n) = fn(x) < gx(t)
sur [n — 1;n] et 'inégalité g« (t) < gx(n) = fn(x) sur [n;n + 1] pour avoir, par croissance de I'intégrale,
n+1 n
Pencadrement f e Vit < £ (x) < f e Vit (1).
n n—1
La fonction gy est continue et intégrable sur R, car e XVt = o(%) puisque lim (\/{)4e”“/¥ = 0.
+oo t t——+oco
L’inégalité de gauche dans (1) est aussi vraie pour n = 0, on somme toutes ces inégalités pour n € N (la

—+o0
série et 'intégrale convergent) et on a par relation de CHASLES la minoration fo gx(t)dt < f(x) de f(x).

+oo
De méme & droite dans (1) en sommant pour n € N*, et on obtient la majoration f(x) — 1 < f

. gx(t)dt.

+
Alinsi, on arrive a ’encadrement fo = gx(t)dt <1+ f t)dt de f(x).

2

On effectue dans cette derniere intégrale le changement de variable t = <p(u) = u® avec @ qui est bien bijective

* * . . 1 +oo +oo —Xu
de R dans R, strictement croissante, de classe C', et on a fo gx(t)dt =2 fo ue du. On effectue

e—X‘LL

une intégration par parties en posant a(u) = u et b(u) = — avec a et b qui sont de classe C' sur R,

U—5+00 X x lo X

2
o

x
+ —xu 1 +0o0 + —xu | +oo
avec lim a(u)b(u) =0et onafo > gx(t)dt = 2[—%}0 +%fo T exudy = ;{—ﬁ} :%.
2

Ainsi, % < flx) <1+ 2 et, comme 1+ % -, par encadrement, on a I’équivalent f(x)
x x

~J
oo 0 x



e. Comme fy, est décroissante positive et continue sur RY, on a [|fn e, g = f(0) =1 et la série numérique

>~ 1 diverge donc la série de fonctions ) fn ne converge pas normalement sur R .
n=>0 n=>0
Si on avait convergence uniforme de la série de fonctions Y f,, sur D¢, comme 0 est adhérent & D¢ et que
n>0
toutes les fonctions f,, admettent des limites finies ¢, = lim+ fa(x) = 1, on aurait la convergence de la
x—0

série Y €, d’apres le théoreme de la double limite. Comme la série ). 1 diverge, on n’a pas non plus
n=0 n=0
convergence uniforme de ) f, sur Dy = RY.
n>0

n
a. Pour x € Ry, ona lim X—' = 0 par croissances comparées donc la suite de fonctions (fn,)n>0 converge
n—+oo MN!

simplement vers la fonction nulle sur R;.

b. fo : x = e™* est décroissante et positive sur Ry donc ||fo||so, r, = fo(0) = 1.

. L. —-x,n —x, n—1 n—1_-x
Pour n > 1, la fonction f,, est dérivable sur R, et Vx >0, f,(x) = —&—* + £ X =% £ (n—x)
n! (n—1) n!
—_|n_.n
donc fy, est positive, croissante sur [0;n] et décroissante sur [n;+oo[ donc ||fn||oc,r, = fn(n) = £ |
n!

n
D’apres la formule de STIRLING, ||f . (n) ~ 1 donc lim ||f = 0, ce qui montre
P ) n||<x>,]R+ W\e) 55 Vom n—>+ooH ﬂ||oc,]R+ » e q
la convergence uniforme de la suite de fonctions (fn)nen vers la fonction nulle sur R

+00 n
c. Pour x € R4, on sait que la série entiére exponentielle converge sur R et qu’on a Vx € R, > X—| =e*
n=0 M-
R Too eixxn .
donc, en multipliant par e *, ona = f(x) = 1. On a donc convergence simple de > f sur Ry
n=0 : n>0

et sa fonction somme est constante égale a 1.

d. Soit a > 0, d’apres ’étude de fonction de la question b., des que n > a, la fonction f;; est croissante

—a_mn —a_n
et positive sur [0; a] donc [|fn|[se,[0;a] = fn(a) = € 'a et, d’apres c., la série ) € 'a converge. Ainsi,
n. n>a n:
> fn converge normalement sur [0; a]. Par contre, comme la série de RIEMANN 1 diverge, la série
n=0 n>1 V2m
> fn ne converge pas normalement sur Ry .
n=0

e. Pour tout n € N, la fonction f,, admet une limite finie en +o00 par croissances comparées, il s’agit de

6, =0= lim fu(x). Sion avait convergence uniforme de > f,, sur Ry, d’apres le théoreme de la double
X——+00 n>0
“+oo +oo +oo
limite, on aurait lim f(x) = lim > fo(x) = >, lim fa(x) = > &, = 0 ce qui est absurde puisque
X—+00 X—400 10 n—0 X—+oo n=0

Vx € Ry, f(x) = 1. Il ne saurait y avoir convergence uniforme de > fp sur R;.

n=>0
a. Soit x € [—1;1], traitons deux cas :
e Six =0, f,(0) =0 donc nE)Too fn(0) = 0.

T'LXZ

m nxe = 0 = ¢ car x*> > 0 donc, par continuité de la

l

nﬁlJroo

fonction sin en 0, on a Um f,(x) = sin(f) = 0.
n—-+oo

e Si x # 0, par croissances comparées,

Par conséquent, la suite de fonctions (fn,)n>1 converge simplement vers la fonction F: x — 0 sur [—1;1].

b. Soit a €]0;1, n € N* et x € [a;1], alors 0 < nxe™ ™" < ne ™", Comme liT ne "% = 0 par
n—+oo

. P na? . .
croissances comparées, il existe un rang ng € N* tel que Vn > ng, ne™™* < % Par croissance de sin



sur {0; 725}, Yn > np, 0 < fr(x) < sin(ne*“az) donc [|fn — Flloo,[a;1] = IIfnlloo,[as1] < sin(ne*“az). Comme

2 \ 7 L .
lim sin(ne™™% ) =0, ona lim [[fn —F||s [a;1) = 0 d’olt, par définition, la convergence uniforme de la
n—-+oo n—+oo e

suite de fonctions (fn)n>1 vers la fonction F sur tout [a; 1] avec a €]0;1].
c. Pour n € N* fn(l> = sin(e7"/™) > sin(e”") car sin est croissante sur [e~';1[ donc, comme
n

1

[frlloo,[=151) = fn(%) > sin(e™') puisque o€ [—1;1], la suite (||fn”oo,[—1;1])n>1 ne tend pas vers 0 et

la suite de fonctions (fr,)n>1 ne converge pas uniformément vers la fonction F sur [—1;1].



