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—nx
a. Posons fn(x) = (—1)“1:_72, la fonction fy, est définie sur R. Distinguons deux cas :
n
e Six <0, Um [fn(x)] =00 donc lasérie > fn(x) diverge grossierement.
n—-4oo n>0
nx

— e <1 1 donc la série fn(x) converge absolument par critere
1+n2\1+n2+oon2 ngo n() & P

de RIEMANN et comparaison. Ainsi, ’ensemble de définition de f est R,.

e Six >0, comme [fn(x)]

b. (H;) On a déja vu la convergence simple de ) f,, sur R¥.
n=0

X —

(Hz) Les fonctions f,, sont de classe C* sur R% et Vk € N*, ¥n e N, Vx € R%, 9 (x) = (71)““‘%:;.

Soi vk € N, Vn € NVx > q, [0 (g = B

(H3) Soit a > 0, comme Yk € N*, ¥n € N\Vx > q, |[fn ' (x)] = T S Tyl

nx nke—na

on peut conclure que

(k) Ry = net ™ (1 i a1
[[fn]|oo,[astoo] = [t (@) = > = o —z ) et, comme la série de RIEMANN ) —5 converge car 2 > 1,
T 14+n° 400 \n n>1n
la série > Hf%k)Hooy[a;Jroo[ converge par comparaison : Y ) converge normalement sur [a; +oo.
n>0 n>0
N K too knkefnx
D’apres le cours, f est de classe C* sur R% et Vk € N* Vx>0, f®)(x) = 3 (-1)ntkne
* n=0 1+ nZ

On peut tout de méme montrer que f est de classe C' sur Ry (et pas seulement sur R*) en constatant

. . L) (n+1)(1+n?) 352 1
ue six > 0etsin > 1, on ala majoration |22 = e g - ntnttnt+l oy
d - - ) 1 (x) nl+mn+1?%) " nd4n?+n®+2n
car e < Tetn+1<n?+2n Ainsi, comme (|f’n(x)|) : est décroissante et tend vers 0, on peut
nz

appliquer le critere spécial des séries alternées (car la suite (fglk)(x))n% est alternée) ce qui montre que

—+o00 —nx
+1)e (n+1)
Vn >0, Vx € Ry, |Ta(x) = f/ ‘g# _(n <
n x + n(x) k:§+1 k(x) | n+1(x)| 14+ (n+])2 1+ (T\.+1)2

. On en déduit donc

L])z — 0 d’ou la convergence uniforme de Y i sur Ri. Par le théoreme
T4+ (n+1)° notoo n>0

de dérivation des séries de fonctions, comme la convergence simple de > f,, est avérée sur R, d’apres la
n>0

que HTTL||OO,R+ <

question a., la fonction f est de classe C' sur R,.

+00 2 _ —nx ~+o0 2
c. Six >0, f'(x) = Z(—U“(n L lz)e = Z(_Un(
n=0 T+n n=0
+oo
convergent) donc f’(x) = > (—e™*)™ — f(x). On reconnait une série géométrique de raison —e™* €] — 1;1]
n=0
et f est solution sur R* de I’équation différentielle du second ordre suivante, (E) : y” +y = 1_~_]7_X
e
Revenons sur la classe de f ! Comme li%1+ f'(x) = % — £(0) par continuité de f en 0, on peut déduire du
x—
théoreme de prolongement C' (appliqué ici & la fonction ' en 0) que f est deux fois dérivable en 0 avec

7(0) = % — £(0). Puisque f’(0) = lim ’(x), la fonction f” est continue en 0 : f est de classe C? sur R.

x—0t

—— > (=)™ :IXZ (les deux séries
n

CZk

Intervient maintenant la récurrence, si on suppose f de classe sur R, avec k > 1, la relation f/ = g — f

H-% d’apres ce qui précede montre que, puisque f et g sont de classe C?* sur
e

R, (g est de classe C* sur R, par opérations), f” est de classe C2¥ sur R donc f est de classe C?**2 sur

vraie sur R4 avec g : x —

R, . Par principe de récurrence, f est de classe C* sur Ry : OUF !l



a. S'il existe n € N* tel que x = —n alors fn (x) n’est méme pas défini.

Six<O0etx¢(—N), nE)Too fn(x) = 400 par croissances comparées donc > fy(x) diverge grossiérement.
n>l

Six =0, o0naf,(0)= 1 done > fn(x) diverge car c’est la série harmonique (RIEMANN).
n n>1
Six >0, fn(x) = o(e™™) = o(iz) par croissances comparées donc Y, fn(x) converge absolument.
+oo +o0 n n>1

On en déduit que le domaine de définition de f est D = RY.

Comme fy est décroissante, positive et continue sur Ry, il vient [[fn[|oo, ks = fn(0) = 1 donc la série de
n

fonctions ) f, ne converge pas normalement sur R* (& nouveau la série harmonique est divergente).
n>l

Si a > 0, comme avant, |[fn||s,[aitoo] = fn(a) < e ™

car f, est décroissante et positive sur R*}. Comme

la série géométrique . (e~ ®)™ converge car 0 < e~ @ < 1, il y a convergence normale de Y fy sur [a;+oo].
nxl n>1

Comme toutes les f,, sont continues sur R?* , la fonction f est continue sur R* par un théoréme du cours.
J +

b. Si f coincide avec une fonction polynomiale (disons de degré p — 1) sur un segment, alors il existe un

entier p tel que f(P) = 0 sur ce segment. C’est méme une condition nécessaire et suffisante sur un intervalle
en se servant par récurrence de la propriété : “si f: I — R est dérivable, f = 0 <= f est constante”.

(H1) On a vu en a. la convergence simple de »_ fn sur RY.

n>1
(Hz) Toutes les f, sont de classe C*° sur R* par opérations et, en écrivant f;, = upvy avec un : x = e " et
. 1 () () — (—n ke (0 () = (=D : ; .
Vn X Ly comme un (x) = (—m)* e ™ et vy ' (x) = TR par une récurrence facile, par LEIBNIZ :
P (—=1)kx! 12 InP—k
V(n € (N*)2 ¥x>0 f(p) X) = (p> - p—ke—nxi = (—1)Pe "X pn )
( ,P) ( ) ) y Tn ( ) kX::O K ( ) (n+x)k+1 ( ) kZ::O (p—k)!(n—i—x)k'H
. . plnP ke nx Ao : (r)
(H3) Soit a > 0, la fonction x — - 7 est décroissante sur R?, donc la fonction [fiy’| I'est
b=l +)
aussi en tant que produit de deux fonctions positives décroissantes, ainsi ||fgD )||OO‘[Q;+OO[ = |f1(1]D )(a)\. On
(») —na v pnP—* == - 5
a donc |[fn’ || [as400] = €7 D2 : o(e”2 ) par croissances comparées donc on a

S0 (p— ol + )" i

convergence normale de #P) sur [a; +o00[. D’apres un théoreme du cours, f est de classe C* sur R.

n>l
T P InP—k
De plus, Vp =1, Vx > 0, fP)(x) = (=1)P 3] e ™ ) p.' 7 donc £(P)(x) est du signe strict de
n=1 =0 (p — K)(n +x)
P p'np7 _
(=1)P car : T > 0 et e”™ > 0 donc ne s’annule pas sur RY.

Zo (p —)ln + %)
Conclusion : f ne coincide pas avec un polynéme sur un segment de R7.

a. Initialisation : fo est continue sur 'intervalle I. Ainsi, f; étant la primitive sur I de fy qui s’annule en 0

par le théoreme fondamental de I'intégration, f1 est de classe C! sur I.

Hérédité : soit n € N* tel que f,, est de classe C™ sur I, alors f,, 1 étant la primitive de f,, qui s’annule en
0, la fonction f, 1 est de classe C™*+! car f;lH est de classe C™.

Par principe de récurrence, Vn € N, f,, est de classe C™ sur I et ¥Yn € N* f, (0) = 0. De plus, par

construction, fg‘) = fgln:]]) =...= f’1 =fo="T.
Soit (a,b) € I? avec a < 0 < b, f est continue sur le segment [a;b] C I donc y est bornée d’apres le théoréme

des bornes atteintes d’oti I'existence de M > 0 tel que : Vx € [a;b], [fo(x)| = [f(x)| < M = |||, [a;b]-



X
Méthode 1 : pour x € [a;b], on a |fi(x ‘f ’ ‘f |dt‘ < ‘fo Mdt‘ = M|x|. De méme,

_| X _ _ MR
[f2(x)| = ‘fo fi (t)dt‘ < ‘fo |1 (t)|dt‘ < ‘fo M|t|dt’ = ‘fo Mtdt‘ == (traiter les deux cas x > 0
n
ou x < 0). Si on suppose, pour un entier n > 1, que Vx € [a;b], [fa(x)| < M|X'| alors, comme ci-dessus,
x x Mltln n Mx[™*!
on obtient |fn41(x ‘f fu(t dt‘ < ’fo |fn(t)|dt’ ‘f dt‘ = ‘f t dt‘ BCEDIE Par
M|><|

principe de récurrence, on a donc Vn € N, Vx € [a;b], |[fn(x)| < '
n:

Méthode 2 : Comme a vu que f,, est de classe C™ sur I, avec la formule de TAYLOR reste intégral, on a

n—1 (k)
W €L fa(x) = 3 n S’)X |f — 91 )at. Or, Vk € [0 — 1], £2(0) = fn_ic(0) = 0
k=0 .

X
carn—k >1et £ = f donc fn(x) = ﬁ fo (x — )n_lf(n)( t)dt ce qui donne aussi la majoration
n_

_¢n—1 _4Im—1 n 1
0 < Gty U x— ™Rt |dt‘ < U x—t| dt‘ n_] U dt
uelle que soit la méthode, f,, est bornée sur [a;b| et |||f . Mcn ou ¢ = Max(|al,|p]) < (b — a).
Q q y In ) n|loo,[a;b] < )
n

|
5 M —a)"

n>0 Tl'

_ M[x[™
n!

b—

Comme la série converge (série exponentielle de somme e®~?), on a convergence normale de

+oo
> fn sur tout segment de I donc on peut définir g : I — R par g(x) = Y fa(x).

n>0

b. Méthode 1: (Hy) La série > f converge simplement sur I d’apres a..
n>l

(Hz) Toutes les f, sont de classe C' sur I (au moins) d’apres a..

(H3) > I, = > fm converge normalement (donc uniformément) sur tout segment de I d’apres a
n>1 m2=0

+oo +oo
Ainsi, la fonction g est de classe C' sur I et Vx € 1, g'(x) = Y. 1 (x) = Y. fn(x) = g(x)+fo(x) = g(x)+f(x).
n=1 =0

= n=
X
On peut résoudre cette équation différentielle A € R, Vx € 1, g(x) = e~ (A—|— L/; e_tf(t)dt) par la méthode

de variation de la constante. Or g(0) = 0 car ¥n > 1, f,(0) = 0 donc A = 0 et on obtient la relation

x A +oo X
Yx €1, g(x) = fo e 'f(t)dt ce qui permet de conclure que ¥x € I, Zo fn(x) = f(x) + fo et (t)dt.
n=

Méthode 2 : soit x € I, on se place sur le segment [0;x] out 'on sait que la série > f, converge normalement
n=0

x Too ax
d’apres a. donc, par intégration terme a terme sur un segment, on obtient j;) S(t)dt = > fo fn(t)dt en
n=0

notant S(x) = E fn(x). S est continue sur I car toutes les f;, le sont et que Y, fn converge normalement
n=0

sur tout segment de I. Pour tout entier n € N, f fa(t)dt = f 1 (t)dt = [fup1(t)]§ = fng1(x) donc
G(x) = fox S(t)dt = HZ_:O fnr1(x) = S(x) — f(x) = G'(x) — f(x) par le théoréme fondamental de 'intégration.
On résout & nouveau cette équation différentielle sur I et ¥x € I, G(x) = e* fox e~ 'f(t)dt car G(0) = 0. On
en déduit comme par la premiére méthode que Vx € I, S(x) = G(x) + f(x) = f(x) + f XLt

Par exemple, si [ = R et f: x — 1, alors on montre par récurrence que Vn € N; Vx € R, f,(x) = —'. Ainsi,
n!

+o0o n x
on obtient une formule classique : Vx € R, - *5 =1+ fo e tdt=T+e[—e [y =1+e*(1—e ) =e".
n=0 -



a. Convergence simple : e soit, pour n € N, f;; : R — R définie par f,(x) = Arctan(n + x) — Arctan(n).

Soit x € R, alors Vn > Max(1,|—x] +1), n > 1 et n+x > 0 donc f(x) = Arctan (l> — Arctan( —]i— )
n n+x
car on sait que Yy > 0, Arctan(y) + Arctan (l> = T Ainsi fn(x ) =1__1 4 O(%) puisque
y 2 +oo M n-+x n
— 3 1 _ 1 1 _ 1 1 1 1 .
Arctan(u)gu—i—O(u ). Or mareli el LT ;(1—% (—2> ;—ﬁ—&—O(?). Ainsi

i (x) ? - 5 + O( ) Donc fr, (0) = 0si x =0 et fn(x) ol ﬁ si x # 0. Dans les deux cas, par comparaison,

> fn(x) converge par RIEMANN. On a donc la convergence simple de ) f,, sur R.

n=0 n=0

o) it aussi di 0 tan(f _nt9-n X formule d
e On pouvait aussi dire, pour x # 0, que tan(fy(x)) Ry —— Ty —— par une formule de
trigonométrie. Ainsi, comme nE;Too fa(x) = 275 0, on a fy(x) o s tan(fn(x)) Lz e qui va plus vite.

e On pouvait méme, puisque Arctan est de classe C' sur R, avoir I'existence de ¢, € [n;n +x] tel que
fn(x) = (n+x —n)Arctan’(cn) =

] J;‘ 5 par le théoreme des accroissements finis ce qui, comme ¢, ~ n
Ch +o0

car cy est entre n + x et n, devient & nouveau fy (x) o X six #£0.
oo n

Convergence normale : comme toutes les f,, sont croissantes et valent 0 en 0, la fonction f est aussi croissante

et f(0) = 0 par convergence simple. Comme f,, est croissante sur R, que lim f,(x) = —% — Arctan(n),
X——00
que lim fn(x) = T — Arctan(n) et qu'on a T — Arctan(n) < T + Arctan(n) = | — T — Arctan(n)|, on
x—+4-00 2 2 2 2

peut conclure que |fn| est bornée sur R et admet sa borne supérieure au voisinage de —oo. On a donc la

relation ||fn|lco,g = lim |fn(x)| = %—i—Arctan(n) > % La série ) ||fn||oo, r diverge donc grossierement.
n——0oo

n>0
Par conséquent, il n’y a pas convergence normale de >  f, sur R.
n=0
n n
Convergence uniforme : posons S, = Y, fi, alors lim Sn(x) = > (— % - Arctan(n)) < —(n+ 1)%
X——00

k=0 k=0
Si la fonction f était bornée, comme elle est croissante et strictement négative sur R_, elle admettrait une

limite finie £ < 0 en —oo. Or dés que —(n + 1)% < ¢, il existe xo € R_ tel que Vx < xg, Sn(x) < € car Sp

est croissante et lim Sp(x) < —(n+ 1)% < L. C’est absurde car alors on aurait Vx < xo, f(x) < Sn(x) < ¢
X——00

+o0
car f(x) = Sn(x) + Rn(x) et que Rp(x) = > fi(x) < 0car x < 0 donc Yk > n+1, fi(x) < 0. Ainsi
k=n-+1
lim f(x) = —oco. Comme toutes les S;, sont bornées car les f,, le sont, les fonctions R, = f — Sy, ne sont
X——00

pas bornées sur R et ne peut donc pas avoir de convergence uniforme de la série > f, vers f sur R.

n>0

b. (H1) On a déja vu la convergence simple de > f;, sur R vers f.
n>0
(Hz) Toutes les f,, sont de classe C' sur Ret ¥n € N, ¥x € R, f (x) = %
T4+ (n+x)
(Hz) Soit [a; b] un segment, . Dés quen > |—a|+1,onan+a > 0 donc Vx € [a;b], 0 < n+a n+x<n+b
2> Zet 0 < fl(x) < ——— B < ——— ~ 1

donc (n+x)* =2 (n+a)” et 0 < (x) < gy donc ||t} [|oc,[a;b] < T g @) % n2 — donc la série
> f) converge normalement sur tout segment [a;b] de R par RIEMANN.
n=0

+oo

On en déduit par théoréme que f est de classe C' sur R et que Vx € R, f'(x) = > %
an]‘%(ﬂ‘%X)
+o00 +oo
c. Pour x € R, f(x+1) —f(x) = > (fa(x +1) — fn(x)) = > (Arctan(n + x + 1) — Arctan(n + x))
n=0 n=0



n
donc f(x + 1) — f(x) = liT > (Arctan(k 4+ x + 1) — Arctan(k + x)). Or, par télescopage, on obtient
n

> (Arctan(k + 1+ x) — Arctan(k + x)) = Arctan(n + 1+ x) — Arctan(x) et _lm Arctan(n +x) =

k=0 n—+4o0

N

Ainsi, f(x+1) — f(x) = 72l — Arctan(x) qui devient, si x > 0, f(x + 1) — f(x) = Arctan (l)
X
e On peut en déduire par exemple que, puisque f(0) = 0, on a f(1) = % en prenant x = 0 et , par une

—1

récurrence facile, ¥n € N*, f(n) = % + Z Arctan (]1) Par une petite étude de fonction, on obtient
x> N T =g m
que Vx € [0;1], x — £y < Arctan(x) < x, d’ou Vn € N¥, 5 + Hnot — Y w3 < f(n) < 5t Hn_1
k=1
S o B)
aveCc Hn_1 = >, -+ = In(n—1)4+v +0o(1) ~ In(n). Comme > —5 = + O(1), on en déduit par

k=1 k +oo +o0 k=

1
encadrement que f(n) o In(n). Or, comme f est croissante, pour x > 1, on trouve f(|x]) < f(x) < f(|x] +1),
o0
mais, puisque f(|x]) ~ In(|x]) ~ In(x)et f(|x]+1) ~ In(|x J—H) ~ ln( ), par encadrement, f(x) ~ In(x).
o0 +o0 +o0 +o0

e Autrement, on pouvait poser, si x > 0, la fonction hy : t — A‘rctan(t + x) — Arctan(t) de sorte que hy
.. . —x(2t + x)
est dérivable sur R, et que, puisque h/(t) = 1 — = x(
+ et que, puisque Ry (t) T+(t+x)? 142 (+@+x))0+12)

7 . . 7 . . 7 k+] k
décroissante. Par comparaison série-intégrale, Vk > 1, fk hy(t)dt < hy(k) = fi(x) < fki] hy(t)dt. On

< 0, hy est

. . Foo Foo
somme ces inégalités (tout converge car hy(t) o t% comme avant) : f1 hy(t)dt < f(x) < fo hy (t)dt.
o0

Or une primitive de hy sur Ry est Hy : t — (t+x) Arctan(t+x)—t Arctan(t) —% In(1 —l—(t—i—x)z)—i—% In(1+t2).

Par le théoreme d’encadrement, on trouve avec quelques développements limités que f(x) o In(x).
oo

—nx
a. Pour tout entier n > 2, définissons u,, : R — R par un(x) = Xleﬁ'

n(n

eSix=0,0onaVn>2 uy,(0)=0donc Y, un(0) converge.
n>2
eSix>0,onaun(x) = o(e™™) car lim In(n)= +oo donc un(x) = o((e™*)") et, comme la série
+oo n—-+oo —+oo
> (e7™)™ converge car |e”*| < 1, par comparaison, . un(x) converge absolument donc converge.
n>0 n>2
e Six <0, UWm un(x)= —o0 par croissances comparées donc > un(x) diverge grossierement.
n—-4oo n>2

Ainsi, le domaine de définition de f vaut D = R,..

b. (H;) D’apres a., on a convergence simple de ) un sur RY.

n>2
_ —nx
(Hz2) Toutes les uy, sont de classe C! sur R* et Vx > 0, u/,(x) = %
(1 4+nb)e ™

(H3) Soit [a;b] C R, alors il vient Vx € [a;b], Vn > 2, [u] (x)| < donc u!, est bornée sur [a; b]

In(n)

—na

(4 nb)e”™ _ o(ne %) = o( 1 ) par croissances comparées,
In(n) 400 foo \n?

la série ) u} converge normalement sur tout segment [a;b] de R par comparaison.
n>2

1+nble "¢
et Hu;.HOO,[a;b] < % Comme

. Lo 1 X (1 —nx)e ™
Ainsi, par théoreme, f est de classe C' sur RY et Vx >0, f'(x) = > —~—.
n=2 1T1(T1)
i i isi f(x) =£(0) _ (¥ e7mx
c. Soit x > 0, le taux d’accroissement de f au voisinage de 0 vaut T(x) = = len(n) donc,
n=2




P —kx
comme on somme des termes positifs, on a I'inégalité T(x) > > £

5 (k)

sont décroissantes sur Ry, T est elle aussi décroissante sur R*} donc admet une limite finie

Sp(x)  (Ip). Comme toutes les

e*TLX

X =
In X In(n)

ou 400 en 07 par le théoreme de la limite monotone.

Supposons que lim+ T(x) =€ € R, en passant & la limite quand x tend vers 07 dans les inégalités (Ip,), on
x—0

P
trouve ¥p > 2, € > lim Sp(x) = 1 orl di L= o)
rouve Vp > Hm p(x) kX::Z () (Ep). Or la série kz>:zl 0 iverge puisque o] e 0
et que Y, ]E diverge. On obtient donc une contradiction en faisant tendre p vers +oco dans I'inégalité (Ep,).
k>2
f(x) = £(0)

Ainsi, par raisonnement par ’absurde, on obtient lim = 400 ce qui prouve que f n’est pas

x—0t+ X

dérivable en 0 ; le graphe de f admet une tangente verticale en 0.
+oo +oo —kx +oo —kx

d. Soitx>0,n>2Ry(x) = Y w(x)= > X£ < Y. X8 car les deux séries convergent
" k=n+1 k=n+1 Ink h k=n-+1 ln(n + ])
et que Vk > n+1, In(k) > In(n+1). Ainsi : Rp(x) < —2—— +fjo e~ — xe DX +Zojo e~ (kem=T)x
g ’ - " h ln(n + 1) k=n+1 ln(n + ]) k=n+1
et on reconnait une série géométrique de raison e~ * < 1 donc, comme tous les termes sont strictement positifs
—(n+1)x L —x
dans Rp(x) : 0 < Ry (x) < xe et ainsi 0 < Ry (x) < xe car e~ (DX L e,

Inn+1)1—e™) Inn+1)(1—e7%)

—X
Par conséquent, en posant @ : x = —*6—— = —X* — ‘onaVx >0, 0 < Rp(x) < ﬂ Or ¢ se prolonge
1—e e* —1 In(n+1)
par continuité en 0 avec @(0) = 1 car e* ?1 +x + o(x) donc e* — 1 X et HT ©(x) = 0 par croissances
X—+00
comparées. Ainsi, par continuité de @, elle est bornée (par M) sur R, donc Vx > 0, 0 < Rp(x) < ﬁ
n(n

(¢a marche aussi pour x = 0 car R, (0) = 0). Plus précisément, M = 1 car on connait I'inégalité de convexité

¥x > 0, e > 1+ x qui équivaut & e* —1 > x > 0 donc ¢(x) < 1 pour x > 0. Ainsi, R, est bornée et

M et = 0 donc Y un converge uniformément sur R;. Comme

R S —F—— 3 Tn(n 1)
|| T’LHOO»]RJr = 1Tl(n+]) n—lﬂ-loo ln(nJr]) n>2

toutes les uy sont continues sur R, f est continue sur R .
Pour un équivalent de f en +00, on constate que 1y q1(x) = o(un(x)) pour n > 2. On peut conjecturer que
(oo}

~ f(x) _ tor 1TL(2> —(n=2)x _ = _ ln(Z) (n— 2)x
f(x) fod uz(x). Or Vx > 0, we) nz::Z tn(n) e = n{:zvn(x) en posant vy (x) = Tn(n) e Or

vn est positive et décroissante sur [1;4-o00[ donc ||V ||, [1:400[ = Vn(1) = tngz))e’(“’z) = o((e”")™) donc,
nn [ere}

comme Y. (e”!)™ converge, on a convergence normale de Y. vy, sur [1;4+o0co[. Comme lim vy(x) =1 et
nz2 n>2 X—400

oo
que Vn >3, lim vn(x) =0, & nouveau par théoréme de la double limite, lim RGN =14+ > 0=1ce

x—400 x—++00 12 (x) n=3
-2
qui prouve que f(x) ~ uz(x) = *& ~. Par conséquent f(x) = o(e™™) donc f est intégrable sur R, .
+o0 In(2) +o0
a. Avec la condition de I’énoncé, Vn € N, Vx € I, |¢ (2%) ’ < c2|n| et la série géométrique Y % converge
n>0

donc, par comparaison, Zo 10} (2“) converge absolument donc converge.
nz

Pour n € N, posons u, : x — (p(zn) avec la méme majoration, comme |x| < a pour x € I, on a

ca - ca .
Iunloo,[—aza] < m et la série > on converge comme avant donc, par comparaison, Y. un converge
n>0 nz=0



normalement sur I. Or les u,, sont continues sur I par hypothese donc, d’apres le cours, S est continue sur I.

“+oo
b. D’aprés 'hypothese, comme 0 € I, on a [¢(0)] < ¢[0] = 0 donc ¢(0) = 0. Ainsi, S(0) = Y ¢(0) =0. De
n=0

—+oo —+o0

plus, d’aprés a., S est continue sur I. Enfin, pour x € I, S(x) — S(%) = Zo(p(zin) -3 <p(2nx+1) = ¢(x)
n=

apres simplification. Par conséquent, S est solution de (P).

c. Méthode 1 : soit f une fonction vérifiant (P) et x € I, Vk € N, k € I donc f(%) f( = ) (p(zlk)

2
En sommant pour k € [[0;n], on obtient, apreés télescopage, f(x) — f(zn%) = (2 ) . Comme f

est continue en 0, on a lim f(%ﬂ) = f(0) = 0 donc, en passant & la limite dans (R), on a finalement
n—+4oo 2

+oo
f(x) = Zo ® (2%) = S(x) ce qui assure l'unicité.

n=
Méthode 2 : soit Sy et S deux solutions de (P). Posons d = S1 —S2, alors d est continue sur I par opérations,
d(0) = $1(0) — S2(0) = 0 et Vx € I, d(x) — d<§) —S1(x) — S (g) —S2(x) + Sz(%) — o(x) — @(x) = 0. Soit
x € I, en itérant la relation d(x) = d(%), on montre par une récurrence simple que Vn € N, d(x) = d(2n>

Comme d est continue en 0, en passant & la limite dans cette relation, on a donc d(x) = d(0) donc d est
constante. Mais comme on a vu que d(0) = 0, la fonction d est nulle sur I.

Ainsi, la différence de deux fonctions solutions de (P) est nulle ce qui assure l'unicité.

d. Comme S est solution de (P) avec la question b. et que deux solutions de (P) sont égales d’apres la
question c., on en déduit que S est la seule solution de (P).

e. Supposons ¢ de classe C' sur I. Utilisons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

e D’aprés a., Y, un converge simplement (méme normalement) sur I.

n>0
e Toutes les u,, sont de classe C! sur I car ¢ est.
ePourn € Net x € I, u,(x) = 2%@(%) or ¢’ est continue sur le segment I donc elle y est
bornée et on peut définir M = ||¢’||c0,1. On a donc ¥x € I, |uj (x)| < 2“ donc v/, est bornée sur I,
[[ul oo, 1 < ZM“ et la série géométrique n2>:0 ZM“ converge donc n;o u}, converge normalement sur 1.

400
Si on suppose ¢ de classe C! sur I, alors S = 3 u, est aussi de classe C' sur I.

n=0
a. Soit x € [0;1], traitons deux cas :

e Six=0,alors ¥/n € N, f(x) =0 donc ) f,(0) converge.
n>0

e Six €]0; 1], comme ! €]0; 1], la série géométrique > — converge donc Y fn(x) converge.
T+x n=0 (1 +x) n=0

On a donc montré la convergence simple de > fy, sur [0;1].
n>0

+oo
b. La fonction f : [0;1] — R telle que Vx € [0;1], f(x) = > fn(x) est bien définie d’aprés a. et on a
nz

+oo n
f(0)= > 0=0. Six€]0;1], f(x) =x Z (1_1 ) =x X %:1 + x. Ainsi, f n’est pas continue en
n=0 X

T4+x
0 car li%1+ f(x) =1 # 0 =f(0) alors que toutes les fonctions f;, sont continues sur [0;1]. Par la contraposée
X—



7 N V o V 1 n N .
d’un théoréeme du cours, on ne peut pas avoir convergence uniforme de fnosur [0;1
n>0

Comme Vn € N, lim+ fn(x) =0 =1, et que Z h=0#1= hm f(x), d’apres la contraposée du théoréme

x—0 n=0

de la double limite, il n’y a pas non plus convergence unlforme de > fn sur ]0;1].
n>0

1
c. Pour n € N, la fonction f, est continue sur le segment [0; 1] donc fo fn (x)dx existe.

e Pour les petites valeurs de n, on calcule facilement f(: fo(x)dx = f; xdx = [%}; = %, puis

fol f1(x)dx = fo] ( B H?)dx = [x — In(I —i—x)]:) = 1 —1n(2) et enfin, pour n = 2, on arrive &

L/: fa(x)dx = f(; (1 —:—x - U—ljix)z)dx = [ln(l +x)+ TT In(2) — %

e Pour n > 3, f()] fn(x)dx = fo (1(]—1-7( — 1) f i —|—x AT~ f()] (]_‘377;)71 et, classiquement,
1 1 1 - 2-

Jo tmloax= [_ (n—z)(1]+x)“*2}o - [_ (n—1)(1]+x)“*‘}o gy ke 121—: - 121—2

1 _ n2'—m ~ 1
qui se factorise en f fn(x)dx = m—2)n—=1 (n=2)n—1)+cn?’

Utilisons le théoreme d’intégration terme a terme :

(Hy) La série > f, converge simplement vers f sur [0;1].
n=0

(Hz) Les fonctions f sont intégrables sur le segment [0; 1] car elles y sont continues.

(H3) La fonction f est continue par morceaux sur [0;1] d’apres a

1
(H4) La série numérique fo [fn(x)|dx converge par comparaison aux séries de RIEMANN car fy, est
n>0
1
positive donc |f (x)| = fn(x) et, avec les calculs précédents, fo fr(x)dx ~ 1—2
1 too o1
D’apres le fameux théoreme, f est intégrable sur [0;1] (on le savait déja) et fo f(x)dx = > fo fn(x)dx ce

1 291 oo a1
qui donne, puisque fo f(x)dx = [x + %}0 = %, la valeur 3 fo fn(x)dx = 3,
n=0

2
1 1 1
» ‘ _ _ dx _ dx _ _
Autre méthode par télescopage car Yn € N, I, = fo fn(x)dx = fo a —|—x)“*1 j;) R Un_7 —Un
T dx 1 L
en posant u, = fo m pour n > —1. Comme Vn > 2, u, = {f I +X)n—‘}o+§o? on a

—+o0

1
nl—l)Too un = 0 donc, par dualité suite-série, nzo Ihn=u_1— 11111 Up =u_q = j;) (1T+x)dx = %

n

_1\yn—1 _1\yn—1
a. o Si x <0, la suite (%) , be tend pas vers 0 donc la série % diverge grossierement.
n> n

n>l1

_1\yn—1
Par contre, si x > 0, la suite ( ]X) : est positive, décroissante et tend vers 0 donc la série ) =)
n /nz

x
n>1 n

converge par le critére spécial des séries alternées. Ainsi, le domaine de définition de n est R7.
e Si x < 0, la suite (LX) ne tend pas vers 0 donc la série > ix diverge grossierement. Par contre, si on
n /n-xi n

n>l

n
ax > 0, la fonction fy : t — J—X étant décroissante et continue sur [1;+oo[, Vn > 2, fx(n) < f ] fx(t)dt (1)

n+1 .
et Vn > 1, f fx(t)dt < fx(n) (2). Traitons deux cas :

n

Six>1, en sommant les inégalités (1) pour k € [2;n] et par CHASLES, on obtient la majoration



Ll 1 1 1
Sp=1 fe(k) < 1 fo(t)dt = 1 [ } =1 - -
n +Z + [ M e B e Bl o s S R Ry
(comparalbon série- mtegrale). Comme la suite (Sp)n>1 des sommes partielles de cette série a
termes positifs > ix est bornée, on sait d’apres le cours que > ix converge.
n>1"n n>17n

Six <1, en sommant les inégalités (2) pour k € [[1;n] et par CHASLES, on obtient la minoration

2)
n n +1 +1
Su= 3 € = (k) 2 [T fwae > f: 4t car x €)0;1] done Sy > In(n + 1).

Comme lim In(n+ 1) = 400, par minoration, lim S, = 4oo donc > ix diverge.
n—+o0 n—+o0 n>1

Ainsi, le domaine de définition de ¢ est ]1; 4o00].

n n (_1\k=1
b. Pour x > 1, posons les deux sommes partielles S, = > k]—x et S = > % Pour n € N*,
k=1 k=1

2n (_])k 1

onasSh, = >

=1 K

2n n
Z k]—x X Z 2k 1)X (séparer termes d’indices pairs et impairs). Ainsi,
2n =Son — 2;—715“. En falsan tendre n vers +oo dans cette relation, comme les deux séries convergent

d’apres a., n(x) = (1 —2"7%)¢(x) car lim S5, =0(x) et Um S, = liT San = ¢(x) (suite extraite).
n——+oo

n—-+oo n—-+oo

_1\yn—1 +oo
c. Pour n > 1, posons gn : x — % de sorte que Vx > 0, n(x) = > gn(x).
n =

(H1) >~ gn converge simplement vers n sur R’ d’apres la question a..
n>1

(H2) Toutes les fonctions gy, sont de classe C' sur R% par opérations.

(H3) Vn € N*, ¥x > 0, gl (x) = (—1)"@ et |gy,| est clairement décroissante sur R donc, pour
n

In(n In(n .
a >0, on a |lgn|ls,aitoo] = (a) et > (a) ne converge pas si a < 1 donc la convergence
n n>1 n
normale de ) g} n’est pas assurée et on va passer par la convergence uniforme.

n>l1

Comme la série Y gi(x) est alternée pour x > 0, on s’intéresse & la décroissance de la suite
n>l

In(t)

(g (x))n>1, au moins & partir d’un certain rang. Posons hy : t — Elle est dérivable

—x1In(t )

sur R% et hi(t T

Ainsi, h, est décroissante sur [el/ *; +00[, donc notamment sur

) =
[e!/9; 4-00[ car ]E > Ainsi, des que n > €'/, hy(n) = |g,, (%) = |g};1(x)| = hx(n + 1) donc

xR |=

la suite (|g7, (%)[) > le1/as1] est décroissante et tend vers 0 par croissances comparées. Par le

critere spécial des séries alternées, la série > g/, (x) converge et on peut donc définir sa fonction
n>1

reste d'ordre n, Ry : x = > g}(x). Pour n > e'/%, le critére spécial montre aussi que l'on a

, _n(n+1) _ 1“(n+1)
Rn () < om0 = T35 < e

In(n+1)
o] S A T)
& IRnlloc fastool < T Ty Comme Hm <7 =

série ) g, converge uniformément sur [a;+oo[, donc sur tout segment de R .

Ainsi, la fonction R, est bornée sur [a;+oo[ et on

In(n+1) . . .
————& = 0 par croissances comparées toujours, la

n>1
PN . - . 1 . p T aln(n)
Par le théoreme de dérivation des séries de fonctions, n est C' sur R et ¥x >0, n'(x) = > (1) .
n=1 n
n (_])k—l . . (_])n 1
d. Pour n > 1, posons S, = Y B la somme partielle de la série > ~—~—— dont la somme
k=1 n>1 n



n 1 1 =l A
vaut n(1). Alors 8, = > (=1)k! fo tTdt = fo ( > (—1)1t))dt par linéarité de I'intégrale. Comme
k=1 j=0
n—1 n n—H
i 1=(=t) / 1 ’ ’ ’ ! 1
t 0;1 —t) = ———— S - = < thdt =
vt e o, EO( ) T+t A Pn O1+t f 1+t \fo n+1
1
Yt € [0;1], ]1? < 1. Par encadrement, on a nl—1>TooS =n(1) = fo % = [In(1 +t)]) = n(2) car
Jlim n+r] =0.0r1—2""%=1—¢(l=9)n@) ~1- 1+ (1 =x)n(2) + o1 —x))fr(x —1)n(2) donc, par
continuité de nen 1, {(x) = . j(;])_x ~ i —h;gzl)n(z) =3 lx et on a déja ¢(x) Y ]1? donc a = 1.

Pour avoir b, il nous faudrait le développement limité de n en 1 a l'ordre 1 et pas seulement 0 donc la

LA (=1 (k) :
valeur de n/(1). Pour n > 1, posons H, = Y. ~ et T, = ), ~~—~——~ de sorte que n'(1) = lim T,
=1 k — k n—-+oo
. . - . L I (—1)*n(k) :
d’aprés c.. Or, en séparant les termes d’indices pairs et impairs dans T, = Y, ~—4——-2 on obtient
k=1

Ton = i tn(2k) _ ni:1 n@k+1) _ 2 i tn(2k) _ zzn ln]ik) done, comme In(2k) = n(2) + In(k), on

k=1 2k k=0 2k+1 k=1 2k K=1
2 In(k) . In(t) -
a Ton = In(2)Hny + Uy — Uzy en posant Uy = Y O Or la fonction f : t — " est dérivable
k=1
et décroissante sur [e;+oo] car Vt > 1, f(t) = % Ainsi, par comparaison série-intégrale, on a

k K+1
Vk > 4, . 1f(t)dt > f(k) (1) et Vk > 3, f f(t)dt < f(k) (2). Pour n > 4, on somme (1) pour

€ [4;n] et, par CHASLES, f )dt > Un — f(2) — f(3) et on somme (2) pour k € [3;n] pour avoir

+1 2 n+1 2 n
f I g4 < Uy - £(2). Ainsi, M [ <y < 2B ) TOT™ Gomme on g
3 t 2 2 3 2 3 2 4

2 2 2
n (T; +1) ol n Z(n)’ par encadrement, on a donc U, ol n Z(n)'

_ n? (n)
2

111 2
5 (1n(n)+ln (1 - —)) 5
donc an—an_1 = tn(n) _In"(n) + e _ n(n) +1n(n)n (1 —l> +1lm (1 - l) et on
n 2 2 n n 2 n

In(n) wn?mn)  n?n-1)
T2 T2

De plus, en posant a,, = Uy pourn>1l,onaVn>2 an —an_1 =

arrive & an — an_q = In(n) —Hn(n)( L o( )) + O( ) =0 (3]—/2) ce qui montre par comparaison
+oo M n?/ +o0 n

aux séries de RIEMANN que Y (an — an_1) converge donc que, par dualité suite-série, la suite (an)n>1
n>2

converge, notons « = lim a, de sorte que U, = tn(n) + o+ o(1).
n—+oo +o0 2

2
Par conséquent, T, = m(2)(n(n)+vy+o(1)) + n? ( ) +oa+o(l)— % — o+ 0(1) dont on déduit que

2
Ton = In(2) In(n) +yIn(2) - w — n(2) n(n) + o(1) car In(2n) = In(2) + In(n) et on a enfin la valeur
oo
. . n2(2)
wB, Ton = vIn(@) = 7= =)
Comme Vx > 1, ¢(x) = ]ﬂ(%? la connaissance locale du numérateur et du dénominateur au voisi-

nage de 17 va nous donner les valeurs de a et b. En effet, n(x) = n(1) + n'(1)(x — 1) + o((x — 1))

par le théoreme de TAYLOR-YOUNG car n est de classe C! sur R et 1 — 217 = 1 — (0=91(2) donc



2
1—2“*71 - (1 +1n(2)(1 —@+%(1 —x)%+o((1 —x)z)) Tln(Z)(x—U— 5 (x—=1)%+o0((x—1)?%)
2
n(2) + (yln(z) - @)(k D +o(x—1)

14 (yf@)(xq)ﬂ(xq)
puis C(x)1:+ 5 — %

ln(z)(x—1)_M(X_1)z+o((x_]>z) 1+ x—1 1_1n(2)
n(2)
1+(Y—7)(X—1)+0(X_1)
i : = In(2) n(2)
il vient = (14+y—— ) (x—1)4+o(x—1)) x [ 1+ (x—1)+o(x—1)

%(1 +y(x—1) +o(x—1)

. Or

(x=1)+o(x—1)

174—1/4—0( 1) donc a =1 (on le savait) et b =y

et on a enfin ¢(x) = =
1+ 1+ x—1

a. Pour n € N* soit f, : R — R définie par fn(x) = ATLTZI(TLX). Alors [, (x)] < ZLZ donc, par
n n

comparaison et critéere de RIEMANN, la série > fn(x) converge pour tout réel x. Ainsi, ) f, converge

n>1 n>l
simplement sur R : f est définie sur R. La majoration précédente montre méme que f,, est bornée sur R et
que [[fnlloo,r < =5 (on a méme égalité car Um fn(x) = =%5) et la série >, 75 converge donc la série
2n x—+4-00 2n n>12n

>~ fn converge normalement sur R. Comme toutes les fonctions f, sont continues sur R, par théoreme, la
n>l

fonction somme f est aussi continue sur R.
b. Utilisons le théoréme de dérivation des séries de fonctions :

(H7) On vient de voir que > f, converge simplement sur R* (et méme sur R).

n>l1
(Hz) Pour tout entier n > 1, f,, est de classe C' sur R avec f/ (x) = 1722
n(l+n™x)
(Hz) Soit a > 0, posons Jq :] — o00;—a] U [a;+00[, on a Vx € Jq, ¥n = 1, |f(x)] < /. (a) donc
filloo,je = fn(a) ~ 3 2 donc, par comparaison, Y ||f;,||ec,7. converge ce qui justifie que la
+oomn n>1
série de fonctions Y !, converge normalement sur J,.
nxl

+oo
Ainsi, f est de classe C! sur R* et Vx # 0, f'(x) = >_ %
n=1 Tl( +nox )

c. On effectue une comparaison série-intégrale. Si x > 0 est fixé, la fonction g« : t — ﬁ est
x
: A . n+1
continue et décroissante sur R} donc, pour n > 2, on a fn gx(t)dt < gx(n) = f,(x) < f

On somme pour n allant de 1 & p pour l'inégalité de gauche et pour n allant de 2 & p pour celle de

p+1
droite et on obtient par CHASLES f1 gx(t)dt Z 7.( )+ f] gx(t)dt. Or, pour y > 1, on

K _ (v 1_x72t) _[ _1 2}9_1 o1 (1+x2]12)
a [Tovat= [ (t e () — 1 +x22)| = T +47) — Jin 3

y . X -
donc HT f] gx(t)dt = 1 In(1 +x?) — In(x). Ainsi, en passant & la limite quand p tend vers +oo dans
Yy—+00

2
lencadrement ci-dessus, on parvient & %In( +x2) —In(x) < f'(x) < ] _: > + %ln(l +x2) — In(x). Par
x
encadrement, on en déduit 'équivalent f'(x) ~ —1In(x) donc lim f'(x) = +oo0. Pour x > 0 par exemple,
x—0+t x—0+

par le théoréeme des accroissements finis, puisque f est continue sur [0;x] et dérivable sur ]0;x[, il existe

€]0; x| tel que ) _ f'(cx) donc, comme lim ¢y, = 0%, on a lim ) _ 400 : le graphe de f admet
x

x—0+ x—0t X
donc en 07 une tangente verticale et f n’est pas dérivable en 0, ni & gauche ni & droite car toutes les f,, étant



impaires, la fonction f est aussi impaire.

Pour x > 0, comme f(x) = f(a) + fx f'(t)dt pour a > 0 par le théoreme fondamental de l'intégration, en
faisant tendre a vers 0, par continuité de f en 0, on a f(x f f'(t)dt. Comme f'(t) ?fln((t), on a
' (t) + In(t) ?o(ln(t)). Pour ¢ > 0, il existe donc « > 0 tel que Vx €]0; «], |f'(t) + In(t)| < ¢|In(t)]. Ainsi,
‘ f t)+1n(t))d ‘ <e fox(—ln(t))dt. 11 vient donc ’f(x) +x1n(x) —x‘ < e‘xln(x) —x|, ce qui garantit que
f(x) + xIn(x) — x?o(x In(x) — x), ou encore que f(x) v In(x) + x. Mais comme —x In(x) + XX In(x),
on a enfin I’équivalent f(x) X In(x).

d. Comme toutes les f,, sont croissantes comme la fonction Arctan, la fonction f est croissante sur R. On

pouvait aussi utiliser la continuité de f sur R et I’expression de sa dérivée positive vue en b..

e. Onavuenb. que > f, converge normalement sur R. Or les fonctions f, admettent des limites finies

n>1
+o0. Par le th de 1a double 1 b} $om o s
. théore imit L f = i f = — = =((2) = —=.
en oo. Par le théortme de la double limite, lm (x) ngl (X;TOO n(x)) ngl . ZC( ) 13
Comme f est impaire car toutes les fonctions f, le sont, on a aussi lim f(x) = 17
X—>—00
3 3
f. La fonction f est impaire, croissante et on a lim f(x) = &= ~ 2,58 et lim f(x) = —"-. Son graphe
X—+00 12 X——00 12

3
ressemble donc & celui de la fonction Arctan, avec deux asymptotes horizontales d’équation y = =7 17 mais

avec une tangente verticale en 0.

_ n
10.10]a. Six = —n avec n € N, le terme 0t n’est pas défini donc D C R\ (— N). Réciproquement, soit

nl(n+x)
_ n
x € R\ (=N), en posant u, = %, onaun = o(#) et la série exponentielle né:o % converge donc

_ n
par comparaison, la série > =0t converge absolument donc converge. Ainsi, D = R\ (—N).
nso !(n+x)
b. Soit ng € N. Utilisons le théoréme de dérivation des séries de fonctions pour Y,  fy sur [—ng; +0o0] :
n>no+1
(H1) On a convergence simple de Y f, sur [-no; +0o[ car toutes les fonctions f,, pour n > ng + 1
n>no+1
sont définies sur cet intervalle, la convergence ayant été vue en a..

(Hz2) Toutes les fonctions f;, pour n > no+1 sont C* sur [—ng; +0o[ car ce sont des fonctions rationnelles

D) (1M

et, par récurrence simple, Yn > ng + 1, Vx > —ng, Vk € N, f%k) (x) =

n! (n+ x)k'H ’
() k! k! () ;
(H3) Vn 2 no + 1, ¥x € [-no;+oof, Vk € N, |fy’(x)| = L < -5 donc i est bornée sur
nl(n +x n!
[—1o;+00[ et ||f(k)\|w‘[—no;+w[ < k—: Or la série exponentielle i' converge (k! est une
n: n>no+1 n.
constante) donc Y £ converge normalement sur [—mng; +00].
n>no+1
Par un théoreme du cours, la fonction Ry, : x — > fn(x) est de classe C* sur [—ng;+oo[. Or
n>no+1
Mo
f=Rn, + D fn et toutes les fonctions f, pour n < ng sont de classe C* sur D car rationnelles donc, par
n=0

somme, f est de classe C* sur [—ng; +oo[ND.

Puisque ceci est vrai pour tout entier ng € N, la fonction f est bien de classe C*° sur D.

c. Pour x € D,onax+1€D et, en posant p =n + 1 dans l'expression de f(x + 1), on obtient la relation



S I s

xf(x) —f(x+1)= > - > dOHCXf()—f(X+])_]+Z( 1)"21.

n=0 n!(n+x) p=1 (pf])!(p#’x) n=1 n! e
. R = (- 1
d. En 0" : comme f est continue en 1 d’aprés b., on a lim f(x+1) =f(1) = >, ~——~— =1— -+ donc
x—0+ n=0 (T\. + ])' e
lim xf(x) = 1471 =1 Par conséquent, f(x) ~ 1
x—0+ e (4 0t X
En 400 : comme |f,| est décroissante et positive sur [1;+00[, on a [|fn ||, [1;400[ = [fn(1)] = ] + T pour
tout n € N. Comme la série exponentielle 1 ; converge, la série > fn converge normalement sur
n>o0 (Tl + ) n=0

[1;+00[. De plus, pour tout n € N, uTll fn(x) = €, = 0. Alnsi, par le théoréme de la double limite, on a
X—1+00
+oo

lim f(x) = > &, =0 donc hm f(x+1)=0. Avecc.,, ona lim xf(x)= 1 donc f(x) ~ 1,
Xx—+oo n—0 +o0o X—>+00 e +oo ex
e. Soit gy :J0;1] — R défini par g.(t) = t*"Te~t. La fonction g, est continue sur ]0;1] et gy (t) ~ L 1 —
donc gy est intégrable sur ]0; 1] par comparaison aux intégrales de RIEMANN car 1 —x < 1. On connait le
400 (_])ntn 400 (_])ntn+x71
développement en série entiere de exp, A savoir Vt € R, e™' = E— donc gx(t) = —
n=0 n. n=0 n:

(_Untn-i-x—]
Soit, pour n € N, la fonction hy :]0; 1] — R définie par hn(t) = ~————.
n!
(H1) La série Y hy converge simplement vers gy sur ]0;1] (on en vient).
n>0
1

(H2) Les h,, sont continues et intégrables par RIEMANN sur |0; 1] car hy (t) MR et 1 —x—n<1.

(Hz) La fonction gX est continue sur ]0; 1].

+ 1 +x 71
(Hs) ¥n € N, f (t)|at = tnx :l[tn X} = 1 car n +x > 0 et la série
nlln+xlo nln+x)
1

>0 nl(n +x)
Par le théoréme d’intégration terme & terme, on a gy intégrable sur ]0;1] (on le savait déja) et surtout la

relatlonf gx(t)dt = Z f hn(t)dt = Zooi f " Tetdt.

—onl(n+x)

converge d’apres la question a..

10.11 | La fonction f : x — () n(l —x) est continue sur 0; 1[. f(x) ~—1In(x) = o(i) car In(1 — x) ~ —x donc
X 0 0 \/x 0

f est intégrable sur }O; ﬂ par comparaison aux intégrales de RIEMANN. De plus, f est intégrable sur B, 1 [

car f(x) ~ (x—1)In(1 —x) car In(x) X —1 donc f se prolonge par continuité en 1 en posant (1) = 0. Comme

+o00 n
on a le développement en série entiere Vx €]0; 1], In(1 —x) = — >_ X—, il vient, avec f,, :]0;1] — R définie
X" n . Tin(x) In(1 —x 1+°°
par avec fn(x) = —f(x), la relation I = fo %dx = f x)dx = f

Le fonctions f sont continues sur ]0;1] et, comme fy(x) N—ln(x):o(L) et que lim fu(x) = 0 par
0 0 \vx x—0+

croissances comparées donc que f, se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1] en posant

fn(0) =0 si n > 2, les fonctions f,, sont intégrables sur |0;1].

D’abord, en posant u(x) = x™ et v(x) = In(x), les fonctions u et v sont bien de classe C' sur J0;1] et

xli%h u(x)v(x) = 0 par croissances comparées car n > 1 donc, par intégration par parties, on obtient la

1 1 nal
relation fo fn:[ w} 1 f n- 1dx—i[x—}ozi3sin>l.
n n

Méthode 1 : par linéarité de llntegrale comme la fonction f1 : x — —In(x) est intégrable sur ]0; 1], et donc

+oo 1 +°o
> fu(x) = f — 1 aussi d’apres ce qui précede, on a I = f f1 4+ f fn(x)dx.
n=2



Pour n > 2, f,, est continue sur [0;1] en posant f,(0) = 0 et f,(1) = 0. De plus, f,, est dérivable sur

10;1] et Wx €]0;1], i, (x) = fl((n — )X 21n(x) + x“fz) donc, avec le tableau de variations de f,, on
n

.
trouve |[fnllso,0;1] = fn (e (“—‘)) = m ol nz Alnsi, ngz fn converge normalement sur [0;1] par

RIEMANN. Par convergence normale (donc uniforme) de la série de fonctions > f sur le segment [0;1],
n>2
1 4oo oo 1
d’apres le cours, f sz n(x)dx = Z f fn(x)dx = >, —5 = ¢(3) — 1. Comme fo f1 = 1, on obtient la

n=2T
Valeurl—1+z =((3) ~ 1.202.

Méthode 2 : utlhsons le théoreme d’intégration terme a terme :
(H1) La série Y fn converge simplement vers f sur ]0; 1] (on en vient).

n>l
(Hz) Les f,, sont continues et intégrables (déja vu).

)
(H3) La fonction f est continue sur ]0;1].
)

1 1
(H4) Vne N, f [fn(x)|dx = f fn(x)dx = ]—3 et la série de RIEMANN ) ]—3 converge.
0 0 n n>1n
Par le fameux théoreme, on Conclut que f est intégrable sur ]0;1][ (on le savait déja) et surtout la relation

f f(x)dx = Z f fr()dx = 53 = ¢(3) ~1,202.
n=17n
10.12] a. Pour (n,p) € N?, la fonction fy p : x — xP In™(x) est continue sur |0; 1] et fy o(x) = (In(x))P = (17)

X
et lim fn p(x) =0sin > 1 par croissances comparées donc, par comparaison aux intégrales de RIEMANN,
x—0+

fn,p est intégrable sur ]0; 1] donc I, , est bien définie.

p+1
b. Pour n > 1, on effectue une intégration par parties en posant u: x — (Inx)™ et v : x X e
bien de classe C' sur ]0;1] et u%l+ u(x)v(x) = 0 et u(1)v(1) = 0. Ainsi, on obtient la formule de récurrence
x—

1 1
Inp = fo fr,p(x)dx = _p% j; (Inx)P~'x™dx = _p e

1 —x —x In(x)

c. La fonction f : x —» — =x"*=e est continue sur |0;1], on a lim f(x) =1 car lim xIln(x) =0
x

x—0t x—0t
1
par croissances comparées donc f se prolonge par continuité en posant f(0) = 1. Ainsi, fo f(x)dx existe car

f se prolonge en une fonction continue sur le segment [0; 1].

1
d. Sip =0, alors Ino = fo xMdx = % Alors, pour p € N, en reportant successivement, on a
n
I :_nIn—l,p —_n_ (n71)1n_2’p L (—])nn!I 0= (_])nn
™ p+1 p+1 p+1 P+ ™" (p+ 1)
+oco (_ 1\ M n 1 1 +oo
Comme x ™% = e *n(¥) = M (classique), on peut écrire I = fo f(x)dx = fo > fan(x)dx
— n! n=0

_ n
(H7) La série de fonctions > (=1) |f“ n
(H2) Toutes les fonctions i, » sont continues et intégrables sur |0;1] (on vient de le voir) et la fonction
f est continue sur ]0;1].

converge simplement vers la fonction f sur ]0; 1].

f |In n‘ 1 - Tf .
H3) Pourn € N, L, ” et la série ) L1 converge par comparaison
( 3) f (n+])n+1 >0 fO | ! | ge p p
, . _ 1 1 S
aux séries de RIEMANN car u,, = W < 2 deés quen > 1.
D’apres le théoréeme d’intégration terme & terme, f est intégrable sur ]0;1] (on le savait déja) et il vient
1= [ tx)a ' xa +§Ooj (=1)"Inn +§°Oj S E— +§Ooj 1 aprés ch t d’indi
= fo (x)dx = fo x X = P o = 2y 1)n+1 = P apres changement d’indice.



