DEVOIR 10 : SUITES, SERIES DE FONCTIONS
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Suites de fonctions : soit (fn)ne N une suite de fonctions qui converge simplement vers f: R — R

( les fn sont bornées) = f est bornée (les f, sont paires) = f est paire

1.2] ( les f,, sont continues) == f est continue (les f,, sont 27m-périodiques) = f est 27-périodique

Suites de fonctions : soit la fonction f : [0;1] — R définie par f(x) = 0 six € [0;1] et f(1) = 1 puis, pourn € N,
la fonction fy, : [0;1] — R définie par fn(x) = x™ ; 0 représente la fonction nulle
fn%mur[o;]] fn%Osur[O;l[
fnC—VSHsur[O;l] fn%UOSur[O;a}siaE[O;l[
Séries de fonctions : so0it (fn)nen une suite de fonctions bornées continues de R dans R, on suppose que
> fn converge simplement vers S : R — R (TS pour "sur Tout Segment”) ; on suppose que chaque fy
n>o

admet une limite finie £, en 400

> fn CVUTS = S continue > fn CVU = 3 f, CVNTS

n>0 n>0 n>0
+oo
> fn CVNTS = lim S(x)= 3 {n > fn CVN = 3" f, CVU
n>0 x—r+o00 n=0 n>0 n>0

Séries de fonctions : pour tout entier n € N, une fonction f,, : I — R et enfin f : I — R une autre fonction
(CVS, CVU et CVN comme habituellement)

( > fn CVS (vers f)) — (Ve >0, Vx €1, Ing € N, Vn > ny, ’f(x) — i fk(x)‘ < 8)
k=0

n>0

(X fn CVU (vers 1)) <= (3no € N, ¥x € I, Ve > 0, Vn > no, [f(x) - 3 )| <e)
n=0 k=0

( S £ CVN (vers f)) = (3(%) € (RN, (3 an converge et ¥x € 1, [fn(x)| < ocn))
n>0 n>0

( S £ CVN (vers f)) = (Vx €1, (3(an) € (Ry)YN, 3 ap converge et |fn(x)| < ocn))
n=0 n=0

Soit T un intervalle de R et (fn)nen € F(I, K)N une suite de fonctions et f : I — K une fonction.
Définir (avec des quantificateurs), Passertion “(fn)nen converge uniformément sur I vers f”.
Soit T un intervalle de R et (fn)nen € F(I, K) N une suite de fonctions qui converge uniformément

sur I vers une fonction f : I — K. Montrer que (fn)nen converge simplement vers cette méme fonction f.

On pose un(x) = e~ ™ sin(nx) avec x € Ry.

a. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (un)nen sur Ry.
b. Etudier la convergence uniforme de (un)nen sur [a; +o0o[ avec a > 0.
c. Etudier la convergence uniforme de (un)nen sur Ry. On pourra évaluer un (nt/2n).

n_—x +oo
On pose fn(x) =% e' et, en cas de convergence, on pose S(x) = > fn(x).
n: n=0

a. Etudier la convergence simple de Y f;, sur Ry. Déterminer une expression simple de S(x) pour x € Ry.
b. Trouver un équivalent de ||fn||co en +00 avec STIRLING. Y-a-t-il convergence normale de D fy, sur Ry ?
c. Calculer 1111 fn(x) pour n € N. Y-a-t-il convergence uniforme de ) f, sur Ry ?

X—1+00

d. Montrer que pourtant il y a convergence normale (donc uniforme) de Y f,, sur tout segment de R,.



| DEVOIR 10 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 10 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i1 1] 2 4 | Fautes
1 X | X
2 X X
3 X X
4 X X

1.1 Faux : fn(x) = e* si x € [-n;n], fn(x) = 0 sinon, (fn)nen CVS vers f = exp non bornée 1.2 Faux :
fn(x) =x™ sur [0;1] (classique) 1.3 Vrai: fn(—x) = fn(x), & la limite : f(—x) = f(x) 1.4 Vrai: idem.
2.1 Faux: lim fu(1)=12.2 Vrai: cours 2.3 Faux : [[fn||oc jo;1[ =1 7 0 2.4 Vrai : [|fn|[s,[0;af = a™ — 0.

n—+oo
3.1 Vrai : CVU et continuité des f,, assure la continuité de S sur chaque segment de R donc sur R 3.2

_1\n
Faux : voir par exemple 'exercice 2 de ce devoir 3.3 Faux : si fn(x) = )T ona CVUde Y f, sur
n+1+x n>0
1
— et ———— diverge 3.4 Vrai : du cours.
n+1+a nz>:o n + 1 +a &

4.1 Vrai : définition en inversant Ve > 0 et Vx € I 4.2 Faux : c’est Ve > 0, Inp € N,... 4.3 Vrai: («<=) alors
[[fnlloc < an et comparaison (=) on prend on = ||fn||oo,1 4.4 Faux : ceci ne traduit que la convergence
absolue pour chaque x ce qui n’est pas la CVN.

Soit (fn)nen € F(I, K)N, (fn)nen CVU vers f si les fonctions f,, — f sont bornées sur I & partir
d’un certain rang et si lim ||fn — fl|oo,[(a;6] = 0 OU [T — fl|oo,[a;p] = Sup [fn(x) — f(x)].

n;)+m Y k) Y k) Xe av

Clest-a-dire : Ve > 0,3Ing € N, ¥n = nop, Vx €1, |[fn(x) — f(x)| < € (no ne dépend que de ¢).

Preuve | Par hypothese, il existe un rang n; € N tel que Yn > nj, la fonction f;, — f est bornée. De plus,

Ry par le CSSA mais ||fn|]o,[a;b] =

Ve >0, Ing > nq, Vn = no, ||fn — f||eo,1 < € puisque liT [[fn — f]loo,1 = 0.
n——+oo
Soit x € I, alors pour tout ¢ > 0 fixé, 3ng € N, Vn = ng, 0 < [fo(x) — f(x)] < ||fn — fl|oo,1 < € donc
[fn(x) — f(x)| < e par transitivité. On en déduit que HT fn(x) = f(x) ; et ceci étant vrai pour tout réel
n—+oo
x € I, on a bien la convergence simple de (fn)nen vers f.
a. Six=0:Vn€e N, up(0)=0. Six>0,Vne N, [up(x)] <e ™ = (e )" et liT (e =0
n—+oo
car 0 < e~ * < 1. La suite de fonctions (un)nen converge donc simplement vers la fonction nulle sur R .
b. Sia>0,¥x € [a;+o0f, Vn € N, |[up(x)] < e ™ < e™™ = (e7%)™ donc |[un||so,[aitoo] < 7™ et

1111 (e )™ =0car0< e ® <1 dou la convergence uniforme de (un)nen vers la f = 0 sur [a; +oo[.
n—+oo

c. u,(x)= n(cos(nx) - sin(nx))e*“" et 'étude de ||un||oo,® est délicate (méme g’il semble clair que le

—7/2

maximum de [uy| sera atteint en x = 4£) Mais |[un||oo, ® = ‘un< ) ’ =e qui ne tend pas vers 0. Pas
n

de convergence uniforme de la sulte de fonctions (un)nen vers la fonctlon nulle sur R;.

u .
a. Pour x >0, > X~ CV par D’ALEMBERT car si u, = X Yndl o X

n=0 n! n!’ ns+oo un n—+oon + 1
“+oo +o00 n
six>0. Y fn CVSsur Ry et on sait que ¥x € Ry, S(x) = Y fo(x) =e™* X—' =e Xe¥=1.
n>0 n=0 n=0 T
n—1 _ —X n_—-n
b. Pourn >1: fi,(x) = (e donc |[fnllee = fn(n) = 26— ~ 1 avec STIRLING. Comme

! n! 4o v2mm

1/2 < 1, par RIEMANN, Y ||fn]|eo diverge donc il n’y a pas convergence normale de > f, sur R.

c. V/n € N, 11141_1 fn(x) = 0 par croissances comparées. Si Y f, CVU sur Ry, par double limite, on a
X—+00

+oo +oo
1= lm (X fa(x)) = > ( _lim fo(x)) =0: NON ! Pas de convergence uniforme de Y fn sur Ry.
X——+00 n—=0 n—0 X—+00 n>0

—a

- ) bte bhe” ¢ b"e
d. Soit [a;b] C R4, ¥x € [a;b], 0 < fr(x) < donc [|fn|[oc,[a;b] < — et }5 >—— converge
n! n! n!

comme avant (sa somme vaut e®~%). Ainsi, Y f, CVN sur tout segment de R, vers f:x — 1.



