DEVOIR 11 : REDUCTION DE SERIES

PSI 1 2024-2025 mardi 26 novembre 2024

QCM

Suites de fonctions et intégration : soit un intervalle I et (fn)nen une suite de fonctions continues et intégrables

sur 1 qui converge uniformément vers une fonction continue f

Si 1= Ry, alors nLiTOOfIfn:fIf Si 1=Ja; b, alors _lim fa= [
Sil= Ry et [fr(x)| < e ™, alors nEToo‘fIfn = flf Si 1= [a;b], alors hm o= f f

n—+oo
Séries et dérivation : (fn)nen une suite de fonctions de classe C! définies sur un intervalle 1 telle que > fn

n=0
converge simplement vers S (CVN, CVNTS, CVU, CVUTS comme habituellement)

> fn CVNTSdeI = > fn CVNsur I ST f, CVN sur I = S de classe C' sur I

n>0 n>0 n>0
> fn CVUTS de I = > fn CVU sur I ST f, CVUTS de I == S de classe C' sur I
n>0 n>0 n>0

Eléments propres d’un endomorphisme : soit E un C-espace vectoriel et w € L(E), on prend A € C et
Ex(u) = Ker(u—Aidg), p € C et Ey(u) = Ker(u — pidg) avec A # p

Ea(u) et E, (1) sont en somme directe A € Sp(u) <= Ea(u) # {0e}
Ex(u) est inclus dans Im(u) Sp(u) est non vide
Eléments propres d’une matrice : soit n € N* et (A,B) € (M (R))? tel que AB =BA et A e C

card (Spr(A)) <n [4.3] Ea(A) stable par B
A€ Spe(A) =R € Spe(A) [4.4] spr(a

Donner (précisément) le théoréeme de dérivation des séries de fonctions (les définir d’abord).

Soit n > 1, A € M, (R) et A une valeur propre complexe de A.

Montrer que A est valeur propre (complexe bien siir) de A.

" . , L. L. ei‘pe eipe 1 ipe
Avec les séries géométriques, en écrivant T 0= X ol écrire 70 sous la forme
e

_ 1_

2
2, 27
d’une série. Pour m € Z, calculer fo e'm94d9. En déduire, pour p € Z, la valeur de I, = fo

. 2n
Pourxe} *g;ﬂetne N*,Onposefn(x):w.

n

eip@
-5 do.

. ot 2 sinM(x) . o T
a. Justifier que f(x) = > fn(x) = >, =——=< est bien défini pour x € | — 350
n=1 n=1

b. Montrer que > ] converge normalement sur tout segment de } - %; % [ En déduire que f est dérivable
nxl

sur } - E E[ et déterminer une expression tres simple de f/(x).

c. En déduire alors une expression simple de f(x).



| DEVOIR 11 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 11 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-5 11 3 Fautes
1 X | X
2 X
3 X X
4 X | XX
1.1 Faux : si fn(x) = n"2ye™¥/™ on a CVU de (fn)nen vers x — 0 car |[fn|loc = ﬁ mais f;oo fn =1

. “+o0o +o00 1 )
1.2 Vrai : par encadrement, on a Vx > 0, f(x) =0 et ‘ fo fn(x)dx‘ < fo e =~ oy 0 1.3 Vrai:
n n—+oo

‘ fI fn — fl f‘ < (b — a)||fn — f||oo qui tend vers 0 1.4 Vrai: un théoréme 2.1 et 2.2 Faux : f;(x) = x™ sur

10; 1] par exemple 2.3 Vrai: CVN = CVU 2.4 Vrai: S de classe C' sur tout segment de I implique S C' sur
I 3.1 Vrai: et ceci a fortiori si A ou p n’est pas valeur propre de u car alors Ex(u) = {Og} ou E, (u) = {0}
3.2 Faux : si A = 0, on ne sait pas si Ker(u) C Im(u) 3.3 Vrai : Ex(u) # {0} < (Ix € E, x # O et
u(x) = Ax) 3.4 Faux : on a vu par exemple P — XP dans C[X] 4.1 Vrai: des vecteurs propres associés a
des valeurs propres distinctes forment une famille libre 4.2 Vrai : vu en cours 4.3 Vrai : A et B commutent
4.4 Faux : A =E 1 — Ej 2 n’a pas de valeur propre réelle.

Soit T un intervalle de R, (fn)nen € F(I, K) une suite de fonctions, on suppose que :

(H1/H2) 3 fn converge simplement sur I vers $ et pour tout n € N, f,, est de classe C' sur I,

n>0
(H3) > 1, CVU (ou CVN) sur I (ou CVU (ou CVN) sur tout segment de I).
en
" +oo +oo
Alors (Ry) Sest C'sur I (Ry) S’ = 3 / sur I, c’est-a-dire que V¥x € I, ( > fn> (x)= >, (f’ (x ))

n=0
Par définition, il existe X # 0 € My,1(C) tel que AX =2AX. On transpose et AX = AX = AX = AX ce
(A

)-

7’ < 1. De plus

qui donne, puisque A est réelle, AX = AX. Mais comme X # 0 pulsq+ue X 7é 0, on en déduit que AESpc
ip6 otPo 1
Pour 0 € [0;271], gy (0) = —£—5 = ___ D)8 oy
[Exercice 1| 027 50(0) = 35 = S o = &

2m s eimo 27 . 2 Lo . N
f e™de = |&—| =0sim#Oet f etm0dQ = 27 5i m = 0. Posons fy, : 0 3 —retM+P)O
0 im Jo 0 AT

(Hy) Z;O fn, converge simplement vers g, sur [0;27] (on en vient).

nz
(Hz) Les fn, sont continues et intégrables sur le segment [0;27] et g, est continue sur [0;27].
(

27
Hs fn| = X et T converge (série géométrique). Par le TITT, intégrable sur [0; 27| et on a
0 on on 9p

27 27 1p9de . 1 .
fo gp:Ip:fO . VerlﬁeIp—Zf :;::051p>0et1pzm><(271):2p7t51p<0.
a. Sixe } E z { =1, |sinx| < 1 donc sin(0d) _ o(%) (croissances comp.), Y. fn(x) CV
2’2 n +oo \n n>1
b. Si ae}o;g[, £, (x) = 2 cos(x) sin?"1 (x) done |, (x)| < 2sin(a)2"" done || ||oo, [ asa] < 2 sin(a)2™

et > 2sin(a)®™ ! converge car |sina| < 1. Ainsi Y. f, converge simplement, les f,, sont de classe C'

nxl n-xl
et Y f/ converge normalement sur tout segment de I. On en déduit que f est de classe C' sur I et que
n>l
+oo +oo :
Hee L £(x) = 3 2eos(x) stn™ (x) = 2sinx) cos(x) 3 sin2(x) = % — 2tan(x).
= =1 —sin“(x
/
c. Comme I est un intervalle sur lequel f'(x) = 2tan(x) = —(2 In(cos x)) , il existe C € R telle que

V¥x € I, f(x) = —21In(cosx) + C. Mais f(0) =0 donc C = 0. Ainsi: Vx € I, f(x) = —2In(cosx).



