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a. Comme f € E est de classe C*°, u(f) lest aussi par composition. De plus, u est clairement linéaire. Soit

@ 1 x — px + q, Papplication ¢ est bijective de R dans R et on a facilement Yy € R, ¢~ '(y) = ¥—4.
P

Enfin, si (f,g) € E?, u(f) = g <= fo¢@ = g <= f = go @~ ! donc u est bien un automorphisme de E car
toute fonction g de E admet un unique antécédent f de E par u.

b. Soit A € R une valeur propre de f, par définition, il existe f € E tels que u(f) = fo @ = Af et f # 0.

Par une récurrence simple, Vn € N; fo o™ = A"f. Six € R,ona ¢(x) =px+1—p =pkx—1)+1,
e?(x) =p((p(x = 1)+ 1) =1) + 1 =p?(x — 1) + 1 et, & nouveau, Vx € R, Vn € N, ¢™(x) =p™(x — 1) + 1
par une récurrence simple. Ainsi, Vx € R, Vn € N, f(p™(x — 1) + 1) = A™(x). Pour x € R fixé, si

on fait tendre n vers +oo, comme [p| < 1, on a liT p™ = 0 donc, par continuité de f en 1, on obtient
n——+oo

lim f(p"(x—1)4+1)= lim A™(x) = f(1). Pour un réel x tel que f(x) # 0 (il en existe car f # 0), on a

n—+o0o n—+o0

donc la convergence de (A™)nen, ce qui impose A €] — 1;1].

c. Sif est un vecteur propre de u, alors f # 0 et il existe A €] —1; 1] tel que u(f) = M. Ainsi, u(f) = fop = Af
M — A0 d'on

Vk € N, p*(9 o ¢ = Af(®) par récurrence car ¢’(x) = p. Ainsi, u(f(¥)) = ka(k) car p # 0. Si £ est non
P

donc, en dérivant k fois (toutes les fonctions sont de classe C*°), on a Vk € N, (u(f))

nulle, cette relation montre que (%) est un vecteur propre de u associé & la valeur propre Lk Mais comme
P

‘Lk’ > 1 si k assez grand car |p| < 1, la question b. prouve que c’est absurde. Ainsi, Ik € N, (%) = o,

)

d. Si A valeur propre, f vecteur propre de u associé & A, on sait d’apres c. qu'il existe k € N tel que £ =0
donc que f est une fonction polynomiale (de degré inférieur ou égal & k — 1). En notant n = deg(f) € N
et en écrivant f(x) = anx™ + -+ avec an, = dom(f) # 0, on obtient p™a, = Aan en identifiant le terme
en x™ dans la relation u(f) = M. Ainsi, comme a, # 0, on a A = p™. Comme on a vu en c. que

vk e N, 0o = ka(k) = p™ %M i on évalue en 1 sachant que @(1) = p + q = 1, on obtient
P

vk € N, (1) = pn=*¢ (7). Comme p™~* # 1 dés que k # n, on en déduit Vk # n, f&)(1) = 0. En

particulier, Yk € [0;n — 1], (1) = 0 donc, d’aprés la formule de TAYLOR sur les polynémes, comme
n f(k)(])

deg(f) =mn,ona f(x) = Y T(X — ) =an(x—-1)™
k=0 K

On a montré que Sp(u) = {p™ | n € N} et ¥n € N, Epn(u) = Vect(fy) est une droite ot fr, : x = (x —1)™.

a. Soit P = a2X? 4 a;X + ap un polynéme de degré inférieur ou égal & 2. Si P est annulateur A, comme

0 1 0 ap + aj aj +az 0 0 0 0
A= -1 =1 0 , on a a013+a1A+a2A2 = | —a;—ax ap—az 0 =10 0 O
0 2 1 2aq 2ar ap—ay; +az 0 0 0

donc a7 =0 (case (3,1)) et az =0 (case (3,2)) puis ap = 0 (case (1,1)).
Ainsi, le seul polynéme P € R;[X] tel que P(A) =0 est P = 0.



A—1 -1 0

b. PourAe RoxaW)=| 1T A 0 |[=Q+D)A2=A+1) =AM +1=A+1)A+j)(A+j2) apres
—1 0 A41
développement par rapport & la colonne 3 et xA = X3+1. D’aprés CAYLEY-HAMILTON, xa (A) = A3+13 = 0.
0o -1 0
On écrit alors (—A%)A = A(—A?) = I3 donc la matrice A est inversible et A= = —-A2 =1 1 0
0 -2 -1

c. Méthode 1 : si P est un multiple de xa, 3Q € R[X], P = xaQ, alors P(A) = xa(A)Q(A) = 0.Q(A) = 0.
Réciproquement, soit P € R[X] tel que P(A) = 0. Ecrivons P = Qxa.Q + R la division euclidienne de P par
xA avec deg(R) < 2. Ainsi, P(A) = xa(A)Q(A) + R(A) donc R(A) = 0. D’apres la question a., on a donc
R =0 donc P =xa Q est un multiple de xa.

Méthode 2 : on sait que tous les polynémes annulateurs de A ont en particulier pour racines les valeurs propres
de A. Si P annule A, alors P(—1) = P(—j) = P(—j%) =0 donc P = (X+1)(X+j)(X+j?)Q = (X3 +1)Q = xaQ
avec Q € R[X]. Réciproquement, si P =xaQ avec Q € R[X], alors P(A) = xa(A)Q(A) =0.Q(A) = 0.
Conclusion : les polynémes annulateurs de A sont donc tous les polynéomes multiples de xa, c¢’est-a-dire ceux
de la forme P = (X3 +1)Q = xaQ avec Q € R[X].

xA est donc le polyndéme minimal de A (HP) ce qui est équivalent au fait que A est cyclique (HP) : il existe
un vecteur non nul X de R3 tel que (X, AX, A?X) soit une base de R3 et il suffit de prendre X = (0, 1,0) pour
s’en convaincre car AX = (1,0,0) et A2X = (1,—1,2).

a. La matrice nulle N = 0 est dans Ex car NX = 0 = 0.X. Ainsi Ex # . Si (A,B) € E% et A € R, il existe par

définition des réels a et b tels que AX = aX et BX = bX, ainsi (A +AB)X = AX+ABX = aX+AbX = (a+Ab)X
donc X est aussi valeur propre de A +AB d’olt A +AB € Ex. Par conséquent, Ex est un sous-espace vectoriel

de My, (R) donc est lui-méme un espace vectoriel.
b. Méthode 1 : traduisons Iappartenance & Ex, une matrice M € My, (R) est dans Ex si et seulement

si MX est colinéaire & X, c’est-a-dire que MX € Vect(X), ce qui se traduit par le fait que le projeté de

MX sur Ihyperplan H = Vect(X)* est le vecteur nul. En notant py cette projection, on sait que son

expression vectorielle est py : Y —= Y — \(|\;(||>|(2) X. Ainsi, M € Ex <= MX = %X. Définissons donc
n (MX|X) . o
0: Mn(R) — R™ par 6(M) = MX — WX. 0 est clairement lindaire et Ex = Ker(0). Par la formule du

rang, on a dim(Ex) = n? — rang (6). Or, comme 8(M) = py(MX) par construction, on a Im (8) C H. Soit Z
un vecteur non nul de H, il existe un endomorphisme u de R™ qui envoie X sur Z (car en construisant une
base B = (X, Xz, -+, Xn) de R™, il existe un unique endomorphisme u de R™ qui envoie B sur (Z,---,Z) par
exemple), ainsi en notant M la matrice de u, on a MX = Z donc 6(M) = Z € Im (0). Par double inclusion,
on a montré que Im (8) est I'’hyperplan H donc rang (6) =n — 1 et dim(Ex) =n? — (n—1) =n? —n+1.

Méthode 2 : comme (X) est libre, en posant X3 = X, on peut la compléter en une base B = (X1, -+, Xy)
de R™. Soit P la matrice de passage de la base canonique de R™ a B, alors en notant u I’endomorphisme

canoniquement associé & M, et en notant A = Mat 3(u), on a M = PAP~! par formule de changement de

base. Or, M € Ex si et seulement si A € R, MX; = AX;y, c’est-a-dire si et seulement si la premiere colonne



de la matrice A contient des 0 a partir de la deuxieme ligne car I'image de X; par u est proportionnelle a Xj.
En notant F le sous-espace de My, (RR) contenant les matrices A = (aij)1<i,j<n telle que Vi € [2;n]), ai;1 =0,
on vient de montrer que ¢ : F — Ex définie par ¢(A) = PAP~! est un isomorphisme (sa linéarité est claire).

2

Comme il est clair que dim(F) = n? — (n — 1). On a, par l'isomorphisme ¢ : dim(Ex) =n? —n + 1.

On a par calculs det(A) = det(B) = 4 # 0 donc rang (A) = rang(B) = 3, Tr (A) = Tr (B) = 5 et méme
XA =XB = X3 —5X% +8X —4 = (X — 2)?(X — 1) mais ce ne sont que des conditions nécessaires de similitude.
Cherchons si les matrices A et B sont diagonalisables ou pas. Par un théoreme du cours, puisque xa et
xB sont scindés sur R et que dim(Eq(A)) = dim(E;(B)) = 1 puisque 1 est une valeur propre simple de A

et de B, A (resp. B) est diagonalisable si et seulement si dim(Ez(A)) = 2 (resp. dim(E2(B)) = 2). Or

-2 1 3 0 0 0
A-2l3=|(2 -1 —-3]|etB=|0 —4 —12 | donc on a clairement rang (A — 2I3) = 2 alors que
0 2 2 0o 1 3

rang (B — 2I3) = 1. D’apres le théoréme du rang, comme E;(A) = Ker(A — 2I3) et E2(B) = Ker(B — 2I3), on
a donc les ordres de multiplicité géométriques de la valeur propre 2 : dim(E2(A)) =1 et dim(E2(B)) = 2.
On peut répondre a la question posée. En effet, si A et B étaient semblables, E2(A) et Ez(B) auraient la

méme dimension, ce qui n’est pas le cas ici : A et B ne sont donc pas semblables.

1 0 0
Ainsi, A n’est pas diagonalisable alors que B l’est. Ainsi, B est semblable a D = | 0 2 0 | et on peut
0 0 2
1 0 O
montrer, c’est la théorie hors programme de la réduction de JORDAN, que A est semblableaT= [ 0 2 1
0 0 2
3 4 0 o 1 0
Si on fait les calculs, on trouve A = PTP~ ' et B=QDQ 'avecP=| -3 —4 1 ]etQ=| 4 0 3
2 4 1 -1 0 -1
X=1 —a —a | cyeCi—C, | X—1 —a 0 X =1 —a 0
(11.5) Oncaleulexa =| 1 X—1 1 = 1 X—-1 2-X|=(x-2| 1 Xx=1 —1|en
—1 0 X—=2 —1 0 X—=2 —1 0 1
Lye L4l [ X—1  —a 0
utilisant la linéarité par rapport & la troisieéme colonne. Ainsi, xo = (X—2) = 0 X—1 0|donc,
—1 0 1
X—=1 —a

en développant par rapport a la troisiéme colonne, on obtient xo = (X —2) 0 Xx_1|= (X=1)2(X-2).

Comme xa est scindé sur R et que 1 < dim(E2(A)) < 1= m3(A) implique dim(E2(A)) =1 =m3(A), on sait

d’aprés un théoréme du cours que A est diagonalisable si et seulement si dim(E1(A)) =2 = m (A). Comme

E1(A) = Ker(A — 13), ceci est équivalent a rang (A — I3) = 3 — dim(Ker(A — I3)) = 1 par la formule du rang.
0 a a

OrA—I3=| -1 0 —1| estderang1 siet seulement si a =0 (regarder les lignes de A).
1T 0 1

Ainsi A est diagonalisable si et seulement si a = 0.



De méme, si a # 0, xa étant scindé sur R, A est trigonalisable et on peut montrer, théorie de la réduction
1 1 0

de JORDAN (Camille JORDAN : frangais !) hors programme, que A est semblablea T=|[ 0 1 0 |. Apres
0 0 2
a 0 0
calculs, on trouve A = PTP~! avec P = a a+1 1
—a —a -1

a. A est diagonalisable car elle est symétrique réelle d’apres le théoreme spectral. Mais sans ca, on voit tout
de suite que vi = (1,1) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A; = 3. Puisque Tr (A) = 2,
on en déduit que A; = —1 est la seconde valeur propre de A et on vérifie que v, = (1,—1) est un vecteur

propre de A associé & A;. On aurait bien slir pu calculer xo = (X — 3)(X 4+ 1) et résoudre les systémes

. 1 1
AX = 3X et AX = —X. Ainsi, comme (v{,v2) est une base de R? on a A = PDP~! avec P = (] _]>

et D = (g _O] ) Comme det(A) = —3, A est inversible (il suffit de dire que 0 n’est pas valeur propre de
A). D’apres les calculs précédents, comme E3(A) et E_q(A) sont des droites car 3 et —1 sont valeurs propres
simples de A, on a E3(A) = Vect(vy) et E_1(A) = Vect(vz).

b. B est aussi diagonalisable car symétrique réelle, toujours d’apres le théoreme spectral pas encore vu.

Méthode 1 : comme on a clairement rang (B) = 2, le sous-espace Ker(B) est de dimension 2 par la formule
du rang et on a Eo(B) = Ker(B) = Vect(wy,wz) avec wy = (1,0, —1,0) et wa = (0,1,0,—1). De plus, comme
sont 0 et 2, on espére 2 X 3 =6 et 2 X (—1) = —2 comme valeurs

1
propres de B. Or, en posant w3 = (1,1,1,1), on a Bw3 = 6ws donc 6 est valeur propre de B. De plus, en

les valeurs propres de la matrice (1

posant wq = (1,—1,1,—1), on trouve Bws = —2wy4 donc —2 est valeur propre de B. Comme Eo(B), E¢(B)
et E_»(B) sont en somme directe, on a Eo(B) = Vect(wi,w2), E¢(B) = Vect(ws) et E_(B) = Vect(wy) donc

R* = Eo(B) @ E¢(B) © E_2(B) ; on retrouve que B est diagonalisable.

0 0 0 o 1 0 1 1
00 0 o0 0 1 1T -1
_ -1 - — -
Enfin, B=QAQ ™' avec les matrices A = 0 0 6 0 et Q = 10 1 1
00 0 =2 o -1 1 -1

Méthode 2 : on pouvait aussi trouver un polynéme annulateur de B en se servant du fait que A2—2A —31, = 0
. . 2A% 2A7 4A + 61, 4A + 61

. _ . 2 _ _ 2 2

puisque (X — 3)(X + 1) annule A. Ensuite, B <2A2 2A2> (4A 6L 4A 4 6L

33 — (SAZ +12A 8AZ% + 12A) B (28A 1241, 28A + 241,

) et on a aussi

— 4R2 5 dé
8AZ + 1274 8AZ 4 12A 28A + 241 28A+2412) = 4B“ + 12B donc le polynome scindé a

racines simples X3 — 4X? — 12X = X(X + 2)(X — 6) annule bien B. Et on pouvait aussi bien sir calculer le

polynome caractéristique de B, ce qui aurait conduit apres calculs & xg = X?(X +2)(X — 6).

a. Sif € Eetxe][0;1], t — Min(x,t)f(t) est continue sur le segment [0;1] donc T(f)(x) existe : T est bien

définie. De plus, la linéarité de T provient de celle de 'intégrale des fonctions continues sur un segment.
On peut montrer la continuité de T par le théoréeme de continuité sous le signe somme car :

(H1) Vt € [0;1], x — Min(x,t)f(t) est continue sur [0;1].

(Hz2) ¥x € [0;1], t — Min(x, t)f(t) est continue sur [0;1].

(H3) Comme f est continue sur le segment [0; 1], elle y est bornée donc ||f||,[0;1] = N[[(()l)](] [f(t)] existe.
tel0;



Ainsi, V(x,t) € [0; 1], | Min(x, )f(t)] < [[f][oo,[0;1) €t t > [[f]|oo,[0;1] €st intégrable sur [0;1].

Ainsi, T(f) est continue sur [0;1] par le théoréme de continuité sous le signe somme. Mais le théoreme de
dérivation sous le signe somme ne peut pas s’appliquer car x — Min(x, t)f(t) n’est pas dérivable.
1
X
la dérivabilité de T(f) découle du théoréme fondamental de l'intégration car f et t — tf(t) sont continues sur
X x X X
[0;1]. Ainsi, comme T(f)(x) = fo tf(t)dt—x f1 f(t)dt, on a T(f)/(x) = xf(x)— f1 f(t)dt—xf(x) = — f1 f(t)dt.

On recommence et T(f) est de classe C2 sur [0;1] avec T(f)"(x) = —f(x) ((f) est méme de classe C* car f est

1
Néanmoins, on constate que T(f)(x) = fox Min(x,t)f(t)dt + f Min(x, t)f(t)dt = fox tf(t)dt +x f f(t)dt et
X

de classe CZ). Par conséquent, T est un endomorphisme de E.
On remarque que 'aspect C2 de T(f) a été démontré seulement avec I’hypothese f continue !!!

b. Soit f € Ker(T), alors T(f) = 0 donc T(f)”" = —f = 0 donc f = 0. Ainsi, Ker(T) = {0} donc T est injective
et 0 n’est pas valeur propre de T. Soit f un vecteur propre de T, alors il existe un réel A # 0 tel que T(f) = AMf.

On dérive deux fois pour avoir T(f)” = A" mais on sait que T(f)” = —f donc f”’ = —%f = pfavec p=—1.

A
c. Soit B € R et f une solution non nulle de I’équation y” = By sur [0;1]. D’apres la question précédente,
on a donc f” = —BT(f)"”. La fonction f+ BT(f) a ainsi une dérivée seconde nulle sur I'intervalle [0; 1] donc
elle y est affine. Il existe donc (a,b) € R? tel que ¥x € [0;1], f(x) + BT(f)(x) = ax +b. Or T(f)(0) = 0 donc
b = f(0). On a aussi T(f)’(1) = 0 donc /(1) = a. Ainsi, ¥x € [0;1], BT(f)(x) = —f(x) + f'(1)x + f(0) (A).
Analyse : supposons que f est un vecteur propre de T, IA € R, T(f) = Af et, d’apres b., A # 0 et
T(f)” = M" =Apf = —f donc AR = —1 car f # 0. Comme Vx € [0;1], (14 BA)f(x) =0 = f(1)x+ f(0) d’apres
(A), on a Vx € [0;1], f'(1)x + f(0) = 0 ce qui impose f(0) = /(1) = 0.

Synthese : supposons que f(0) = (1) = 0 et B # 0, alors d’apres ce qui précede, Vx € [0;1], BT(f)(x) = —f(x)

donc T(f) = —]Ef. Comme f est non nulle, A = —é est valeur propre de T et f est un vecteur propre de T.

Au final, si f # 0 est solution de y” = By, on a: (f est un vecteur propre de T) <= (B # 0 et f(0) = /(1) = 0).

d. e Si B > 0, les solutions de y” = By sont les f : x — AeVPX 4 Be=VBX ¢t la condition f(0) = 0 impose
A +B =0 donc B =—A, la condition /(1) = 0 amene 2A+/Bch (v/B) = 0 ce qui est montre que A =B =0 et

f =0 donc f n’est pas vecteur propre de T. Ainsi, Sp(T) C Ry.

e Si B < 0, les solutions de y” = By sont les f : x — A cos(y/—Px) + Bsin(y/—Ppx) et la condition f(0) = 0
impose A = 0, la condition f'(1) = 0 ameéne B cos(y/—B) = 0. On a deux deux cas :

esi/—B % % [r], alors cos(v/—B) # 0 donc B = 0 et f est nulle donc pas un vecteur propre pour T.

esi/—Pp =

% [n], alors B est quelconque. Posons /—p = 72l +km avec k € N (car /—p > 0) de sorte

2
que B = B 7<§ + kTII) . En prenant B = 1, la fonction fy : x — sin(y/—px) = sin ((% + kn)x)

-2
est vecteur propre de T associée a la valeur propre Ay = -1 = (% + kn) .

Bx

-2
Le spectre de T est {(% + kT[) ’ k € N} et les sous-espaces propres sont les droites Ex, (T) = Vect(fy).



a. Comme B et C sont semblables dans M, (C), il existe P € GL,(C) telle que B = PCP~'. Ainsi, pour
x € C, on a xIp —B = xPP~! —PCP™! = P(xI,, — C)P~! donc xI,, — B et xI, — C sont semblables. Si x
n’est valeur propre ni de B ni de C, les matrices xI,, — B et xI,, — C sont inversibles par définition donc
(xIn — B)~" et (xI, — C)~! existent. On prend linverse dans la relation xI, — B = P(xI,, — C)P~! et on
obtient (xI,, —B)™! = P(xIn — C)~"P~! donc (xI, — B)~! et (xI, — C)~" sont aussi semblables.

b. Soit A € My (C) et x € C\ Sp(A). On note Sp(A) = {A1,---,A+}. Comme A est complexe, xa est scindé

dans C[X] donc A est trigonalisable, elle est donc semblable & une matrice triangulaire supérieure T. Comme
T
xAa =x1t = [] X— Ak)mhk(A) et que le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des termes
k=1

diagonaux, il y a donc Aq,---, A, sur la diagonale de T comptées avec leurs ordres my, (A),---,mx,(A). La
matrice xI,, — T étant triangulaire supérieure avec des termes non nuls sur la diagonale, (xI,, — T)~! est

aussi triangulaire supérieure avec les inverses des termes diagonaux de xI, — T sur la diagonale. Ainsi,

(xIn — A)~" étant semblable & (xIn — T)=T, Tr (xIn — A)~1) = Tr (xIn = T)~1) = 3 ") o

k=1 X — Ak
dérivée d’un produit de polynémes, on a x, = > ma, (A)(X — A )™ =T TT (X —A1)™ (M) il vient donc
k=T ik
tee C\sp(a), XAl s ) G A™ T (A) g Ay
"xalx) &t (x = A) ™) k=1 X — Ak "

Analyse : soit E un tel sous-espace tel que E \ GL,(C) = {0}. Distinguons selon la dimension d = dim(E).
sid=0, onak={0}.

sid=1, alors E = Vect(A) est une droite avec A # 0 et, comme E \ GL,(C) = {0}, on a forcément A
inversible sinon A # 0 appartiendrait & E \ GL,(C) contredisant ’hypothese.

si d > 2, E contient au moins un plan F = Vect(C,D) avec (C,D) libre. Comme avant, les matrices non
nulles C et D sont forcément inversibles puisque sinon 'une d’entre elles ferait partie de E\ GL, (C)
contredisant ’hypothese. Soit A € C et A = AC — D, det(A) = det(AC — D) = det(C(Al, — C~'D))
donc det(A) = det(C)det(Al, — C™'D) = det(C)xm(A) ot M = C~'D. Or le polynome xp est
scindé dans C[X] par le théoréeme de D’ALEMBERT-GAUSS car deg(xm) = n > 1, il existe donc
Ao € C tel que xm(Ao) = 0 ce qui montre que la matrice A = AoC — D n’est pas inversible puisque
det(Ap) = 0. Ainsi, Ag ¢ GL,(C), Ag # 0 car (C,D) est libre et Ay € Vect(C,D) C E ce qui prouve
que Ag € E\ GLn(C) et on a une contradiction.

Synthese : réciproquement, E = {0} ou E = Vect(A) avec A inversible vérifient la condition E\ GL,(C) = {0}

car si M = aA avec « # 0, on a det(M) = det(xA) = a™det(A) # 0 donc M € GL,(C).

Par double implication, les seuls sous-espaces E de My (R) tel que E\ GL,(C) = {0} sont le sous-espace {0}
réduit au vecteur nul (de dimension 0) ou toutes les droites Vect(A) avec A inversible (de dimension 1).
La situation est différente sur le corps R, il peut y avoir des plans de matrices ol seule la matrice nulle est

0 -1 ), alors dim(E) =2 et, si M € E

non inversible. Par exemple, si n =2 et E = Vect(I2,R) avec R = (] 0

etM#O,onaM:sz—i—yR:(X

Y _xy> avec (x,y) # (0,0) et det(M) = x* +y? > 0 donc M € GL2(R).



11.10/ Soit A une valeur propre de A, il existe donc un vecteur u # 0 € C™ tel que Au = Au. Considérons

un indice p € [1;n] tel que |uy| = 1I\</l_c2< [ui] = [[u/|lec > 0. Si on écrit la ligne p du systéme Au = Au,
<ign
n n
on a ». ap;juj = Aup qui s’écrit aussi (A — app)up = — > apju;j. En passant au module, par inégalité
j=1 =1
i#p

n n

triangulaire, on a donc [A — ap p| [up| < X Japj|[uj] < D7 |ap,j| [up| par définition de p. Comme [u,| > 0,
i=1 j=1
i#p i#p

NE

il vient A — app| <
j

n
lap,j| et on a A € {z e C ’ |z — app| < 2 |ap,5\}. Mais comme p dépend de A
=

i#p
et n’est pas unique, on peut juste dire que le spectre de A est inclus dans une réunion de disque fermés,

Sp(A) C O {ZG C

i=1 i

;L'
bl

n
|z —aii| < > |ai’j|}. C’est le théoreme de GERSCHGORIN.
=

a. Soit P € E, on a deg(P(1)(X? — X) + P(=1)(X? + X)) < 2 donc le polynéme T(P) appartient bien & E. De
plus, si (P,Q) € E? et A € R, on a par définition T(AP + Q) = (AP + Q)(1)(X2 — X) + (AP + Q)(—1)(X? + X)
qui devient T(AP + Q) = (AP(1) + Q(1))(X* — X) 4+ (AP(=1) + Q(—1))(X? + X) et on a enfin la relation
T(AP 4 Q) = AP(1)(X? = X) + P(=1)(X? + X)) + (P(1)(X* = X) + P(=1)(X? + X)) = AT(P) + T(Q) donc T est
bien un endomorphisme de E. Comme Vk € [0;n — 1], T(X¥) = X2 — X + (=1)%(X? + X), on a T(X¥) = 2x2

si k est pair et T(XX) = —2X si k est impair. Ainsi, en notant By = (1,X,---,X™) la base canonique de E, on
0 Coeee 0
0o -2 0 =2
2 0 2 0

aMatg,(T)=A= 0 0 . Les colonnes d’indice pairs (resp. impairs) sont égales.
0 R 0

b. Visiblement, rang (T) = rang (A) = 2 donc dim(Ker(T)) = dim(E) —2=n+1—2 =n —1 avec la formule
du rang. On sait que Im (T) est engendré par les images par T des vecteurs de By donc Im(T) = Vect(X, X?)
et il est clair que les vecteurs P = X% — 1 pour 2k < n et Qi = X?**1 — X pour 2k + 1 < n sont dans le

noyau de T car T(X?¥) = T(1) = 2X? et T(X?**1) = T(X) = —2X. Ainsi, selon la parité de n :

e Sin = 2p est pair, B = (P1,Q1, -+, Qp—1,Pp) est une famille de degrés échelonnés donc libre de

n —1=2p — 1 vecteurs de Ker(T) donc B est une base de Ker(T).

e Sin =2p+1 est impair, B = (P1,Q1,- -, Pp, Qp) est une famille de degrés échelonnés donc libre de

n — 1 = 2p vecteurs de Ker(T) donc B est une base de Ker(T).

c. On a déja vu que 0 était valeur propre de T. Comme on a vu que T(X?) = 2X?, 2 est valeur propre de
T. De méme, T(X) = —2X donc —2 est aussi valeur propre de T. Ainsi, Sp(T) = {—2,0,2} et Eo(T) = Ker(T)
est de dimension n — 1, Ex(T) = Vect(X?) et E_5(T) = Vect(X) sont des droites. Comme la somme des

dimensions des sous-espaces propres vaut dim(E), T est diagonalisable.



11.12) a. Si f € E, par opérations, comme x > % et x — % sont de classe C* de [0;1] dans [0;1], la

fonction T(f) est bien définie et de classe C* sur [0;1 donc T(f ) € E. Pour (f,g) € E2 et A € R, on calcule

el T = (0 () 0009 (4] = 03+ () #1634

2
ce qui donne T(Af+g)(x) = AT(f)(x) + T(g)(x) donc T(Af+g) =AT(f)+ T
)

(3) 103

(g) : T est en endomorphisme de E.
_|_

b. Pour f € E et x € [0;1], T2(f)(x) = T(T(f))(x

(

yt

a T2(f)(x) = ;(;(f(:) () + 1 (r(x52) 41 (”3))) ce qui donne Dinitialisation suivamte :
00 = (1(3) +o(51) 1 (52) + ( )

-1
Soit n > 1 tel que Vf € E, ¥x € [0;1], T™(f)(x) = Z (X + k) Par définition, comme T**! = T"oT, on

% )) et, par définition de T(f), on
+2

k=0
2" —

1
1 k k42"
L0600 = g 5 (1R ) o (e )

k=0
obtient T (f)(x) = T™(T(f))(x) = 2“ Z T(f ( _'T_l ) par hypothése de récurrence puis, par définition de
2n 1
x+k x+k+2"
) 2“+1 EO f(z“*‘ ) 2“+1 Z f(W)

23 k42" 2Tk +
En posant j = k+2™ dans le seconde somme, on a Z f (M) = Y f (4> donc, en changeant
k

S 2n+1 S 2n+1
IR K
j en k et en regroupant les deux sommes, on arrive bien a T 1(f)(x) = ST kzo f }iﬂ )
21 "
Par principe de récurrence, Vf € E, Vn € N, Vx € [0;1], T"(f)(x) = 2“ > (X + ), cette formule étant
k=0

201
méme valable quand n = 0 car TO(f)(x) = f(x) = 2]—0 > f(x;gk> puisque T° = id .
k=0

n—1
c. Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN Ry, (f) = 1-=0 > f(O + k];o) associée & f : [0;1] = R
n k=0 n

1
continue. D’apres un théoréme du cours, liT Rn(f) = f;) f(t)dt. D’apres b., T"(f)(0) = Ran (f). Comme

n——+0oo

1
(Ran (f))nen est une suite extraite de (Ry (f))nen+, on a donc lim T™(f)(0) = fo f(t)dt.

n—>+o<>

Z ( (X+k) f(#)) donc, par inégalité

d. Pour x € [0;1] et n € N, T™(f)(x) — T™(f)(0) = Zn = 2

2n—1
triangulaire, |[T™(f)(x) — T™(f)(0)] < Zi“ kzo ‘f(xz"tlk) - f(%) ‘ Or, par inégalité des accroissements finis,

en posant M = [|f'|[ [0;1] qui existe puisque la fonction f’ est continue sur le segment [0;1] d’apres le
n
théoréme des bornes atteintes, on a ‘f(%) - f(%)’ < 2“ . Ainsi, [T™(f)(x) — T™(f)(0)] < ZZMX < ZM“

Ainsi, nETOO(T“(f) (x) =T™(£)(0)) = 0 dont on déduit que Vx € [0; 1], nLi)Too T (f)(x) = f; f(t)dt en écrivant

T(f)(x) = (T™(f)(x) — T*(£)(0)) + T™(f)(0). On peut donc affirmer que la suite de fonctions (T™(f))nen

converge simplement vers la fonction constante ¢ : x — f t)dt sur [0;1]. D’ailleurs, avec ce qui précede,

[T (£)(0) — c(x)| = [T™(F)(x) = T™(£)(0) + T™(£)(0) — ()| < [T™(£)(x) = T™(£)(0)] + [T™(£)(0) — e(x)| donc
M 1 o M 1

T ) = ()] < M+ [Tr0)©0) = [ fo)ar]. Ainsi, [T(1) = ellooor < M+ [T2(0)(0) = [ f()at] et

1
lim (—n + }T“(f)(O) - f f(t)dt’) =0 donc (T™(f))nen converge uniformément vers c sur [0;1].
n—+oo \2 0

e. Si 1 est la fonction constante égale & 1 sur [0;1], T(1) = 1 donc, comme 1 # 0, 1 est valeur propre



de T. Soit f € Eq(T), alors T(f) = f donc, par une récurrence simple, on a Vn € N, T"(f) = f. Ainsi,

1
Vx € R, f(x) = nEToo T(f)(x) = fo f(t)dt ce qui prouve que f est constante. Ainsi, E1(T) = Vect(1).

f. Soit k € R tel que |k| > 1. Supposons qu'il existe f € E telle que T(f) = kf. Par une autre récurrence
simple, pour x € [0;1], il vient ¥n € N, T™(f) = k™f(x). Comme (T™(f)(x))nen converge d’aprés d. et
que (k™)nen diverge, ceci impose que f(x) = 0. Seule la fonction nulle est dans Ey(f) donc k n’est pas
valeur propre de f si |k| > 1. Par le méme argument, comme ((—1)™)n¢cn diverge, on en déduit aussi que

E1(T) = {0} donc que —1 n’est pas valeur propre de T.

g. Pour f € E et x € [0;1], on a T(f)'(x) = i(f’(%) +f’(%)> = w donc T(f)" = T(Zf/). Soit

_ ()
2

/!
f € Eqy/2(T), alors T(f) = % donc £ = T(f) et T(f') = f' ce qui, d’apres e., montre que f' est

2
constante. Ainsi, f est une fonction affine. Réciproquement, si on pose f : x — ax + b, alors f € E et

Vx € [0;1], T(f)(x) = ( +b+ax+]+b)— X—&—%—l—‘b:‘D‘T_H’:f(z—x)sietseulernentsia—i—szO

2
) = b(1 —2x). Ainsi, Eq,2(T) = Vect(g) avec g : x — 1 — 2x et % € Sp(T).

ce qui montre que f(x

11.13] (i) = (iv) : supposons (i). Par 'absurde, si A était une valeur propre commune & A et & B, A serait

aussi une valeur propre de BT car Sp(BT) = Sp(B) et il existerait deux vecteurs non nuls U € My, 1(C)
tel que AU = AU et V € Mn,1(C) tel que BTV = AV. Alors, en posant X = UV € M, (C), on aurait
AX —XB = AUVT —uVvTB = (AU)VT —UuB™V)T = Aauv’ —u(AvT) = 0 donc UVT = 0 d’apres (1). Mais
ceci est impossible car si UT = (ug - -un) et VI = (vi -+ vy), 3(1,5) € [1;n]]%, ui # 0 et vj # 0 et alors, si
X = (’H,j)]gi‘jgna on a xi;j = uivj # 0. On conclut ce raisonnement par I’absurde : il n’existe aucune valeur

propre commune & A et a B.

iv) = (iii) : supposons (iv). En posant Ay, ---A; les valeurs propres distinctes de la matrice B, on écrit
T T

xg = [] (X— ?\k)mek(B) donc, par les propriétés des polynomes de matrices, xg(A) = [ (A — ?\kIn)mek(B).
k=1 k=1

Or, pour un complexe A, la matrice A — Al est inversible si et seulement si A n’est pas une valeur propre de
A. Ici, A1, - -+, A n’étant pas des valeurs propres de A puisque ce sont des valeurs propres de B, les matrices
A — My, -, A — A I, sont toutes inversibles. En tant que produit de puissances de matrices inversibles,

xB(A) est donc inversible (GLy (C) est une groupe multiplicatif).

iii) = (ii) : supposons la matrice xa(B) inversible. Soit X € M, (C) tel que AX = XB. On a alors
A%X = XB® = X et ATX = XB' par hypothese. Si on suppose que AXX = XB* pour un entier k > 1, alors
ARFTIX = A(A*X) = A(XB¥) = (AX)B* = (XB)Bk XB*+!, Par prmmpe de recurrence Vk € N, AkX = XBX.
Si on écrit xg = Z b XX, alors xp(A) = Z brAX donc xp(A)X = Z b AKX = Z brXB¥ = Xxp(B). Or
xg(B)=0d’ apres le théoreme de CAYLEY HAMILTON donc xg(A )X = 0 Commekxg( A) est inversible, on
en déduit que X = 0 comme attendu.

i1) = (i) : supposons (ii) et soit I'application ¢ : My (C) — My (C) définie par ¢(X) = AX — XB. ¢ est
clairement linéaire donc ¢’est un endomorphisme de My, (C). L’hypothese VX € M, (C), AX=XB = X =0

traduit le fait que Ker(g) = {0} donc que ¢ est injective. Comme dim (M (C)) = n? est fini, ¢ est donc un



automorphisme de My (C), ce qui se traduit bien par (i).

Le polynéme P = X2 — 6X + 8 = (X — 2)(X — 4) est annulateur de A donc, d’aprés le cours, Sp(A) C {2,4}.
De plus, comme P est scindé a racines simples, A est diagonalisable, donc det(A) = 2m2(A)gma(A) dPapres
le cours. Comme det(A) = 32 = 2! x 4% par hypothese, on a forcément m,(A) = 1 et my(A) = 2. 1l existe
donc une matrice Q € GL3(R) telle que A = QDQ ™" avec D = diag(2,4,4).

Comme ¥ : M3(R) — M3(R) définie par p(M) = QMQ ™! est clairement linéaire et qu’elle est bijective car
QMQ~!" =N < N = Q7'MQ pour N € M3(R), ¢ est un isomorphisme de M3(R), qui transforme donc
une base en base, donc la base canonique Bo = (E1,1,E1,2,E1,3,E2,1,E2,2,E2,3,E3,1,E3,2,E3 3) en une base
B=(QEr,1Q,QE12Q 7, QE1,3Q ", QE2,1Q 71, QE2,2Q 7, QE2,3Q 7, QE3,1Q 7, QE3 2Q T, QE33Q 7).

L’application @A est aussi un endomorphisme de M3(R) et on sait que sa trace est la trace de sa matrice

dans n’importe quelle base de M3(R), en particulier en notant M = Mat (@A), ona Tr (pa) = Tr (M). Or,

° (PA(QE1,1 Q_1) = QDE]JQ_] = ZQEL] Q_1 car DEqy 1 = 2E1‘1.

* 9A(QE12Q7") = QDE12Q™" =2QE12Q " car DEy 2 = 2Eq 5.
* ¢A(QE13Q7") = QDE13Q 7" =2QE1,3Q7 " car DEj 3 = 2E; 3.
e 0A(QE21Q7") = QDE2,1Q 7! =4QE2,1Q ! car DE2,; = 4Eq 3.
* 9A(QE2,2Q7") = QDE22Q" " =4QE2,2Q 7" car DEy 2 = 4E1 .
* 9A(QE23Q7") = QDE;3Q7 " =4QE3Q " car DEy 3 = 4E; 3.
® 9A(QE3,1Q7") = QDE31Q ™' =4QE3,1Q ' car DE3; =4E3 ;.
® 9A(QE32Q7") = QDE3 Q"' =4QE3,Q " car DE3 > = 4E3 ;.
* pA(QE33Q ") = QDE33Q ' =4QE33Q ' car DE3 3 =4E3 3.

Ainsi, M = diag(2,2,2,4,4,4,4,4,4) donc Tr (pa) = 30.

sin(a) + sin(2e)
11.15 ) Pour « € R, on constate que la somme des trois colonnes de A donne la colonne | sin(«) + sin(2«) | donc
sin(o) 4 sin(2x)

X —sin(2a)  —sin(«)
on effectue 'opération de GAUSS Cy «— C1+Cz+C3 dans xa = | —sin(2«) X —sin(«) |eton
—sin(a) 0 X — sin(2«)
X —sin(2a) — sin(x) —sin(2a)  —sin(o)
obtient xA = | X — sin(2«) — sin(«x) X —sin(e) | et on utilise la linéarité du déterminant par
X — sin(2a) — sin(«) 0 X — sin(2a)
1T —sin(2a)  —sin(a)
rapport & la premiére colonne pour avoir xa = (X — sin(2a) —sin(«)) | 1 X —sin(a) |. Ensuite
1 0 X — sin(2x)
1 —sin(2«) —sin(w)
Ly +— Ly—Ljet L3 +— L3—Ly et xa = (X—sin(2a) —sin(a)) |0 X+ sin(2«) 0 . En

0  sin(2a) X —sin(2a) + sin(x)
développant par rapport & la premiére colonne, xao = (X—sin(2a)—sin(a)) (X+sin(2a)) (X—sin(2a)+sin(«)).
Posons A1 = —sin(2«), A2 = sin(2a) + sin(a) et A3 = sin(2a) — sin(«) de sorte que Aq,A2,A3 sont les trois

valeurs propres réelles de A.



e A = Ay < 25in(2a) + sin(a) = 0 <= sin(a)(4cos(x) +1) =0 <= (« =0 [n] ou a = +oao [271])
en posant oo = Arccos ( - %) car sin(2a) = 2 cos(«) sin(«).
e A = A3 < 25in(2a) — sin(a) = 0 <= sin(a)(4cos(x) — 1) =0 <= (« =0 [n] ou a = +oy [271])

en posant o = Arccos (%) ~ 1,32 (ou ~ 76°) et g = m— a1 par les propriétés de la fonction Arccos.

e\ =73 <= sin(a) =0 <= a =0 [n].
Nous pouvons maintenant distinguer plusieurs cas :

o Si o Z 0,7, Lo, vy [27), alors d’apres les équivalences précédentes, A posséde trois valeurs propres

réelles distinctes donc A est diagonalisable dans M3 (R).

e Si a =0 [n], alors A = 0 donc A est diagonalisable.

e Si o = ap [27], cos(a) = _411 et sin(a) = /1 — cos?(a) = %, sin(2a) = 2 sin(«) cos(a) = _V15

8
donc A = \/Sj ~ 0,48 et A3 = —@ - \/4—175 = —@ ~ —1,45 alors Sp(A) = {%,—@} et A\
o VB VBN VB o
8 4 8
est valeur propre double de A. Or A — A3 = —% 0 \/4—]75 - 0 \/Sj 0
\/j 0 _\/j 0 0 \/j
_V15 _V15 V15 ' 8 8
8 8 4
donc A —AI3 = _\/ETTS —@ @ est clairement de rang 2 car les lignes 1 et 2 sont égales
Vis o, V15
4 4

et les deux derniéres sont indépendantes. Par la formule du rang dim(Ker(A —A113)) = 1 donc A n’est
pas diagonalisable mais seulement trigonalisable dans M3 (R) car xa est scindé sur R.
e Si o = —ap [27], la matrice A est I'opposée de celle du cas précédent donc elle n’est pas non plus

diagonalisable mais seulement trigonalisable.

e Sia = a1 27, cos(xx) = All et sin(a) = /1 —cos?(a) = @, sin(2a) = 2sin(a) cos(a) = \/‘%3
donc Ay = f@ ~ —0,48 et Ay = % + ‘/P = @ ~ 1,45 alors Sp(A) = { - %,%} et
8 4 8
A1 est valeur propre double de A. Or A — A\q13 = \{TTS 0 \/47?5 + 0 \/gj 0
\/7‘75 0 @ o o0 @

donc A — M3 = est encore de rang 2 car les lignes 1 et 2 sont égales et les

o[ ol S
(S} (S} 9]
0wl el

o (S]]
RO
(O] (S} 9]

deux dernieres sont indépendantes. Par la formule du rang dim(Ker(A —A113)) = 1 donc A n’est pas



diagonalisable mais seulement trigonalisable dans M3(R) car xa est scindé sur R.
e Si o = —aq [27], la matrice A est 'opposée de celle du cas précédent donc elle n’est pas non plus
diagonalisable mais seulement trigonalisable.

En conclusion, A est diagonalisable dans M3 (R) pour toute valeur de « réelle sauf si « = 4+ Arccos (:I: i)

(4 valeurs) auquel cas A n’est que trigonalisable dans M3(R).

11.16]a. Si x € R, A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans M, (IR) d’apres le théoreme spectral.

b. Par définition, pour j € [2;n], la colonne j-ieme colonne de A, notée Cj, vaut « fois la (j — 1)-ieme colonne

12 — % =1, on

de A, c’est-a-dire C; = aCj_7. Comme la premiere colonne de A n’est pas nulle car «
a donc rang (A) = 1. D’apres la formule du rang, on a dim(Ker(A)) =n —1 > 0 et 0 est de multiplicité au

moins n — 1 de sorte que xa = X"~ (X — A) avec A € K puisque xa est scindé dans C par le théoreme de

n .
D’ ALEMBERT-GAUSS. Puisque xA = X™ — Tr (A)X™~! grace au cours et que Tr (A) = > «?'~2 la derniere

i=1

n .
valeur propre est A = i; «?*=2. Ainsi, les valeurs propres de A sont 0,---,0,Tr (A).

n—1 fois

c. Traitons deux cas :

Tr (A) =0 : dans ce cas, xa = X™ donc A™ = 0 par le théoreme de CAYLEY-HAMILTON. Comme A # 0, on
a vu ci-dessus que dim(Ker(A)) =n — 1 # n donc A n’est pas diagonalisable (la seule matrice
nilpotente diagonalisable est la matrice nulle).

Tr (A 0 : comme xa est scindé sur C et que les ordres de multiplicité des deux valeurs propres de A sont
égales aux dimensions des sous-espaces propres associés donc Aest diagonalisable, c’est-a-dire

semblable & Tr (A)En n par exemple.

n .
Ainsi, A est diagonalisable <= Tr (A) = Y. a?*"2#0. OnaTr (A) =n#0si a =+l et,si «® # 1, 0n a
i=1
2n
Tr (A) = 0‘27_11 donc A est diagonalisable si et seulement si « est un racine (2n)-ieme de 1'unité différente
x

de 1 et de —1. En conclusion, A diagonalisable <= « € Uy, \ {1,—-1}.
11.17] Par hypothese, le polynéme P = X3 — 3X — 5 est annulateur de A. Comme P’ = 3(X? — 1), la fonction

polynomiale P est croissante sur | — co; —1] et [1; 4+00[ et elle est décroissante sur [—1;1]. Comme P(—1) =3

et P(1) = —7, d’apres le théoréme de la bijection, la fonction P ne s’annule qu’'une seule fois en o sur R

car elle est strictement négative sur | — oo; 1[ et qu’elle réalise une bijection de ]1;+oo[ dans | — 7; +o0|

car tliT P(t) = +oco. De plus, comme P(2) = =3 < 0 = P(a) < 13 = P(3), on a « €]2;3[. Comme
— 100

P € R[X], on note B et B (avec Re(B) > 0) les deux autres racines complexes de P. Or on sait que

les valeurs propres de A sont des racines de P donc Spc(A) C {«,B,B}. Puisque P est scindé & racines
simples sur C, A est diagonalisable dans M, (C) et det(A) = cxm“(A)Bmﬁ(A)EmF(A) (en notant my(A)
la multiplicité de A dans xa) d’aprés le cours. Comme A est une matrice réelle, mz(A) = mg(A) donc

det(A) = am= A (BB) ™ (A = oma(M[g2me () > 0,



