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a. Soit A € C, dans le calcul de xa(A), on développe par rapport & la ligne 1 et on obtient la relation

A 0 —an
—a1 A 0
a1 A 0 Moo 0 o ©)
0 —a Cl=al T e (e | O T
. . N . - 0 : A
' ' 0 —an 1 A _
0 0 —an_1 A (0) an-1 0 0 an_1

n
Ainsi, comme il ne reste que les déterminants de matrices triangulaires, x A (A) = A" —(=1)" "1 (=)™~ ] ay.
k=1

n
En notant p = [] ak, on a donc xa = X™ — p. Traitons trois cas :
k=1

e Sia;=---=a, =0, alors A =0 donc A est diagonalisable.
eSip=0et (ar,---,an) # (0,---,0), alors A # 0 alors que d’aprés CAYLEY-HAMILTON on a A™ =0
car xo = X™ donc A est nilpotente alors que dim(Ker(A)) < n car A # 0. Les ordres algébrique et
géométrique de 0 n’étant pas égaux, A n’est pas diagonalisable.
e Sip#0,xa = X™ —p étant scindé a racines simples et annulateur de A, A est diagonalisable.

On conclut que A est diagonalisable si et seulement (a;j =---=apn =0o0uaj X -+ X an #0).

b. ¢ Sia; = - =ay =0, toute base de C™ est une base de vecteurs propres de A = 0.

o Sip = pe'® £ 0, les racines de xo = X™ — p, donc les valeurs propres de A, sont toutes les racines n-iemes

) 1 i(8+2km) ) )
de p, qui sont les complexes zxy = pTe™ = (pour k € [[0;n — 1]). Soit k € [0;n — 1], on sait qu’en

résolvant le systéme AX = z; X on va trouver une droite (car zy est une valeur propre simple de A) et on
trouve E,, (A) = Vect(vy) avec vy = (anzﬂ_1 ,aq anzz_z, aj azanz£_3, e ,p). Ainsi, B = (vo,-++,vn_1) est

une base de C™ constituée de vecteurs propres de A.

a. On calcule et xaA = X(X — 1)? qui est scindé dans R[X], A est au moins trigonalisable dans M3(R) et
elle est diagonalisable si et seulement si dim(Ej(A)) =2 <= rang (A —I3) = 1 par le théoréme du rang. Or

-1 0 1
A—Is=| 2 0 0| estderang 2 donc A n’est pas diagonalisable mais trigonalisable dans M3(R).
0 0 O
11 est visible que Eo(A) = Vect(vy) avec vi = (1,—2,0) et que E1(A) = Vect(vz2) avec vy = ez = (0,1,0).
0 0 0
Méthode 1 : on sait avec la réduction de JORDAN que A est semblable a T= | 0 1 1 | donc il ne reste
0 0 1
plus qu’a trouver un vecteur vz tel que Avs = v, + v3 et on trouve sans peine en résolvant le systéeme que
10 12
vy = %(1,0, 1) convient. Ainsi A=PTP~'ouP=| -2 1 0
o 0 1/2

Méthode 2 : n’importe quel vecteur convient pour compléter (vi,v;), par exemple v = (0,0,1) ¢ Vect(vy,v2)

et on a une base B = (vi,v2,v5) de R3. On calcule Av; = (1,0,1) = (0,0,1) + (1,-2,0) + 2(0,1,0) donc



100 0 0 1
AVE =vi+2v;+Vi et A=PTP T ou P’ = -2 1 0]etT'=|0 1 2
0 0 1 0 01

b. Si M vérifie M? = A et si A € Sp(M), alors il existe X # 0 tel que MX = AX donc M?X = AX = A’X donc
A% € Sp(A) ={0,1} ainsi A =0 ou A = +1 et on a Sp(M) C {—1,0,1}. On vient de prouver au passage que
Ex(M) C Ex2(A) done, comme Eg(A) et E7(A) sont des droites, les sous-espaces Eo(M), E1(M), E_1(M) sont
égaux & {0} ou forment une droite. De plus, comme E;(M) et E_1(M) sont en somme directe, on a aussi
E1(M)®E_1(M) C E1(A) ce qui montre que 1 et —1 ne peuvent pas étre valeurs propres de M simultanément
(un plan ne peut pas étre inclus dans une droite).

c. Si M2 = A, alors det(M?) = det(M)? = det(A) = 0 donc det(M) = 0 et 0 est valeur propre de M.
Si 0 était la seule valeur propre de M, alors on aurait xpm = X3 et M3 = 0 avec CAYLEY-HAMILTON ce
qui est impossible car M* = M3M = A2 # 0. Ainsi, avec la question précédente, on ne peut avoir que
Sp(M) = {0,1} ou Sp(M) = {0, —1}.

Si M? = A, alors Eg(M) = Ker(M) est une droite d’aprés c. et d.. En notant N = P"'MP, on a M? =

A <= PN?p~! = PTP~! <= N2 =T. Ainsi, si M? = A, on a NT = N3 = TN (méme chose avec T').

a 0 O
Méthode 1 : en posant le calcul, on trouve que NT=TN <= N= [ 0 b ¢ |. Ainsi, pour avoir N> =T,
0 0 b
a2 0 0
il faut maintenant N> = | 0 b? 2bc | =T dolia=0et ((b=Tetc= l) ou(b=—-letc= —l)).
2 2 2
0 0 b
0 0 o0 0o 0 0
Réciproquement, M7 =P [0 1 12 |P ' etMa=P| 0 —1 —1/2 | P! = —M; vérifient la relation
0 0 1 0 0 —1
1 0 1 0 0 1
M? = A et sont donc les deux seules solutions. Comme P~' =2 1 —2],onaM;=|[2 1 -1
0o 0 2 0 0 1
a 0 b—a
Méthode 2 : en posant le calcul, on trouve que NT = TN < N = |0 b c . Ainsi, pour avoir
0 0 b
a2 0 b2-d?
N2 =T ilfaut N2=| 0 b%2  2bc =Tdoua=0et ((b=Tetc=T1)ou(b=—1etc=-1)).
0 0 b2
0 0 1 0o 0 -1
Réciproquement, My =P [ 0 1 1 PleteMa=P|0 —1 —1|P ' =—M; vérifient bien M2 = A et
0 0 1 o 0 -1
1 0 0 0 0 1
sont donc les deux seules solutions. Comme P~'= (2 1 0 |,onaM;=|2 1 -1
0 0 1 0 0 1

Méthode 3 : on traite les deux cas vus a la question d.:

Sp(M) = {0,1} Alors Eg(M) = Vect(vi) et E1(M) = Vect(vz) donc, par formule de changement de base,

0 0 a 1 0 12
M=PNP TavecN=[0 1 b|etP=|—-2 1 0 | (par exemple) car les traces
0 0 1 o 0 1/2

de deux matrices semblables sont égales. Comme M? = A, N2 =T donc a =0 et 2b = 1.
Sp(M) = {0,—1} Alors Eg(M) = Vect(v) et E_1(M) = Vect(v;z) donc, par formule de changement de base,



0 0 a 10 172

M=PNPlavecN=[0 -1 b |etP=|-2 1 0 | carles traces de deux
0 0 -1 0 0 12
matrices semblables sont égales. Comme M2 = A, N2 =T donc a =0 et 2b = —1.

On retrouve donc, avec les calculs précédents de P~ les matrices My et —M; comme uniques solutions.

n n
a. Soit P = Y. axX* € R, [X]. Alors, par définition, on a P(u) = 3. axu® ce qui devient, par hypothese,
P(u) = ), ak( )\}‘vi). On obtient P(u) = > > axdkvi = Y ( > akAf)vi = Y P(Ai)vi en inversant
k=0 i=1 k=0i=1 i=1 k=0 i=1

n

n
cette somme double. Sion prend P = [] (X —Ax) € R,[X], alors P(u) = Y P(A;)vi = 0 car les A; sont des
i=1

racines de P. Ainsi, u admet un polynér;le annulateur scindé a racines Sim;;les donc u est diagonalisable.
b. Généralisons, soit k € N, on effectue la division euclidienne de X* par P, ce qui donne X* = QP + R avec
deg(R) < deg(P) = n. Ainsi, u* = Q(u) o P(u) + R(u) = R(u) car P(u) = 0. Or, d’apres ce qui précede,

n n
R(w) = Y R(A{)vi. Mais, pour i € [1;n], on a A¥ = Q(A1)P(A1) + R(A¢) = R(Ai) donc uk = > Aky;.
i=1 i=1

n

c. Pour tout i € [[1;n], le polynéme L; souhaité admet les Ay (sauf A;) pour racines donc Ly = Qi ] (X—Ak).
k=1
k#i

Comme on veut que Ly € Ry_1[X], Q; doit étre une constante et on veut aussi Li(A;) = 1 ce qui impose la
n

condition Q; J] (A1 —Ax) = 1. 1l existe donc un unique polyndéme L; possédant ces caractéristiques et c’est
k=1

k#£i
n

L = kH1 (%) (polynémes de LAGRANGE). Par construction : Vi € [1;n], Vk € [1;n], Li(Ak) = d¢,k-
= i

K#£i
d. Soit i € [1;n], par construction on a (X — A{)Ly = QiP donc (u — Aiidg) o Li(u) = QiP(u) = 0 ce qui

équivaut au fait que Im (Li(u)) C Ker(u — Aiidg) = Ex, (u). Or, puisque deg(Li) =n — 1 donc L; € Ry [X],
on a d’apres les questions a. et c. la relation Li(u) = i Li(Ak)vk = vi. Comme v; # 0 par hypothese, on a
Im (Li(u)) = Im (vi) # {0} donc il existe au moins u;:x:ecteur x # Og dans Im (vi) qui est donc aussi dans
Ea, (1), ce qui prouve que x est un vecteur propre de u associé & la valeur propre A;. Ainsi, A1,- -+, Ay sont
des valeurs propres de u. De plus, comme P est annulateur de u, les valeurs propres de u font partie des
racines de P. Par double inclusion, Sp(u) = {A1, -+, An}.

e. D’apres la question précédente, u admet n valeurs propres distinctes et dim(E) = n donc les n sous-espaces

propres sont de dimension 1 car ils sont en somme directe.



a. On vérifie que ni 0, ni 1, ni —2 ne sont racine de P mais que P(—1) = =1 —-24+24+1—-4+4 =0 et
P(2) =32—-32—-164+4+8+4 =0 donc —1 et 2 sont des racines de P.
On a donc deux racines d’un polynéme de degré 5, ce qui n’est pas suffisant. Voyons si —1 ou 2 ne serait pas
par hasard racine multiple de P. Comme P’ = 5X* — 8X3 — 6X2 +2X 44, on a P'(—1) = 9 # 0 mais P/(2) = 0
donc 2 est racine au moins double de P. Par conséquent (X — 2)?(X + 1) divise P. Apres calculs, on trouve

P = (X—2)2(X+1)(X? + X+ 1) qui devient classiquement P = (X — 2)2(X 4+ 1)(X — j)(X — j%).

b. Analyse : soit M € My (R) telle que P(M) = 0. Comme P est annulateur de M, les valeurs propres
complexes de M sont des racines de P donc ne peuvent étre 2, —1,j ou j2. Comme xp est scindé dans C[X],
on sait d’apres le cours que det(M) = 2m2(M)(—1)ymi(M)jm;(M);2m52 (M) - Do plus, comme M est réelle et
j et j? conjugués, on sait que mj(M) = m;2(M). Ainsi, det(M) = 2m2(M)(_ymi(M) car § x §2 =33 = 1.
Ainsi, si on impose det(M) = %1, on doit forcément avoir mz(M) = 0 ce qui prouve que 2 n’est pas valeur
propre de M. Ainsi M — 2I,, est inversible donc, puisque (M — 21,,)?(M + I,)(M — jI,,)(M — j?I,,) = 0, on
peut simplifier ceci, en multipliant par (M — 2I,,)~2, en la relation (M + I,)(M —jI,)(M —j?I,) = 0. Par
conséquent, le polynéme scindé & racines simples Q = (X—1)(X—j)(X—j?) est annulateur de M ce qui montre
que M est diagonalisable dans My (C). Ainsi, si M = UDU~! avec U € GL,(C) et D diagonale, on a aussi
M3 = UD3U~" et M3 est aussi diagonalisable avec —1 = (—1)3 de multiplicité m; (M) et 1 = j> = (j2)3 de
multiplicité mj(M)+m;2(M). Ainsi, Tr (M3) = (=1) xm; (M) +1x (mj(M)+m;2(M)) = —m;(M)+2m;(M).
La condition Tr (M3) = 0 impose donc mq(M) = 2m;(M). Mais comme on sait aussi que I'on a la relation

dim(R™) =n = my(M) + mj(M) + m;2(M) = 4m;(M), on en déduit que n est un multiple de 4.

-1 0 0 0
Synthese : réciproquement, la matrice M = My = 0 - 0 0 = (Iz O) est réelle, de
’ 0 0 —1/2 =32 0 R ’
0 0 32 -—1)2

(—12)3 0
o R
dans le plan euclidien canonique, donc Tr (M3) = 0 et (X + 1)(X? + X + 1) annule M (raisonner par blocs

déterminant 1, vérifie M3 = ( ) = diag(—1,—1,1,1) car R représente une rotation d’angle 2?71

2 x 2) donc a fortiori P (multiple de (X 4 1)(X? + X + 1)) annule M. Plus généralement, si n = 4p, si on pose
M = diag(Ma,---,My), alors on a bien M € M, (R) et Tr (M3) =0, det(M) = £1 et P(M) = 0.

Les entiers cherchés sont donc exactement les multiples de 4.

Comme le polynéme X™ — 1 annule A par hypotheése et que X™ — 1 est scindé & racines simples sur C (ses

racines sont les n racines n-iemes de l'unité), la matrice A est diagonalisable dans M;(C) donc il existe

z1
0
I'unité car toute valeur propre de A est racine de tout polynéome annulateur de A, notamment X™ — 1. Par

conséquent, Tr (A) =Tr (D) = z1+z2 et det(A) = det(D) = z1z. Ainsi, [Tr (A)| < |z1]|+|z2] < 1+1 =2 donc

Tr (A) € [-2;2] et |det(A)| = |z1]|z2] = 1 donc det(A) € {—1,1}. De plus, puisque A = <2 Z

Tr (A) = a+d € Zet det(A) = ad—bc € Z et on sait d’apres le cours que xa = X2 —Tr (A)X+det(A) € Z[X].
Les valeurs possibles de Tr (A) et det(A) montrent que xo = X* —Tr (A)X + det(A) ne peut étre que 1'un des

. 0 N . N
une matrice P € GLy(C) telle que A = PDP~! avec D = ) ou z1,z sont des racines n-iemes de
2

) € M2(2),



10 polyndmes suivants : X2 —2X +1, X2 =X +1, X2+ 1, X2 + X+ 1, X2 +2X+Tou X? —2X -1, X> =X — 1,
21, X2 4 X1, X2 42X —1.

Eliminons quelques cas | En effet, si det(A) = —1, z1z; = —1 donc z; et zy ne peuvent pas étre conjugués

sinon z1zy = 21271 = |z |2 = 1. Par conséquent, z7 et z; sont des racines réelles de X™ — 1 donc ne peuvent

étre que +1. Pour avoir z1zp = —1, forcément z1 =1 = —z; ouz; = -1 = —z; dou Tr (A) =1 -1 =0.

Ainsi, xa est 'un des 6 polynomes X% —2X +1, X2 =X+ 1, X2+ 1, X2+ X+ 1, X2 +2X+1, X* — 1.

Cas1:xa =X2—2X+1: comme X*> —2X + 1= (X —1)2, Sp(A) = {1} donc, comme A est diagonalisable,
A est donc semblable a la matrice I, c’est-a-dire A = PLP ' =1, donc A'2 = I,.

Cas 2 : xa =X? — X +1: comme A est diagonalisable et que X2 —X-+1 = (X+j)(X+j?) ={-j,— 2} on

aA=P <_0] _(;2) " donc A® =1, car (—j, —j%) € UZ. Ainsi, A'2 =1,. Par exemple A=

Cas3:xa =X?+1: comme A est diagonalisable et que X? + 1 = (X — i)(X + 1)

-3

1

A=P <_01 ?) donc A* =1, car (—i,i) € U4 Ainsi, A'> = I,. Par exemple, A = ( 4

A
{—i,i}, on a
)
p(

Cas 4 : xa =X?+X+1: comme A est diagonalisable et que X? + X + 1 = (X —j)(X —j%), Sp(A) = {) 2},
onaA="P (é JO ) P! donc A® =1 car (j,j?) € U3. Ainsi, A" =1I,. Par exemple, A = <_3 1

Cas5: xa = X2 42X +1: comme X?> +2X+1 = (X+1)2, Sp(A) = {—1} donc, comme A est diagonalisable,
A =P(—I;)P7! = —I; donc A? = I, puis A'? = .

Cas 6: xa=X2—1:comme X?> —1=(X—-1)(X+1), Sp(A) = {-1,1} donc, comme A est diagonalisable,
A=P (01 O) P! donc A? =1, car (—1,1) € U3. Ainsi, A'? = I,. Par exemple, A = ( 20 )

1 -3 =2
Fondamentalement, c’est parce les racines de ces 6 polynoémes sont 1,—1,1, —1,j, j%, —j, —j?, c’est-a-dire des
racines seconde, troisieme, quatriéme, sixieéme de 'unité et que ppem (2,3,4,6) = 12, donc toutes ces valeurs
z € {1,-1,i,—1,j,j%, —j, —j*} vérifient z'? = 1.

Réciproquement, soit une matrice A € M, ( Z) telle que xa est 'un des polynomes X2 —X+1, X2 +1, X2 +X+1,
X2 —1, alors comme X'2 —1 = (X2 =X+ 1)(X2 +1)(X2 + X+ 1)(X2 = 1)(X? +V3X +1)(X* = /3X + 1), d’apres
CAYLEY-HAMILTON, on a xa(A) = 0 donc, comme xa divise X'? — 1, on a aussi A'2 = I,.

Par contre, si xa = (X + 1)2 ou XA = (X — 1)2, on ne peut pas étre sir que AlZ = I, car A pourrait ne pas

étre diagonalisable, comme dans les cas A = (; : ) ou A= (_01 _21 >



a. Si A est diagonalisable, en notant Sp(A) = {Aq,---,A.}, il existe une matrice inversible P € GL,(R)

et une matrice diagonale D = diag(A1,--+, A1, *,An, ++,An) € Mn(R) telles que A = PDP~'. Alors on
a classiquement A3 = PD3P~! donc B = PD3P~! + PDP~! + PP~! = P(D3 + D + I,,)P™! et la matrice
D' =D?+ D+ In = diag(f(A1),- -+, f(A1), -, f(An), - -+, f(An)) est diagonale avec f:x — x> +x + 1.

Or, la fonction f est dérivable sur R avec f'(x) = 3x? + 1 > 0 donc elle y est strictement croissante et on a

clairement lim f(x) = +oo et lim f(x) = —oco. On conclut avec le théoreme de la bijection que f réalise
X—+o00 X——00

une bijection de R dans R donc que le spectre de B contient autant de valeurs propres que celui de A,
c’est-a-dire qu’on a Sp(B) = {f(A1), -+, f(A+)} (pas de répétition).

Soit L le polynéme d’interpolation de LAGRANGE de R,_1[X] tel que Yk € [1;7], L(f(Ak)) = Ak ; on sait
TX — f(Ay)

R
que L = > M 1

—————_ (voila pourquoi on a besoin de l'injectivité de f sur R) mais 'expression
=1 f(Ak) — ()
itk
importe peu ! Alors L(B) = PL(D’)P~! = Pdiag (L(f(?\] )y LIF(AT))y -+, L(F(AR)), - - s L(f()\n)))P_] ce qui
donne L(B) = PDP™! = A comme attendu.
b. Sin=1,A=(a)et B=(b)avecb = f(a) = a®> +a+1 ((a,b) € C?), on peut écrire A comme un
polynéme en B en écrivant A = U(B) avec, par exemple, U =X — b + a.

Deés que n > 2, comme la fonction polynomiale f est non injective de C dans C méme si elle reste surjective

d’apres le théoreme de D’ ALEMBERT-GAUSS, il va y avoir du changement. Le polynéme Q = X3 4+ X 4 1

(associé & la fonction polynomiale f) admet trois racines complexes. Comme Q' = 3X? + 1 s’annule en :I:%

et que ces deux valeurs ne sont pas des racines de Q, Q n’admet que des racines simples «, 3 et vy (avec
v = B). Posons par exemple A = diag(e, B, &, «, - -, ) (matrice diagonale avec un mélange des racines de

Q). Alors B = diag(Q(«), Q(B), Q(x), -, Q(x)) = 0 et, quel que soit le polynéme U = —io axX® € C[X], on
k=0

a donc U(B) = apln # A car o # B.
Ainsi, on peut trouver des matrices diagonalisables A € M, (C) avec n > 2 telles qu’en posant B = A3 +A+1,,,

la matrice A ne puisse pas s’exprimer comme un polynéme en B.

eSin=1et A= (a)#0, B=(b)#0, alors ABAB = (a?b?) # 0. Rien & signaler.

eSin=2et A#0,B#0 telles que ABAB = 0, alors la matrice AB est nilpotente d’indice inférieur ou égal
4 2. Mais on a aussi (BA)> = BABABA = B(ABAB)A = BOA = 0 donc BA est aussi nilpotente. Comme X3

est annulateur de BA, on sait d’aprés le cours que Sp(BA) C {0} car 0 est la seule racine de X3. Mais comme
le spectre complexe est non vide d’aprés D’ ALEMBERT-GAUSS, on a donc Sp ¢(BA) = {0} ce qui montre que
XxBA = X?. D’apres le théoreme de CAYLEY-HAMILTON, on a donc (BA)? = 0 donc BABA = 0.

e Sin=3et A#0,B #0 telles que ABAB = 0, alors AB est nilpotente et, comme avant BA 1’est aussi. Mais

la méme démarche conduit & (BA)? = 0 et on est bloqué ! On va construire un exemple tel que l'indice de

0O 1 0
nilpotente de AB soit 2, et celui de BA soit supérieur ou égal a 3. Soit N= |0 0 1 | =Ej,+E;,3,alors
0 0 O

N2 =Eq,3 # 0 et N3 =0 donc N est nilpotente d’indice 3. On cherche A et B non nulles dans M3z(R) telle



que BA = N alors que (AB)2 = 0. Si on prend A =N = Ei2+Ex3etB= =E11+E =N,

S o =
oS = O
S © O

0
alors on a comme attendu BA =Net AB=| 0
0

o o =

0
0 | =Ey,2 donc BABA = Eq 3 # 0 alors que ABAB = 0.
0

0 On-3 0 On-3
par des calculs par blocs, AB = Eq 2, BABA = Eq 3 # 0 alors que ABAB = 0.

. . N 0 N’ 0
e Sin >4, on construit par blocs A = ( ) et B = ( > et on a comme dans le cas n = 3,

Au final : si (A,B) € Mn(R)? et A # 0, B # 0 et ABAB = 0 alors on ne peut pas avoir n = 1, on peut

conclure que BABA = 0 si n = 2 et on ne peut rien conclure sur la valeur de BABA sin > 3.

a. Soit n € N* et A € My, (K), alors xa (A) = 0 (théoréeme de CAYLEY-HAMILTON).
b. Si A et B sont semblables, il existe Q € GL,(R) telle que A = QBQ~'. On montre par une récurrence

+o0 +oo
simple que Vk € N, A* = QB*Q~! donc, pour un polynéme P = > axX* € R[X], on a P(A) = Y apA¥
k=0 k=0
+oo +oo
donc P(A) = 3 axQB*Q~! = Q( > akBk)Q_1 = QP(B)Q ! donc P(A) et P(B) sont aussi semblables.
k=0 k=0

) : Ak KAK
c. Par une récurrence simple et un calcul par blocs, on montre que Yk € N, M* = ( 0 AK > Pour
n

+o00 —+o0 400 +oo
un polynéme P = > apX* € R[X], on a P’ = > kaX*~! donc XP’ = > kapXk = 3 kapX¥. Ainsi,

k=0 k=1 k=1 k=0
5 aat S kaa®
akA ax
+oo !
P(M) = Y axMk = [ =0 b donc P(M) = (PéA) A]f(/(:)\))
k=0 On > axAk "
k=0

d. Si M est diagonalisable, il existe d’apres le cours un polynéme scindé a racines simples P tel que P(M) = 0
donc P(A) = 0 d’apres la relation de la question précédente (voir le bloc en haut & gauche par exemple).
Ainsi, le polynome scindé a racines simples P annule A ce qui prouve que A est aussi diagonalisable.

e. Avec ce méme polynéme P, on a aussi AP'(A) = 0 d’aprés c. donc XP’ est annulateur de A. Si A est
une valeur propre de A, comme P et XP’ annulent A, on sait d’aprés le cours que P(A) = 0 = AP’(A). Mais
comme les racines de P sont simples par hypothese, P et P/ n’ont pas de racine commune d’ott A = 0 et 0 est
la seule valeur propre de A. Comme A est diagonalisable et que Sp(A) = {0}, la matrice A est semblable &
la matrice nulle donc A = 0.

Réciproquement, si A = 0, alors M = 0 donc M est diagonalisable. Par conséquent, la conclusion de cet

A

A diagonalisable si et seulement si A = 0.
O0n A

exercice et que M = (



a. Comme u? =idg,ona Tr (v) = Tr (vouou) =Tr ((vou)ou) =Tr ((—uov)ou) = —Tr (uovou) donc
Tr (v) = =Tr ((wov)ou) = —=Tr (wo(uov))) = —Tr (v) (car Tr (fog) = Tr (g of) pour tout endomorphismes
f et g d’'un espace de dimension finie) d’out Tr (v) = 0. Bien stir, par symétrie, Tr (u) = 0.

b. Par hypotheése, u et v sont des symétries donc elles sont diagonalisables car X? = (X —1)(X+1) est scindé
a racines simples sur R et annulateur de u et de v et Sp(u) C {—1,1} et Sp(v) C {—1,1}. Comme la trace est
la somme des valeurs propres comptées avec leurs ordres de multiplicité, 1 et —1 sont donc valeurs propres
doubles de u et de v. Ainsi, Eq(u),E_1(u),E1(b) et E_q(v) sont des plans.

c. Onau(v(x)) =uov(x) = —vou(x) = —v(u(x)) = —v(x) car u(x) = x donc v(x) € E_q(u). De méme,
v(y) € E_1(u). Soit (A,n) € C? tel que Av(x) + wv(y) = O, il vient —Ax — py = O en appliquant u ce qui
donne A = p = 0 car (x,y) libre. Ainsi, (v(x),v(y)) est une famille libre de E_;(ut) qui est un plan donc
(v(x),v(y)) est une base de E_q(u).

Comme E = Eq(u)®E_1(u) puisque u est une symétrie de E, et que (x,y) est une base de E(u) et (v(x),v(y))

une base de E_q(u), la famille B = (x,y,v(x),v(y)) est une base de E adaptée a la décomposition précédente.

De plus, on a déja vu que uov(x) = —v(x) et uov(y) = —v(y) et on a aussi wov(v(x)) = u(x) = x car v = id ¢
0 0 1 0 X 0 -1 0
« .. 0 0 0 1 o X 0 -1
et, de méme, wov(v(y)) =vy. Ainsi, A =Matg(uov) = 1 0 o o0 et xa = 10 X ol En
0O -1 0 0 0 1 0 X
0 0 -1 0
0 0 0 —1 . ,
effectuant C; «— C1+XC3z et Cy «— C2+XCyq,0naxa = X2 41 0 X 0 puis on développe par

0 X24+1 0 X

rapport & la premiere colonne deux fois et on a xa = (X2 +1)? _O] i)] ‘ = (X?+1)2 donc Sp(uov) = {—i,1i}.
i 0o 1 0
Comme A + il = e (l) (1) (1) est de rang 2 car C3 = —iCy, C4 = —iCy et que (Cy,Cz) libre,
0o -1 0 i
-1 0 1 0
- . A . o —-i 0 1
E_i(uov) = Vect(vi,va) avec vi = ix + v(x) et v = iy + v(y). De méme, A —ily = 10 -1 o

0 -1 0 —i

avec C3 = iCy, C4 = iC; et (Cy,C3) libre, donc Ei(uov) = Vect(vs,va) avec vz = ix — v(x), va = iy — v(y).
Comme dim(E;(A)) + dim(E_i(A)) = 4 = dim(C?), I'endomorphisme w o v est diagonalisable. On pouvait
aussi constater que (wov)? = (wov)o(uov) =uo(vou)ov=—uo(uov)ov=—u?ov? = —idg donc que

X2 4+1 = (X+1)(X —1) est annulateur de wov et scindé & racines simples dans C donc wov est diagonalisable.



12.10) a. La deuxiéme colonne de A vaut j fois la premiere car j3 = 1 et la troisieme vaut j2 fois la premiere,
ceci justifie que rang (A) = 1 car la matrice A est non nulle. Ainsi, d’aprés la formule du rang, on a

dim(Ker(A)) = 3 —rang (A) = 2 donc dim(Eo(A)) = 2 ce qui montre d’apres le cours que 0 est racine au
moins double de xa. Ainsi, xa = X3 — Tr (A)X? car X? divise xa. Comme Tr (A) = 1+j +j?> = 0, on
a xa = X2 donc Sp(A) = {0} et A est nilpotente d’apres le théoréme de CAYLEY-HAMILTON. Comme
dim(Eo(A)) = 2 # 3 = mp(A), A n’est pas diagonalisable (par ce raisonnement, la seule matrice nilpotente
diagonalisable est la matrice nulle).

b. Comme Im (A) = Vect(vq) avec vi = (1,j,j?) et que v; € Ker(A), onaIm (A) C Ker(A) et A2 = 0. On peut
compléter (vq) en une base de Ker(A), prenons par exemple v3 = (j, —1,0) de sorte que v3 € Ker(A) et que
(v1,v3) est une base de Ker(A) car on a clairement (vi,v3) libre. Comme Av, = vy en prenant vi = (1,0,0)
en regardant la premiére colonne de A, et que B = (v1,v2,v3) car (vi,v3) libre et v ¢ Vect(vi,v3) = Ker(A),
on a Mats(a) = Ey en notant a I'endomorphisme de C3 canoniquement associé & A. En notons P la

matrice de passage de la base canonique de C3 & B, on a par formule de changement de base A = PE]YZP*1
1 1 j

avecP= | j 0 —1] (B estanouveau une base de C3 car det(P) = —j% # 0).
i 0 0
c. Soit B € M3(C), on pose C =P~ 'BP d’ott B = PCP~! et on a I’équivalence AB = BA <= E;,C = CEq 2.
€1,1 €12 €13 €2,1 €2,2 €23 0 c1q0 O
Or en notant C = | c2;1 c22 c23 |, on a EjC = 0 0 0 et CE12 = [0 c21 O
€3,1 €32 €33 0 0 0 c31 O
donc E12C = CE12 <= (c2,1 = c1,1 —¢22 = ¢33 = c3,1 = 0). Ainsi, les matrices qui commutent
C1,1 €12 €13
avec Ej sont de la forme C = 0 1,1 0 donc ’ensemble des matrices qui commutent avec

0 c32 c33
E1,2, noté C(Eq,2), vérifie C(Eq,2) = Vect(E1,1 + E2,2,E33,E1,2,E1,3,E32) est de dimension 5 car la famille
(E1,1 +E2,2,E33,E12,E1 3,E3,2) est clairement libre. De plus, 'application ¢ : C(E;2) — C(A) définie par
@(C) = P~TCP est linéaire, injective car P~'CP = 0 = C = 0 et surjective d’apres I’équivalence qui précede.
Comme ¢ est un isomorphisme, il conserve la dimension donc dim(C(A)) = dim(C(E;12)) =5.
d
12.11) a. Soit A € Sp(M) et P = > axX® un polynéme annulateur de M. 1l existe X # 0 € My 1(C) tel
k=0
que MX = AX. On montre par une récurrence simple que Yk € N, M*X = A*X. Ainsi, on peut calculer

d d
0=PM)X = > axM*X = Y axA*X =P(A)X = 0. Comme X # 0, on a forcément P(A) = 0.
k=0 k=0

On a re-démontré une propriété du cours : les valeurs propres de M sont des racines de P annulateur de M.
b. Si M est symétrique, M> + M — I, = 0 donc P = X?> + X — 1 annule M. Or P = (X — «)(X — B) avec
o= 71%\/5 et p = 71%‘/5 donc P est scindé a racines simples d’ol1, par théoreme, M est diagonalisable.

D’apres la question a., on a Sp(M) C {«,B}. Comme xp est scindé car M est diagonalisable, on a donc
xm = (X —a)P(X —B)T avec p = mg(M) et ¢ = mp(M) et, d’apres le cours, on a Tr (M) = pa + qp et
det(M) = o«PB9. Comme 0 n’est pas valeur propre de M, M est inversible.

De plus, 2Tr (M) = —p —q+ (p — q)v/5 = —n+ (p — q)/5. Comme n > 0, si on avait Tr (M) = 0, on aurait



pP—q#0et 5= Lq’ ce qui montrerait que v/5 est un rationnel : NON !
p—

Par conséquent, Tr (M) # 0 et det(M) # 0 donc Tr (M) x det(M) # 0.

c. Si on ne suppose plus M symétrique, on cherche un polynéme annulateur de degré supérieur. En

transposant, on obtient (*M)2+M = I, donc (I, —M?)2+M —1I, = M? —2M? +M =0 et Q = X* —2Xx% +X

annule M. Or Q = X(X —1)(X? +X —1) = X(X — 1)(X — «)(X — B) qui est & nouveau scindé & racines simples.

Ainsi M est encore diagonalisable et Sp(M) C {0,1,«,B}.

d. Puisque (*M)? = I,, — M, en passant au déterminant, on a det(*(M?)) = det(M)? = det(I,, —M) = xm(1).

Ainsi, det(M) # 0 <= xm(1) # 0 <= (1 n’est pas valeur propre de M).

Ou encore, M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.

e. Etant donnée la question, on s’attend & un réponse négative. On va commencer par le cas simple n = 2.

Soit M € M3 (C) telle que M # MT et M2 +MT = I,. Distinguons selon les valeurs propres de M avec a..
Si Sp(M) = {A} avec A € {0,1, «, B}, alors comme M est diagonalisable d’apreés a., M est semblable &

Al; donc M = Al ce qui est impossible car M n’est pas symétrique.

Si Sp(M) = {0,1}, comme M est diagonalisable, M = PDP~! avec P € GL,(C) et D = <(]) g) donc

M2 = PD2P~! = M car D? = D. Ainsi, M24+M" = M+MT = I, ce qui montre que M = <1(/12 V;).

2 ((1/4)—a? —a e 1 2 1 2 1 s i
Or M —M—( a (1/4) — a2 .A1n8174 a —zdonca = 4d0ua—:|:2. Ilya

donc deux matrices vérifiant ces conditions, M = % (1 1l> et My = % (_11 ;)

Si Sp(M) = {«, B}, comme M est diagonalisable, (X — «)(X — B) = X? + X — 1 est annulateur de M

donc M? +M — I, = 0. Mais ceci est impossible car M2 -1, =-MT # —M.
Si Sp(M) = {0, a}, de méme, X(X — «) = X? — aX annule M d’ott M? = aM et aM + MT =1, (1).

En écrivant M = (2 Z)’ la relation (1) montre que M = oc]+ 3 I, absurde car M non symétrique.
Si Sp(M) = {0, B}, de méme, X(X — B) = X? — X annule M d’'oit M? = M et M +MT =1, (1).
En écrivant M = (ccl Z), la relation (1) montre que M = 5 l_ ; I,, absurde car M non symétrique.
Si Sp(M) = {1, a}, comme avant, (X—1)(X—«) = X? —(ax+1)X+« annule M, d’ot M? = (a+1)M+aly
et (x+-1)M+MT = (1—a)I; (1). En écrivant M = (Cl z>, la relation (1) montre que M = 06_1‘_212,

absurde car M non symétrique.
Si Sp(M) = {1, B}, comme avant, (X—1)(X—p) = X2 —(B+1)X+p annule M, d’ot M? = (B+1)M+B1,
et (B+1)M+MT = (1—-8)I (1). En écrivant M = ((cl Z), la relation (1) montre que M =

1 IZ
B+27
absurde car M non symétrique.

Les seules M € M2 (C) telles que M # MT et M? + MT =1, sont My = 1 (1 _1> et My = 1( ! 1).

2 1 2\—1 1
Sin=2p avec p € N il suffit de poser M = diag(My,,---,M;,) avec (i1,---,ip) € {1,2}P et on a
. . T s .
M? = diag(Tn — M{ ,---, 1o = M{ ) = Tn — (dlag(Mi,,---,My,)) = In — MT et M n’est pas symétrique.
Sin=2p+1avecp € N* il suffit de poser M = diag(x, Mi,, -+, My, ) avec (i1, --,ip) € {1,2}P et on a



M? = diag(«?, I, — MT

Tl = ML) = I — (dlag(a, Miy, -+, My,)) | = 1n = MT car o +a = T et M
n’est pas symétrique.
La réponse a la question posée est :

Sin =1, oui, car toutes les matrices de M;(R) sont symétriques.

Sin > 2, non, la matrice M n’est pas forcément symétrique si elle vérifie les conditions M € My (C)

telle que M2 + M T = I,,, avec les contre-exemples vus ci-dessus dans les cas n pair ou n impair.

12.12) a. Soit (A,B) € M2(C)? tel que AB = BA. On va considérer différents cas :

e Si xa admet deux racines distinctes A7 et A, on sait d’apres le cours qu’alors A est diagonalisable et

il existe donc P € GL(C) telle que A = PDP~! avec D = diag(A1,A2). Posons D’ = P~'BP, on a
I'équivalence AB = BA <= PDD'P~! = PD'DP~! «= DD’ = D’D. Or, par un calcul matriciel direct,
on montre que DD’ = D'D équivaut & D’ = diag(p1, p2) diagonale. En posant Q 'unique polynéme
d’interpolation de LAGRANGE de R;[X] tel que Q(A1) = w1 et Q(A2) = p2, on a Q(D) = D’ donc
Q(A) =PQ(D)P~! =PD’P~! =B et B est bien un polynéme en A.

e Si xp admet deux racines distinctes, on conclut par symétrie que A est un polynéme en B.

e Si xa admet une racine double A mais que A est diagonalisable, alors dim(Ex(A)) = ma(A) = 2 donc
Ker(A —Aly) = C? et A = Al de sorte que A = Q(B) avec Q = A.

e Si xg admet une racine double pu mais que B est diagonalisable, B = ul; et B = Q(A) avec Q = p.

e Sixa.xr admettent respectivement pour racine double A, u et que ni A ni B ne sont diagonalisables,

on sait néanmoins que A et B sont trigonalisables car xa et xp sont scindés sur C et il existe une

matrice P € GL,(C) telle que A = PTP~! avec T = (2 ;) avec a # 0. En notant B = (vi,v2)

la base de C? telle que P est la matrice de passage entre la base canonique et la base B, on a donc
Avi = Av; donc, comme AB = BA, ABvy = BAvy; = ABv; donc Bvy € Ex(A) = Vect(vy) ce qui prouve

qu’il existe « € C tel que Bvy = avy. Mais comme p est la seule valeur propre de B, on a forcément

« = n. Comme Tr (B) = 2y, on a forcément, par la formule de changement de base, B = PT'P~! avec

T = (g ﬁ) avec b # 0. Par exemple, comme T’ = bry (u — @)Iz, on a aussi en multipliant par
a a

P & gauche et P~! & droite, B = EA + (u — %)Iz =Q(A)avec Q =T = %Xu — % donc B est un
polynéme en A (mais A est aussi dans ce cas un polynéme en B).
Dans tous les cas, si (A,B) € M»(C)? tel que AB = BA, B est un polynéme en A ou A un polynéme en B.
b. Prenons A = Ey; et B = Eq 3, alors AB = BA = 0. Comme A2 =0, si Q = EO:O qxX* € C[X], on a
Q(A) = qol3 + q1A € Vect(I3, A) donc 'ensemble des polynémes en A, noté C[A], vé?i?i?e C[A] = Vect(I3,A)
car il est clair que Vect(I3,A) C C[A]. De méme, comme B? = 0, on a C[B] = Vect(I3,B). Par conséquent,
A ¢ C[B] et B ¢ C[A] donc A n’est pas un polynéme en B et B n’est pas un polynéme en A.
c. Prenons & nouveau A = Eq 7 et B = E; 3, alors AB = BA = 0, R[A] = Vect(I3,A) et R[B] = Vect(I3,B)

donc, puisque A ¢ Vect(13,B) et B ¢ Vect(I3,A), donc A (resp. B) n’est pas un polynéme en B (resp. A).



12.13)a. Sif est diagonalisable, il existe une base B de E telle que Mat 5 (f) = D est diagonale. Comme on a aussi

Mat 3 (f2) = D? est diagonale, B est aussi une base de vecteurs propres de 2 qui est donc diagonalisable.

b. Si n =1, tout endomorphisme de E étant une homothétie, f et 2 sont diagonalisables. Ainsi, dans ce cas
particulier, 2 diagonalisable = f diagonalisable.

Sin>2, soit f € L(E) tel que Mat (f) = Eq 2, alors E%’z = 0 donc f2 = 0 est diagonalisable. De plus,
Xf = XE,, = X" puisque Ej > est triangulaire supérieure. Comme, par la formule du rang, on obtient
dim(Eo(f)) = dim(Ker(f)) =n —rang (f) = n — 1 # n qui est l'ordre de multiplicité algébrique de 0 dans x¥,
I’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

Des que n > 2, on n’a donc plus forcément f diagonalisable si f2 1'est.

c. Une inclusion : si x € Ker(f—pid g)+Ker(f+pid ), alors 3(y,z) € Ker(f—pid g) xKer(f+pidg), x =y+z
donc f2(x) = f2(y) + f2(z). Or f(y) = ny donc f2(y) = f(ny) = uf(y) = p?y = Ay et f(z) = —uz donc
u?(z) = u(—pz) = —pu(z) = (—p)?y = Az d’ont f2(x) = u?(y +z) = Ax et on a bien x € Ker(f? — Aidg). On
a bien établi 'inclusion Ker(f — pid ) + Ker(f + pid g) C Ker(f* — Aid ¢).

L’autre inclusion : si x € Ker(f> — Aidg), x =y +z (1) avec (y,z) € Ker(f — pidg) x Ker(f + pidg), on
f(x) 4+ pux of z = BX = f(x)

a donc f(x) = uwy —pz (2) donc y = en combinant les deux équations (1) et

2 2A
(2) puisque p # 0. Réciproquement, si on pose y = f(x)zﬁ et z = ux;7f(>c)7 on a la relation x =y +z
i i
2 2
et f(y) = P00+ ufly) _ wixtuf(y) _ py et, de méme f(z) = —pz. On vient de prouver l'inclusion

2u pATS
Ker(f> — Aidg) C Ker(f — pidg) + Ker(f + pidg). Pour cette derniere inclusion, on aurait pu dire que
X% —A = (X — u)(X + ) était un polyndome annulateur scindé & racines simples de I'endomorphisme f induit
par f dans Ex(f%) donc que Ex(f?) = E,(f) @ E_,(f) et on conclut car E, (f) = E,,(f) puisque E,(f) C Ex(f?)
et E_,(f) = E_,(f) puisque E_,(f) C Ex(f?) d’apres la premiére inclusion.
Par double inclusion, on a donc Ker(f? —Aid g ) = Ker(f — pid g ) @ Ker(f + pid ) puisque les deux sous-espaces
propres sont en somme directe car p # —u.

d. Méthode 1 : si f2 est diagonalisable, notons Ay, -- -, A, les valeurs propres distinctes de 2, elles sont non
T

nulles car 2 est inversible. Par définition, E = @ Ker(f2 — Axid g). D’apres la question précédente, on a

k=1
T

donc E = @ Ker(f — puxid £) @ Ker(f + puxid g) en notant py une racine carrée complexe de Ax. Comme E est
k=1
la somme directe de sous-espaces propres associés a f, par définition, f est diagonalisable.

Méthode 2 : si f? est diagonalisable et f2 inversible, alors f est aussi inversible et Ker(f) = {0} donc 0 ¢ Sp(f).
T

Notons Aq,---,A, les valeurs propres distinctes de f2. On sait que P = [] (X — Ax) est annulateur de 2
k=1
.
d’on P(f?) = T[] (f* — Akidg) = 0. Notons, pour k € [I;], ux une racine carrée (complexe) de Ay, alors
k=1
T T T
[T (f* — Akide) = ] (f — uxidg) o (f + pxide) = 0 donc le polynome Q = [ (X — ) (X + ) est
k=1 k=1 k=1

annulateur de f. De plus, Vk € [1;7], uk # —uk car Ax = ug # 0 et V(i,j) € [1;7]? avec i # j, £ # £p;



car A\ = uiz #+ ujz = Aj. Ainsi, Q annule f et est scindé a racines simples donc f est diagonalisable.

X—3 3 =2/ |x=3 3 22-X
12.14 ] a. On calcule xo = 1 X—-5 2 |= 1 X—-5 0 avec 'opération C3 +— C3 — 2Cq et
1 -3 X 1 -3 X—=2
apres avoir factorisé par X — 2 dans la troisieme colonne et effectué 'opération L1 +— L; + 2L3, on trouve
X—1 -3 0
xa=X=2)| 1 X=5 0|=(X=-2)[X=-1)(X=5)4+3] =(X=2)(X* —6X+8) = (X—2)*(X—4)
1 -3 1
1 -3 2
apres développement par rapport a la derniere colonne. Comme A —2I3 = [ —1 3 —2 | est clairement
-1 3 =2
de rang 1, on en déduit que dim(Ker(A — 2I3)) = 2 avec la formule du rang donc l'ordre de multiplicité
algébrique de 2 est égal & la dimension du sous-espace propre E2(A), ce qui permet de conclure par le cours

que la matrice A est diagonalisable (car dim(E2(A)) + dim(E4(A)) = 3).

-1 =3 2
On constate que C1 = C,+C3dans A—4I3=| —1 1 =2 |. Comme 4 est une valeur propre simple de
-1 3 -4
1 -3 2
A, E4(A) = Vect(vy) avec vi = (1,—1,—1). De plus, A —2I3 = | —1 3 =2 | donc Ez(A) est le plan de
-1 3 =2

R3 d’équation x — 3y + 2z = 0 et, par exemple, E»(A) = Vect(vz,v3) avec va = (3,1,0) et vz = (2,0, —1).

b. Comme R3 = E4(A) @ E4(A) car A est diagonalisable, B = (v1,v2,v3) est une base de R3 donc, en notant
P la matrice de passage de la base canonique & la base B, on a A = PDP~! avec D = diag(4,2,2).

11 suffit de prendre R = PAP~! avec A = diag(2, V2, ﬂ) et on a A2 =D donc RZ = PA2P~! =pPDP ! = A.
Si R € M3(R) vérifie R = A, comme (X—2)(X—4) est annulateur de A car Sp(A) = {2,4} et A diagonalisable,
(R2—213)(R?—413) = (R—y/2I3)(R+/213)(R—2I3)(R+2I3) = 0 donc le polynéme (X—v/2)(X+v/2)(X—2)(X+2)
scindé a racines simples dans R est annulateur de R donc R est diagonalisable dans M3 (R).

X-2 =2 1

12.15]a. xa = | 1 X—=5 1 |=(X=2)((X=5)(X—=2)4+1)—(=2(X —2) + 1) en développement par

0 -1 X—=2

rapport & la premiére colonne. Ainsi, xa = (X —2)(X? —7X+11) +2X —5 = X3 —9X2 + 27X — 27 = (X - 3)3
(binéme de NEWTON). Comme xa est scindé dans R[X], A est trigonalisable dans M3(R). Par contre,
comme E3(A) = Ker(A —313) # R3 donc dim(E3(A)) # 3 ('ordre de multiplicité de 3 dans xa) car A # 313,
A n’est pas diagonalisable dans M3(R) (ni bien str dans M3(C)).

b. Comme Sp(A) = {3} d’apres a., si x est un vecteur propre de A, alors Ax = 3x donc la droite D = Vect(x)
est stable par A. Réciproquement, si la droite D’ = Vect(y) est stable par A, on a y # Ogs car D’
est une droite et Ay € D’ donc IA € R, Ay = Ay donc y est un vecteur propre de A donc A = 3 et

y € E3(A). Par conséquent, les seules droites stables par A sont celles qui sont incluses dans E3(A). Comme
-1 2 -1

A—3I3 = -1 2 —1] est derang 2, et qu'on constate que (1,1,1) est dans le noyau de A — 3I3, on a
0 1 I

E3(A) = Vect(x) avec x = (1,1,1). Il existe donc une seule droite stable par A, et c’est D = Vect(x).

c. Soit une base B’ = (a7, az) de P qu'on compléte en une base B = (a7, az,a3) de R3. Par stabilité de



N , . . | XI2 — A’ *
ou A’ = Mat /(a’). Ainsi, xq = det(XI3 — A) = 0 XA donc

Al %
P, on a Mat g (a) = ( o A
xA = (X — A)xas ce qui justifie que xa+ divise xa (et en plus que A = 3).
d. Comme P est de dimension 2, x est unitaire et de degré 2 et il divise xq = (X —3)3 donc xa = (X —3)2.
Par CAYLEY-HAMILTON, (a’ — 3idp)? = 0 donc ¥x € P, (a’ —3idp)?(x) = (a — 3id 3)?*(x) = 0 et on a bien
I'inclusion P C Ker ((a — 3id gs)?).

-1 2 -1 -1 1 0
e. CommeA—3l3 = -1 2 —1|,ona(A-313)>=| —1 1 0 | donc (A —313)? et (a—3id g3)? sont

o 1 -1 -1 1 0

de rang 1 ce qui montre avec la formule du rang que dim(Ker((a —3id g3)?) = 2. Par inclusion et égalité des
dimensions, on a P = Ker ((a — 3id g3)?).
Dans cet exemple, il y a seulement quatre sous-espaces stables par a : {0} de dimension 0, D = Ker (a—3id Rs)

de dimension 1, P = Ker ((a — 3id 3)?) de dimension 2 et R? de dimension 3.



