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[PARTIE 1 : PRELIMINAIRES)

n
LS—_— Ainsi,

—+o0
Comme on connait le développement en série entiere de la fonction exponentielle, on a '

n=0 M-
+o0 A AT too
> C—' = ce? et I'unique choix de ¢ € R qui permette ¥n € N, p,, = C—' >0et > pn =1, cest-a-dire
n=0 T n. n=0
n
(cL) € P, est le choix |c =e .
n!/n>o

On note tout d’abord que P = (1 — p,p,0,...) et Q = (1 — q,q,0,...) sont bien des éléments de P car
(p,1—p,q,1—q) € (R)* et p+(1—p)=q+(1—q)=1. Ainsi, la quantité dist(P,Q) est bien définie.
Soit une partie A de N. Distinguons les trois cas suivants :
e Si AN{0,1} =0, alors [P(A) — Q(A)|=[0—0] =0.
e SiAN{0,1} ={0} ou AN{0,1} = {1}, alors |[P(A) = Q(A)|=|1T—=p—(0—=9q)|=|p —ql
e Si AN{0,1} ={0,1}, alors [P(A) — Q(A)|=|1 — 1| =0.
Par conséquent, YA C N, |P(A) — Q(A)| < |p — q] et cette valeur est atteinte en prenant la partie A = {0}

par exemple. Ainsi, |dist(P,Q) = l}\/laf\{c [P(A) = Q(A)|=|p—q|
c

Pour f € F, on choisit de noter ||f|lcc = Sup{|f(n)| | n € N} (qui existe puisque f est bornée). On a alors,

pour f € F et P € P, 'inégalité ¥n € N, [f(n)pn| < ||f||lcopn. Orlasérie > [|f||copn converge puisque P € P

n=>0

donc, par comparaison, | >, f(n)pn est absolument convergente donc convergente.
neN

[PARTIE 2 : CARACTERISATION]

: ~ . T T Ve AU N
Soit f € F, alors Vn € N*, [nf(n)pn”| < ne™"|[f|[oc =7 = Ae™*|[fl|oc ; par définition de P et puisque
n! !

(n—1)

converge (sa somme est e comme ci-dessus), par

n—1
f est bornée. Comme la série exponentielle > A 0
n>1 (n—1)!

comparaison, on en déduit que |la série > nf(n)pg‘ ) est absolument convergente donc convergente.

n>0
- ~ ) _ _ A) _ (ro—A AM! :
Comme ci-dessus, puisque nf(n)py’ = 0 pour n = 0 et que nf(n)pn’ = (Ae )f(n)( Ik on obtient

n—1)!

4o 400 400 n +oo n—1

A A _ _
> nfm)pl) = 3 nfmpld) = 3 nf(n)e AL = (e ) 3 f(rof—‘f)r
n=0 n=1 n=1 n. n=1 n .

On effectue un changement d’indice (k = n — 1) dans la derniére somme pour obtenir, pour f € 7, la relation

. +oo ) _a +o0 }\k +o0 )
suivante : nZ::o nf(n)pn’ = Ae kgo f(k+ ])E = }\nZ::o fln+Dpn’ (7).




@I Pour k € N*, soit fi € F telle que fi(k) = 1 et Vn # k, fx(n) = 0, c’est-a-dire fx = 1g;. On a
donc ¥n € N, fk( ) = 8k,n (symbole de KRONECKER). En appliquant (1) & fx pour k € N*, on obtient
+o0 k
kqx = Aqx—1 car Z ndx np( N > ék,n“pg\). Montrons par récurrence que Vk € N, qy = ?{—'qo.
n=0 .
° Imtlahsatlon : c’est immédiat pour k =0 (qo = qo)-
qu Alors, q = qk p = AT qo = Akqo
(k—1)! k (k—1)! k!
k
Par principe de récurrence, Vk € N, qy = %qo. Puisque Q € P, qo = e~ avec la question 1 :

e Hérédité : soit k > 1 tel que qx_1 =

PARTIE 3 : RESOLUTION DE L’EQUATION DE STEIN|

Soit @ € R quelconque. On peut définir par récurrence une fonction f4 : N — R (c’est-a-dire une suite

% (nfqa(n) + h(n)) en exploitant la

relation (2) ce qui prouve que f, € Sp. Sia # b, fq # fp car fo(0) = a # b = fp(0) : on a donc prouvé

réelle) en posant f4(0) = a et, pour tout entier n > 0, fo(n +1) =

qu’ ’il existe une infinité d’éléments de Sy,. | Réciproquement, soit f € 8y, posons a = f(0), alors puisque f

et f, vérifie la méme relation de récurrence (2) et ont le méme terme initial f(0) = f4(0) = a, on montre

facilement par récurrence que f = f,. On a donc établi que ’Sh ={fq | a € R}. |

(n—NInal -k

Soit f € 8. Montrons par récurrence que, pour tout n € N*, on a bien f(n) = S > h(k)ﬁ.
k=0
e Initialisation : pour n = 1, la relation (3) se résume & Af(1) = h(0 ) et elle est bien vérifiée puisque
—+oo
quand on prend n = 0 dans la relation (2), Af(1) = h(0) — 3 h(k ) = h(0) par définition de h.
k=0
. . (n—1Imal - 5k .
o Hérédité : soit n € N* tel que 'on ait f(n) = B > h(k)ﬁ. La relation (2) donne alors
k=0 :
nl - n! A"l = AK
(n+1) M)+ h(n) =% > hk)2- + Eh(n)2+ = & h(k)2=, ce qui prouve, en divisant
AT K=o n! K=0 k!
no k
par A, le résultat au rang n + 1, & savoir f(n + 1) ATTL!H > (k)%
k=0

Par principe de récurrence, on conclut que |Vf € §p, Vn € N*| f(n) =

—+oo
Comme h est bornée, h(k)pg‘) = O(p](z\)). Par comparaison, »_ h(k)p,(z‘) converge. On pose {h, = Y h(k)p](z‘)

k>0 k=0
donc, par définition de h, h(n) = h(n) — ¢,. On a aussi ¢, = e * Z h(k ) k par définition de P,. Ainsi, h
étant bornée (somme d’une fonction bornée et d’une constante), > h(k )— converge et on en déduit que
k>0
+o0 k +oo k +00 4k
T A A A

kgo h(k)H = kz:jo h(k)U —h kZ::O T= My — thet = 0.

. . (n—NInal - gk . .
Soit f € 81, et n € N*, on sait que f(n) = }\7“ > h(k)ﬁ d’apres la question 7. Or, d’apres ce qui

k=0 -
n—1 Ak +oo _ }\k n—1 _ )\k +oo | Ak
précede, on a aussi Z h(k)2~ 4+ 3 h(k)2- = 0 donc 3. h(k)2~ = — > h(k)2-. En reportant dans
: . (n—1)! T2 - )k
lexpression de f(n), on a bien |Vf € 8x, ¥n € N*| f(n) = S > h(k)g (4)
k=n




- - k
@ Si f € 8y, d’apres la question précédente et comme h est bornée, la série > h(k)% converge absolument
k>n .

~ —1)! £ 4k
(série exponentielle), donc Vn > 1, |f(n)| < HhHoo(nAinU > }\f par inégalité triangulaire. Le changement
=N

d’indice j = k — n donne la nouvelle majoration ¥n > 1, |f(n)| < [hlloe > N . En remarquant que

j= o()+T1)
- nl ;= 1 — < 1 - l' on en déduit que, comme +Zoo7‘j = et que
G+n)! (n4+D...(n+j) " (O0+1)...(0+5) j! =0 !
h .
Yn =1, [f(n)| < 1 T|l|°°e)‘ < ||h|sce™.

Ainsi, |f est bornée avec la borne effective ||f||oc < Max (|f(0)], |[h]|ce”).| On a méme liT f(n) = 0.
n—-—+0oo

[PARTIE 4 : PROPRIETE DE LIPSCHITZ

+oo
Comme a la question 8, &, = > h(k) . Ory, = O‘) 7)" car h = 1y, dotth(k) = h(k)—psﬁ) pour
k=0 m:

1 vi . _ (=D ) = Ak
tout k € N. En reprenant la formule (3), il vient ¥n € N*, f;,(n) = A Z h(k ) —pm’ D o).
kf

Sin < m, la premiére somme ci-dessus est nulle donc |¥n € [1;m], fin(n) = —

L o . . _ (=X Ak ) Xk -
En utilisant cette fois-ci la relation (4), Vn € N* f,(n) = — > h(k)2 —pm’ > . Si
= k=n K

n > m, tous les termes de la premiére somme sont nuls et ainsi |Vn > m, f(n) =

On en déduit immédiatement avec la question 10 que ’Vn et;m], fm(n) <O0etVn=m+1, fu(n) > 0. |

Par définition, on a Afym(n) = fm(n+1) — f(n) pour tout entier n € N. Distinguons deux cas :

e Sin € [[1;m — 1], avec la formule de la question 10 pour fi,(n+ 1) et f;,,(n) car n < metn+1<m,

A sk —1)! (M) n=1 4% (n—1)! A) k n
A _ NPy AT (“7% AT ‘Pm _ AT A )
on a Afim(n) AnH kZ::O i A" kgo k! At (A=) E k') (n—1)!

Pour montrer que cette quantité est négative, on montre que le crochet est négatif, c’est-a-dire aussi que

n—1 7\k A71 n—1 7\k
A, < —L—+4n Z e qui revient & dire (changement d’indice & gauche et regroupement
TL
des termes a droite) que Z T _AE ! <n Z . Nous montrons maintenant que cette inégalité a bien
1 Ak o~ AK o~ Ak
lieu en remarquant que > our k € [[1;:n]| et que donc —a—— 2 K o
quant que 33 k—nP [tin] et a 2 Gy St X “go Kl
e Sin > m, on utilise cette fois la formule de la question 11 pour les deux termes fim(n + 1) et f(n)
) (n )p( ) too L,k AN+
carn > met n+ 1> m et on obtient Afy,(n) = Tm (n—)x)( > —) - . Pour
A k=n-+1 k! n!

montrer que cette quantité est négative, il suffit de montrer que le crochet est négatif, c’est-a-dire

+Z°° AR ZOO I D LSS n
aussi que n “— <A 2 = —=——. Ceci est vrai car — <
e KT S K S (k) S

On a finalement prouvé que ‘Vn ¢ {0,m}, Afn(n) <o0. |

' quand k > n

1
(k—1)!




Par définition, Afy(0) = fo(1) — fo(0). Or, comme 1 € N*  fo(1) s’obtient avec la question 11 et vaut

0!p()\) +o0 3k —A 1 -A

7\? s eT(eA —1). Ainsi, |Afo(0) = % —f0(0) | (erreur d’énoncé dans 1’énoncé originel).

k=1 K
. ) m!p()‘) Tk
Pour m > 0, Afip(m) = fi(m+1) —fim(m). D’apres la question 11, fi(m+1) = )\mﬁ L et d’apres
k=
) m—1)lpM) m=T ok mlpM feo 5k _1.0\)m—1}\k
la question 10, f,(m) = 7% > oy dot Afyy(m) = nf_]_‘} o+ % >
A = K AT A = K

1 (A) —A A +oo Lk m—1
Comme mhfﬂ = eT’ ceci donne Afy(m) =€~ S A4 A v }]\7 . 1 suffit de faire rentrer A
A k m =0 : m

—A “+oo )\k m
et de changer d’indice pour conclure que [Afy,(m)=— | > 2+

k
}‘> avec m > 0.

Comme la seconde relation de la question précédente ne vaut que si m > 0, on distingue deux cas :

—A
e Sim =0, la question 12 montre que Af, est négative sur N\ {0} = N* : Sup Afp(n) <0 < 1%.
n>1
e Sim > 0, les questions 12 et 13 montrent que Sup Afy(n) = Afy(m) car sin # m, Afp(n) <0
n>l
k

et Afy(m) > 0. Or, en majorant Vk € [1;m], < 1 ci-dessus, on majore avec la question 13,

m o
—A —A
A < =& L_e ?\_]:i.
() < (k§+1k,+zk,> TR M= =

Ainsi, que m soit nul ou strictement positif, on a |Sup Af,(n) < 1*%
nxl

Soit ¢ € R et g =h+ ¢ de sorte que g € F car g est aussi bornée. On a, pour tout entier n € N, la relation

. 1 ™) v w2 w , =™

g(n) =gn) — Z g(k)py’ = (h(n)+c)— > h(k)py —c Zopk , ce qui montre, comme Zopk =1, que
= k= K=

gm)=h(n)+c—c— Z h(k ) = h(n). D’aprés ce qui précede et les formules (3), les valeurs sur N* des

éléments de 8y, et de Sg sont égales. Comme les valeurs en 0 ne changent pas I’appartenance a 8y, ou a S,

ces deux ensembles sont donc égaux. En prenant ¢ = — Inf h uil existe car h est bornée m
o, B (0 g ,

(n—NI"G )k

AT 2K

(qui ne dépend bien que de n). Comme la fonction hy est bornée, on a hy(m)fy,(n) = O(pgﬁ)) et, comme
oo

la série > p,(q){) converge, par théoréme de comparaison, |la série > hy(m)fm(n) est convergente.

m>0 m=>0

- Soit n > 1 fixé. Avec la question 10, dés que m > n, on a f;,(n) = Anpg{) en notant A, = —

“+o0

Comme Y. hy(m)fim(n) converge d’apres la question 16, f(n) = > hy(m)fim(n) permet de définir une
m>=0 m=0

fonction f de N dans R, sous-entendu que f(0) est quelconque. Par linéarité sur les séries convergentes, pour

ne N onai(n+1)—nf(n) = f Ry (M) (Mm(n+1) = nfm(n)). Or Mm(m+1) —nfy(m) =1- (7\) ot
m=0

()

+oo
Mmm+1) —nfm(n) = —pm’ sin#mcar fin €81, Ainsi, AMf(n+1) —nf(n) =hi(n) — > 1'1+(m)p$171‘)7
m=0

ce qui signifie exactement que ‘f appartient a I’ensemble 8y, qui est égal a 8p, | d’apres la question 15.




Toutes les fonctions de 8y, prennent les mémes valeurs sur N* d’apres la relation (3) de la question 7. Comme

on vient de trouver un élément de 8y, on peut dire que pour tout élément de 8y, on a

Vn>1, f(n+1)—f(n) = §0h+(m)(fm(n +1) = fm(n)) = Jrz::ooh_‘_(m)Afm(n).

Pour n € N*, comme h; est & valeurs positives et que Af;,(n) est négatif pour tout m # n d’apres la

question 12 et que Afy(n) > 0 d’apres la question 13, f(n + 1) — f(n) < hy(n)Afn(n). D’apres la question
A A
14, Afp(n) < ]% ce qui, comme h, est & valeurs positives, montre que f(n+1) —f(n) < ]%}ur (n).
Enfin, toujours pour n € N*, on a h(n) = h(n) — Inf h(k) < Sup h(k) — Inf h(k) et on peut multiplier par
keN keN keN

A —A
1=¢e " > ¢ pour conclure que [¥n >1, f(n+1) — f(n) < 1 =€ (Sup h(k) — Inf h(k)).
A A ke N keN

(PARTIE 5 : APPLICATION PROBABILISTE]

Soit k € [[1;n] et w € Q (I"univers sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires). Puisque Xy suit
une loi de BERNOULLI, distinguons deux cas selon la valeur de Xy (w) :

o Si Xy (w) =0, alors Xy (w)f(S)(w) = Xx(w)f(S(w)) = Xx(w)fF(Wi +1)(w) = X (w)F(Wi(w)+1) = 0.

e Si Xy (w) =1, comme dans ce cas on a la relation S(w) = Wi (w) + Xy (w) = Wi (w) + 1, il vient a

nouveau Xy (w)f(S)(w) = Xx(w)f(S(w)) = Xk (w)f(Wi + 1) (w) = X (w)f(Wi(w) + 1) = f(S(w)).

Ainsi, Vw € Q, Xy (w)f(S)(w) = Xy (w)f(Wy + 1)(w), donc ’ka(S) =Xy f(Wx +1) | (égalité de fonctions).

Comme les variables X1, ..., X}, sont indépendantes mutuellement, toute fonction des variables aléatoires de
la famille (Xi)1<i<n est indépendante de Xy (lemme des coalitions). C’est en particulier le cas de Xy et
ik

n
de f(Wy) = f( > Xi). Puisque I’espérance d’un produit de deux variables aléatoires indépendantes est le
i=1

ik
produit de leur deux espérances et que ’espérance d’une variable aléatoires suivant une loi de Bernoulli de

parameétre p vaut p, on a bien | E(f(Wy)Xy) = E(f(Wk)) E(Xx) = 1 E(f(Wx)).

n n n
Comme A= > 1eetS= > Xy, Mf(S+1) = Sf(S) = > (rkf(S+1) — Xk f(S)). Par linéarité de espérance,
k=1 k=1 k=1

E(M(S + 1) — $£(S)) = é E(ref(S + 1) — Xif(S)) = é (re E(F(S 4+ 1)) — E(XcF(S)).

Or, d’apres la question 19, comme on a encore Xy et f(Wy + 1) indépendantes avec le lemme des coalitions,
on trouve r E(f(Wy + 1)) = E(Xx) E(f(Wk + 1)) = E(Xef(Wi + 1)) = E(Xf(S)). On injecte ceci dans la

relation précédente pour avoir, toujours par linéarité de ’espérance
n n
EMGS+1)=Sf(S)) = > (rkE(f(S+ 1)) = E(f(Wi +1))) = > ri(E(f(S+1) — f(Wi +1)).
k=T k=1

Comme & la question 19, on montre que (S +1) — f(Wy + 1) et Xp(f(Wx + 2) — f(Wx + 1)) sont égales :
e Si X (w) =0, S(w) = Wy (w) done f(S(w)+1) —F(Wi(w)+1) = X (w) (F(Wi (w)+2) —F(Wi(w)+1)) = 0.



e Si Xy (w) = 1, comme dans ce cas on a la relation S(w) = Wy (w) + Xx(w) = Wi (w) + 1, il vient

f(S(w) +1) — fWx(w) + 1) = fF(Wi(w) +2) — f(Wi(w) + 1) = Xy () (F (Wi (w) +2) — fF(Wi(w) + 1)).

Ainsi, |pour (h,f) € F2, la relation E(Af(S+1) —Sf(S)) = 3 e E (Xi (F(Wx +2) — F(Wy + 1))).
k=1

Remarque : Uhypothése f € 8y, me sert a rien, seule I’hypothése f € F de la question 19 est utile.

+oo
Soit A C Net fa € 81,, par la relation (2), on a Vj € N, AMfa(G+1) —ifa(§) = 1a(G) — > lA(k)p](Z\).

n
Par ailleurs, par la formule de transfert, on a E(AfA(S+ 1) — Sfa(S)) = Y. (Afa(G+1) —ifa(j)) P(S =j).

Combinons les deux dernieres formules pour obtenir

BOVAG +1) = STA(S)) = 1 LaG)P(S =) = 3 ( 5 140l B(s =)

j=0 j=0 =

oo
Comme > 1 A(k)pg\) est une constante relativement a j, on obtient

E(MA(S +1) = SFA(S)) = ¥ B(s =) - (gmk)pi”)(; P(s =)= ¥ B(s=5)— ¥ py"

jEA jEA kEA
car Z P(S =j) = 1 puisque S est & valeurs dans [0;n]]. Avec les notations de I’énoncé, cela donne la relation

Slmphﬁee E(MA(S+1)=Sfa(S)) = 10i(S)(A) —Pa(A), et ceci indépendamment de la fonction f4 choisie dans

1,- i on revient a la définition de la distance définie par I’énoncé, on obtient donc la formule souhaitée,

c’est-d-dire |dist(loi(S),Pa) = Sup |E(Afa(S+1) — SFfa(S))
ACN

ol fa est un élément de 87, .

Soit A C N et fa € 81, de sorte que fa € F. Par indépendance de Xy et Wy pour k € [[1;n], on a

E (Xk(fA(Wk + 2) — fA(Wk + ]))) = T‘k( E(Xk) E(fA(Wk+2))— E(Xk) E(fA(Wk—‘r]))) et, comme E(Xk) = Tk,
E (X (fA(Wk +2) — fa(Wi +1))) = 12 (E(fa (Wi +2)) — E(fa(Wx + 1)), et avec la question 20

M:

EMAfA(S+1)—Sfa(S)) = T2 E (fa(Wx +2) — fa(Wi +1))).

\—/F'
Il

Avec la formule (5) et car Sup 1a(k) — llnlf\I 1a(k) <1 car h = 14 ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1, on
€

keN

—A
alfaWk+2)—faWk+1)| < %. Il reste & combiner le tout pour conclure que

1—e

E(A(S+1) — STA(S)] < i 7,

A n
et comme le majorant est indépendant de A, la question 21 donne enfin | dist(loi(S),Py) < 1 —)\e g

k=1

n
On retrouve la loi des événements rares ; en effet, si Vk € [1;n]], r = A avec A > 0, alors on a bien A = >k
n k=1

et S suit une loi binomiale de parametres n, A L’inégalité précédente, appelée inégalité de LE CAM, montre
n

A L2 A
1—e M\ _AM1—e) donc lim dist(loi(S),Pr) = 0.
A n n n—4o0

que dist(loi(S),Pp) <



