Correction du DS4

Probléme I : (extrait de E4A PSI 2002 maths 1)
Partie I

1.a) On vérifie par une étude de fonction, ou par concavité de In, que Vo > —1,In(1 + z) < = donc m

22
b) Soit x > 0 fixé, on a wu,(z) ) donc Zun ) est ACV et Zun CVS sur R**
n—+oo 2n

2. On applique le théoréeme de dérivation :
1: Zun CVS sur R™ vers S

1 1
2 : les fonctions u, sont C' sur R** et u/,(z) = — —
n n+zx 1 g
H3 : Zu; CVNTS de R :si z € [a,b] C R™, avec 0 < a < b, alors |ul,(z)] = — — yigs donc |u, (z)] <
non
1 1 b b

(indépendant de z) ; donc ||u}, || oo fa,0] <

= m 00 —5 done Z HunHoo [a,b] CONVETEE.

n n+b n(n+b)

+oo
1
On en déduit | S € C'(RT*) et §'(z) = (f— > iz>0
n en dédui e€C(R™) et S'(x) nZ::l o T six >
X1 n+1 1
3. OnaS(1) = nzzl {ﬁ - ln( " )} donc S(1) = pEToo z:: o z:: (In(n + 1) —In(n)) | puis par télescopage on a
21 1 Pl
)=1 — — In( 1) ] et 1 1)-1 =1 (1 7) )= 1 ——1
pi?m(z::n n(p + )e avec In(p+1)—In(p) = In er mo,ona S(1) pigloozz:n n(p)
P P (z41)— P
Z up(x+1) —up(z)) = Z — Z[ln(achl +n) —In(n) — In(z +n) + In(z)] donc par télescopage
n=1 n=1 n n=1
P P
: n ]- — Un = ——1 1 | 1
a nouveau nzz:l up(x + Up () nzz:ln n(z+14+p)+n(z+1)
b) Avec p 1 In(p)+S(1) onaZu (x+1)—up(x)) = S(1)+1n(1+x)—ln(w)+0(l)
Y L e n pr 00 D

et, en passant a la limite quand p tend vers +o0, on obtient ‘ S(x+1)—S(x)=51)+In(z+1) ‘

1 1
5.a) Onalp(z+1)= me—(m+1)5(1)+5(x+1) =— 1e—(x+1)S(1)+S(:c)+S(1)+1n(;c+1) _ e—xS(1)+S(x)m

1
b) S est dérivable sur R™ donc ¢ aussi et ¢'(z) = —=¢(z) + (5'(x) — S(1))p(z). Puis ¢(1) =1 et avec 1.2, on a
x

+oo
1 1
50) g L) =1 dene [ = —5()
x—|—k i "1
6. In(p,(x)) = zln(n Zl = Z up(z) + Z z ) donc par définition de S et
k= k=1

k=1

avec I.3, on a| lim In(p,(x)) = S(z) — 2S(1) — In(z)

n—-+00

P
7.a) mp(x) = H exp (% —1In (1 + %)) = exp (Z Un (2 ) donc par continuité de exp, on a pEI«ir»loo mp(z) = 5@
n=1

b) 1l suffit de remplacer *®) par L(z) dans la définition de o(x) (I.5).
Partie II

1.a) La fonction @ : t — t* te=" est CM" sur |0, +ocl, O(t)

o 7oz donc 6 est intégrable sur ]0,1] si et seulement
N

1
sixz>0et0(t) T 0 (?) donc 6 est intégrable sur [1, +oo[ pour tout z. On en déduit que 6 est intégrable
)

sur R™ si et seulement si > 0 et comme 6 > 0, lorsque # n’est pas intégrable sur R™*, son intégrale sur R™*

est divergente. On a donc
+oo +o00
b) T(1) = Sdt=[-e ] done[P(1) =1
) = et [ e {1

c¢) Les fonctions t + t* et t + —e ™" sont C' sur R™ pour 2 > 0; on a limt*e™" = 0 et lim t"e~* = 0 donc
t—0 t—+o00

T(z+1) IeP {f t“’eﬂ Z;roo

—+oo
+/ zt*“Le~t dt donc ‘ Iz +1)=al(x) six > 0‘
0



. Version PSI1
Par relation de Chasles et inégalité triangulaire, puis avec 'inégalité admise, on a, pour = > 0,

n t n —+oo n t n
I'(x) — 1—— ) t*tdt| < t* et dt + et — (1 ——
n n
0 n 0

“+o00 e n “+o0 e
g/ t* et dt + —/ t"e=t dt g/ t*le7tdt + —T(x + 2)
n nJo n n

dt

“+o0
Comme t — t*1e™" est intégrable sur R™, ona lim t*“Le~tdt = 0 et donc, par encadrement, on obtient

n—+oo n

n—-+oo

" t\" .
le résultat demandé| lim (1 - 7) t*tdt = T'(x)
0 n

. Version PSI2

t
a) Sit<mn,onagy(t)=exp {nln <1 — 7)} et comme In(1 + ) < 2 pour > —1, on a g,(t) < e, ce qui reste
n

valable si ¢ > n puisque e~* > 0; on a donc ‘ 0 < gn(t) < e ' pour tout t > O‘

n t n —+oo
b) On a / (1 - 7) t"hdt = / gn()t*~1 dt et on applique le TCD avec h,(t) = g, ()t" " :
0 n 0
1 : la suite (h,) converge simplement sur R™ vers h : t — ¢t te™" : en effet, pour ¢t > 0 fixé et n assez grand,
t
on a hy(t) =t""texp {—nln (1 — 7)} L t*“ et par continuité de exp.
n n—-+oo
H2 : Les fonctions h,, et la fonction h sont CM? sur RT*

3: |hp(t)] = hp(t) < t*"te™! (indépendant de n) d’apres la question précédente et la fonction ¢+ ¢

est CM? et intégrable sur R** (IL.1.a)
+00 +o0 n +\"
On en déduit lim gn()t" " dt = / h(t)dt donc| lim (1 - 7> t*tdt = T'(x)
0 0 n

n—-+o0o 0 n—-+o0o

Jcl—t

.a) La fonction t — (1 —)"t*~! est CM? sur ]0,n] et (1 —¢)"t"* o e donc cette fonction est intégrable sur

10, n] si et seulement si > 0; de plus comme elle est positive, son intégrale diverge si x < 0 et

b) On poset = — Y dans I, (z) : la fonction u — — Y est C! strictement croissante et bijective de ]0,n] sur |0, 1] donc
n n

I,(z) = /0” (1 - %) <%)x ' % donc [n®I,(x) = /0” (1 — %)ntwfldt

¢) On effectue une IPP dans I,(x) : les fonctions ¢ + (1 —¢)™ et t — — sont C* sur ]0,n] pour > 0 et
x

x

¢ t=1 1 @
lim (1 — t)"; = 0 donc I,(z) = {(1 - t)";} —|—/ n(l — t)"_lgdt et |I,(z) = % n—1(x + 1) pour z >0
0

t—0

=0
n! !
d) Par ré I(x) = Li(z) et I —1)= [ ("t ded
) Par récurrence sur n, I, (x) 2wt (min=2) 1(x) et Ii(z +n—1) /0 ( ) onc
1 1 1

1
L(zx4+n—-1)= s 1l s n T ce qui donne I, (z) = ﬁcpn(:p) puis en utilisant 1.6,

I1.2.b et I1.3.b, on obtient I'(z) = 11)51_1 n*I,(x) = ll)l:r_l on(z) donc ‘ T(z) = p(z) siz > O‘

.a) On pose t = nu dans la définition de I'(x) (qui est une intégrale absolument convergente) : la fonction u — nu

+oo
est C' strictement croissante et bijective de R™ sur R™ pour n > 1 donc T'(z) = / (nu)® te™™n du donc
0

+oo
1
t >t te™ " est intégrable sur R™* et / t* et dt = —I'(x)
0 n

tx—l tm 1 —t

b) Sit>0,— 1= 1 = E t* e (Dt car le”*| < 1 donc on applique le TITT avec la suite de fonctions
et — —e~
n=0

fn (t) _ tmflef(nJrl)t

z—1
comme vu au dessus.

H1 : la série de fonctions Z fn converge simplement sur R™* vers F : t

H2 : les fonctions f, et la fonction F sont continues par morceaux sur R*T* (cf valeur de F(t)).
H3 : les fonctions f,, sont intégrables sur RT* (quebtion précédente)

+oo
H4 - / |fn(t)|dt = CFS ) donc Z/ | fn(t)] dt converge pour z > 1
0



+oo 171 +oo +00 +oo tasfl +oo 1
0) déduit dt t)dt d = — | xT > 1
n en dédui /0 Z/ ce qui donne /0 p— Z - (z) pour x

(apres changement d’indice)

Probléme II : (CCP MP 2012 maths 2)
Partie I

1. Pour (M, N) € M3(R)? et (a,8) € R? on a ¢pa(aM + BN) = A(aM + BN) — (aM + BN)A donc, on en déduit
(@M + BN) = a(AM — MA) + B(AM — MA) = ag (M) + Spa(N) donc| ¢4 € L(Mn(R))]

De plus ¢a(l2) = A~ A =0 et ga(A) = A% — A2 = 0 donc| (I, A) € (ker(¢4))? |

da(Erq) = ( Ob) = —bF; 5+ cEyq et de méme 0 0 —c b
0 0 —b
2 da(Ea2) =bE1 9 —cEy; donc | Matg, (¢4) = b b aid 0
(b (El 2) —CE1 1+ CEQ 2+ (a — d)ELQ et ¢ —c 0 d—a
¢a(FE21) =bE11 —bEss+ (d—a)Es

3. ¢4 =04 Matg,(¢pa) =0« (b=c=0et a=d) donc ‘ si et seulement si A est une matrice scalaire‘

4. Ona X4 = X? — (a+d)X +ad — bc donc X4 est scindé sur R si et seulement si A = (a — d)? + 4bc > 0. Ainsi, si
A > 0, X4 admet 2 racines simples donc A est diagonalisable et si A = 0 alors A admet une valeur propre double
A donc A n’est pas diagonalisable (car sinon elle serait semblable & AIy donc on aurait A = Al3). On en déduit que

‘A est diagonalisable si et seulement si (a — d)? + 4bc > O‘

5. La factorisation de Xy, étant donnée, il suffit de développer « bétement » le déterminant et de vérifier qu’il se
factorise ainsi.

6. Si (d —a)? + 4bc > 0 alors ¢4 admet 2 valeurs propres simples +1/(a — d)2 4 4bc et une valeur propre double 0;
de plus, (I, A) est libre (car A # AI5) et dans ker(¢4) donc dim Eg(¢pa) = 2 = mo(pa) et ¢4 est diagonalisable.
On peut aussi utiliser la matrice : on a rg(da) < 2 car C1 + Cy =0 et bC3 + ¢Cy = (a — d)Cs donc on en déduit
dim(Eo(¢a)) = 2 = mo(da).

Réciproquement, si ¢4 est diagonalisable alors Xy, est scindé sur R, ie (a — d)? +4bc > 0. Si (a — d)? + 4bc = 0
alors Sp(¢4) = {0} donc ¢4 n’est pas diagonalisable (sinon la matrice de ¢4 dans une base de vecteurs propres
serait nulle donc on aurait ¢4 = 0). ¢4 est donc diagonalisable si et seulement si (a — d)? 4 4bc > 0. On a donc

bien I’équivalence ‘ ¢ 4 est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable‘

Partie I1

7. a) OnaD = Z )\kEk,k donc DEi,j = Z/\kEk’kEi’j = Z /\k(Sk,iEk,j = /\iEi,j et de méme, on a E@jD = /\jEi,j
k=1 k=1 k=1
donc | DEy; — BiyD = (A — X)) By |
b) Ona A = PDP™ ! donc ¢a(B;;) = P(DE;; —E;D)P™" = (\; — A\;)B;;; de plus P étant inversible et

E;;#0,ona B;; #0,ie ‘ B; ; est un vecteur propre de ¢4 associé & A\; — A ‘

c) Les matrices (B, ;)1<ij<n forment une base de M, (R) : I'application ¢ : M € M,(R) — PMP~! est un
isomorphisme donc transforme la base canonique de M,,(R) en (B; j)1<i,j<n qui est aussi une base de M, (R).

On en déduit qu’il existe une base de M,,(R) formée de vecteurs propres de ¢4 donc ‘ ¢4 est diagonalisable‘

8.a) 1. ¢4 est diagonalisable sur R donc X, est scindé sur R puisque le polynéme caractéristique de ¢4 considéré
comme endomorphisme de M., (R) est le méme que celui de ¢ 4 considéré comme endomorphisme de M,,(C),

ie ‘ les valeurs propres de ¢4 sont réelles ‘

ii. On a Sp(4) =Sp (AT) et A est réelle donc on a aussi |z € Sp (AT) d’ou 'existence d’un vecteur propre Y

de AT associé a Z.

iii. Ona ¢a (XYT) = (AX)Y" — X(AY)" = (2 = 2) XY ; de plus, si X = (z;)1<i<n et ¥ = (y;)1<j<n alors
XYT = (2;9;)1<ij<n donc si X # 0 et Y # 0 alors XY # 0, ce qui donne ‘ z—Z € Sp(da) ‘ et XY7T est
un vecteur propre associé.

b) A admet au moins une valeur propre complexe z. La question précédente prouve que z — zZ € Sp(da) et
z—Z% = 2iIm(z) est un imaginaire pur. Comme les valeurs propres de ¢4 sont réelles, on a z —z € RNiR = {0}

donc z est réelle. On a bien prouvé que | Spg(A) #

Remarque : le raisonnement fait est valable pour toute valeur complexe de A donc on a en fait prouvé que toutes
les valeurs propres de A sont réelles, mais il se pourrait qu’il n’y en ait qu’une.

C) Ol’l a APZJ — Pi)]‘A = )‘i,jPiJ donc APZ‘J‘X = (Pz,jA + )\i7jf)i,j)X = ()\ + )\i,j)Pi,jX : Mi,j = A + )\i7j



d)

Si Y € R" alors il existe une matrice M € M, (R) telle que Y = MX car X # 0 peut étre complété en
(X, Xo,...,X,) une base de R" et il existe une (unique) matrice telle que MX =Y et MX; = 0 pour i > 2
(par exemple). Puis (P; ;)1<i,j<n st une base de M,,(R) donc on peut écrire M = Z a; jP; ;, ce qui donne
1<i,j<n
Y = Z a; i P; ;X. On en déduit que la famille (P; ;X)1<i, j<n est une famille génératrice de R™ dont on
1<i,j<n
peut donc extraire une base de R". Il existe donc une base de R" constituée de vecteurs de la forme P; ; X qui

sont des vecteurs propres de A d’apres 8.c. On en déduit que ‘ A est diagonahsable‘

Partie III
9. 1l suffit de démontrer que (I,,, A, ..., A™ ') est libre. Supposons cette famille liée, il existe alors un polynéme Q
non nul tel que deg(Q) < m — 1 et Q(A) = 0. Soit P € R[X], il existe (T, R) € R[X]? tel que P = TQ + R et
deg(R) < m —2. On a alors P(A) = T(A)Q(A) + R(A) = R(A) € Vect {I,,,...,A™ ?}. Ceci étant vrai pour tout
polyndéme P de R[X], on aurait alors dim(R[A]) < m — 1 ce qui est absurde. Ainsi (I,,,..., A™ 1) est libre donc

(In,A,...,A™") est une base de R[A]

10. On a ¢4 (A*¥) = 0 pour tout k € N donc ’ R[A] C ker(¢a) et dim(ker(da)) > m‘

11. a)

Si v commute avec u alors E), (u) est stable par v. Réciproquement, si tous les espaces propres de u sont stables
par v alors pour z € Ej, (u), on a v(z) € E), (u) donc uowv(x) = Agv(z) = v(Apz) = vou(z) donc uov et vou
p

coincident sur chaque E), (u) donc sur @ E),(u) = E. On en déduit 1’équivalence.
k=1
On en déduit B € ker(¢4) si et seulement si Matg(v) est diagonale par blocs si B est une base adaptée a la
p

décomposition E = @ E,, (u)
k=1
On vient de prouver que ker(¢4) est isomorphe a lensemble des matrices diagonales par blocs de la forme

p
diag(B, ..., By) ot By € M,,, (R) donc ker(¢a) ~ H M, (R) ce qui donne | dim(ker(¢a)) Zm
k=1

P
d) On a toujours 1 < p<netn= ka car u est diagonalisable. On calcule alors dim(ker(¢4)) en fonctions
k=1
des valeurs de p (I'ordre des valeurs propres n’a pas d’influence sur la valeur de dim(ker(¢4))) :
p (nb de vp) 1 2 3 4 5
mult resp (myg) | 5 | 1,423 | 1,1,3] 1,221,112 1,1,1,1,1
dim(ker(¢4)) | 25 | 17 | 13 11 9 7 5
Partie IV
12.a) Si Zazez =0 ie Za u” i = 0, on montre par récurrence sur i €[0,n — 1] que a,,—; = 0 : en composant
I egahte par u” 1, on a a,u™” 1( ) = 0 donc a,, = 0 car u" " *(y) # 0. Si on suppose @, = -+ = a,,_; = 0 alors
n—i—1
il reste Z apu” =0 et en composant par u" "2, il reste a,_;_1u" *(y) = 0 donc Qp—(i+1) = 0. On
en dedu1t que (€;)1<i<n est une famille libre de n vecteurs de R™ donc ’ (ei)1<ign est une base de R™ ‘
b) Soit w = Zaiu"*i; on montre que v = w en montrant que ces endomorphismes coincident sur la base

(ei)1<i<n : comme B € ker(¢4), on avou=wuowv et v(eg) =vou" "(y) = u""Fouv(y). De méme, w € R[]
donc u et w commutent, ce qui donne w(eg) = wou™ *(y) = u”*k ow(y) et comme on a v(y) = w(y), on a

n
bien v(ex) = w(ex) pour tout k €[[1,n]. On en déduit |v = Z apu™ "
k=1

On vient de montrer que si B € ker(¢,4)) alors B € Vect {In,A7 .. .,A"_l}. L’inclusion inverse a déja été
prouvée au 10. donc | ker(¢a) = R[A] = Vect {I,,,..., A" '} et n=m

On montre le résultat par récurrence sur k : on a ¢4(I,) =0 = a x 0B°. Si on suppose ¢4 (Bk) = akB" alors

¢4 (B¥1) = ¢4 (BY) B + B*¢a(B) " kaB" + B*aB = (k + 1)aB* donc|Vk € N, ¢4 (B*) = kaB*

Si BF # 0 alors ka est une valeur propre de ¢4 donc si on avait Bk # 0 pour tout k, alors on aurait
{ka,k € N} C Sp(¢4). Comme « # 0, les ka sont deux & deux distincts; ¢ 4 posséderait une infinité de valeurs

propres, ce qui est absurde en dimension finie. On a donc B¥ = 0 pour un certain entier k et ‘ B est nilpotente




