DEVOIR 14 : REDUCTION PROBABILISTE

PSI 1 2024-2025 mardi 17 décembre 2024

QCM

Dénombrement : E un ensemble de cardinal n € N*, P(E) I'ensemble des parties de E, F(E, E) les applications
de E dans E. Soit p € [1;n]], Pp(E) 'ensemble des parties de E & p éléments

n
card ((E)) = 2" card (F(E, E)) = n? [L3] card (Pp()) = (“) U Pu(®) = 2(8)
P k=1
Dénombrabilité : soit E un ensemble et f : E — N et g : N — E deux applications

E est dénombrable si f surjective et g injective Q est dénombrable
E est dénombrable si f injective et g injective R dénombrable

Tribu et probabilité : soit (2, A, P) un espace probabilisé, I un ensemble et (A;)ic1 une famille d’événements,

A et B deux événements tels que B # A

A= {0,A,B,ANB,AUB,Q} est possible P(AUB) = P(A) + P(B) <= ANB =10
U Aj est un évenement (il est dans A) A CB<«<= P(A) < P(B)

iel
Continuité et sous-additivité : soit (£, A, P) un espace probabilisé et (An)nen une suite quelconque d’éve-

nements telle que la série numérique >, P(A,,) converge

n=0
+oo +oo —+oo
() - @ () < § r
n=0 n=0 n=
P( UO An) = nEToo IP’( UO Ak> IP’( UO An) = nX—:o P(A,) <= les A,, sont incompatibles 2 & 2
n= = n= -

Soit (§2, A, P) un espace probabilisé et (An)nen une suite d’évenements. Donner le théoreme de
continuité décroissante et la relation de sous-additivité relatifs a cette famille.

Soit a € N* et b € N* et un entier n € [[0;a + b]]. Montrer & laide du dénombrement ou des

. . N fa b a+b
polynémes la formule de VANDERMONDE suivante : > = .
k=0 \k/ \n—k n

Soit P € M (R) une matrice de projection (c’est-a-dire telle que P? = P) et ¢ I’endomorphisme
(on I'admet ici) de M, (R) défini par (M) = PM + MP. Déterminer ¢2(M) et ¢3(M) pour M € M, (R).

En déduire que ¢ est diagonalisable.

Soit A I’ensemble des entiers dont I’écriture en base 10 comporte exactement 7 chiffres et pas le
chiffre 1. On note A; les entiers de A qui ont 7 chiffres différents. On note A, les entiers pairs de A. On
note A3 les entiers de A dont les chiffres forment une suite strictement croissante (comme 2356789).

Déterminer les cardinaux de A, A7, A, et Az (en fonction de puissances a® et de factorielles c!).
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Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2
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i-j 11|23 |4 ]| Fautes
1 X

2 X

3

4 X | X

1.1 Vrai : chacun des n éléments a deux choix : étre dans la partie ou pas 1.2 Faux : c’est n™ 1.3 Vrai :
du cours 1.4 Faux : il manque Po(E) qui contient seulement (.

21 Faux: E=R,f:x — LXZJ, et g:n —n 2.2 Vrai : CANTOR-BERNSTEIN 2.3 Vrai: vu 2.4 Faux: vu.
3.1 Faux : on doit avoir A € A puisque A € A 3.2 Faux : ¢a ne marche que si la famille d’indices est
dénombrable 3.3 Faux : on a P(AUB) = P(A) + P(B) si AN B est négligeable 3.4 Faux : on n’a que
limplication A C B = P(A) < P(B).

4.1 Faux: Ag=0etVn>1, A, =Q 4.2 Vrai : continuité croissante 4.3 Vrai : sous-additivité

4.4 Faux : il suffit que les A; N A; soient négligeables si i # j ; par exemple tous les A, négligeables.

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé et (An)nen une suite d’événements :

“+o0
e Si (An)nen est décroissante, P ( ﬂ An> = lUm P(A,) (continuité décroissante).
=0 n—-+oo

+00 o0
o PP (U An> < > P(An) (sous-additivité).
n=0

n=0

e Si A est de cardinal a et B est de cardinal b et A et B disjoints, on pose E = A U B, alors

n
Pn(E) = |_| Anx ot Anx = {X CE| card(X) =n et card (A N X) = k}. Comme la réunion est disjointe,
k=0

b n
card (Pn(E)) = (al— ) = Y card (An,x). Or, pour choisir X dans A, y, il faut choisir une partie de A a k
k=0

. a . . . R 14 .
éléments qui sera A N X ( 5 choix) et la compléter avec une partie de B & n — k éléments qui sera B N X

(<n ° k) choix). Ainsi card (An 1) = <:) (n ° k) et on a bien éo (:) <n ° k) - (“ :: b>.

« (14X = 5 (a I b) XM= (14X)%01+Xx)° = ( > (?) xi) x ( > <b> xj) et on identifie le terme

n=0 i=0 j=0 \)

L b b
en X" dans ce produit, d’ou > <§) < k) = (a + ) par définition du produit polynomial.
k=0 n-— n

Pour M € M (R), puisque P2 = P : 2(M) = P(PM+MP)+ (PM+MP)P = PM+MP+2PMP et,
de méme, ¢3(M) = PM+MP+6PMP. On en déduit que ¢3(M)—3¢%(M)+2¢(M) = 0 donc ¢>—3¢%+2¢ =0

et Q = X(X —1)(X — 2) est annulateur de ¢. Comme Q est scindé & racines simples, ¢ est diagonalisable.

Pour A : on choisit le premier chiffre dans B = {2,3,4,5,6,7,8,9} et les 6 suivants dans C =
{0,2,3,4,5,6,7,8,9} = BU{0} donc card (A) = 8 x9°. Pour A; : on choisit le premier chiffre ¢ dans B, ensuite
on prend un arrangement de 6 chiffres dans C\ {c} donc card (A1) = 8 x A§ =4 x 8!. Pour A; : on choisit
le premier chiffre ¢ dans B, les 5 suivants dans C et le dernier (chiffre des unités) dans {0,2,4,6,8} = D donc
card (Az) = 8 x 9° x 5. Pour A3 : on choisit celui parmi B qui n’est pas 1 et les 7 autres sont forcément

dans le bon ordre donc card (A3z) = 8.



