DEVOIR 15 : PROBABILITES DOMINEES

PSI 1 2024-2025 mardi 07 janvier 2025

QCM

Trigonométrie des angles doubles

Vx € R, cos(2x) =1 —2sin’x Vx € R, tan(2x) = Lﬂé

1 —tan“x

2
Vx € R, cos(2x) = 2cos?x + 1 Vx € R, x;‘é% [] = cos(2x) = 1=tan’ x

1+ tan?x
Conditionnement : soit (Q, A, P) un espace probabilisé et A,B,C trois évenements tels que P(A) > 0 et
P(B) > 0 et un systéme complet d’événements (An)nen tel que Vn € N, P(A,) >0
P(B) = 5 Pa, (B)P(AL) Pa(p) = TRASA)
n=
P(ANBNC) = PA)PA(B)Ps(C) P est une probabilité
Convergence dominée : soit pour n € N, la fonction fy : [0;1] — R définie par fn(x) = (n + 1)x™. On note 6

la fonction nulle.

fr S5 0 sur [0;1] Les fn et 8 sont intégrables sur [0; 1]
cvs ) 1
fn — 0 sur [0;1] Jdm Ofn—foe

Continuité sous le signe somme : soit I et | deux intervalles, f : I x ] — K une fonction, dire si les hypothéses

qui suivent sont les bonnes parmi les hypothéses du théoréeme du cours qui garantit que g : I — K définie
par g(x) = fl f(x,t)dt est continue sur I (c.p.m. pour ”continue par morceaux” et int. pour ”intégrable”)

Vx €1, t+— f(x,t) c.p.m sur J Jo: I — Ry, Y(x,t) € Ix], [f(x,t)
YVt €], x — f(x,t) c.p.m. sur I do ] = Ry, V(x,t) € Ix], [f(x,t)

<o
<o

Enoncé | Donner un énoncé du théoreme de continuité sous le signe somme.

Preuve | Soit (2,4, P) un espace probabilisé et (A,B) € A? tel que P(A) > 0 et P(B) > 0.
Montrer la formule de BAYES : Pp(A) = %.

Exercice 1 | Une urne contient a I’étape n = 1 une boule noire et une boule blanche. On effectue une infinité

de tirages de la maniere suivante : on tire une boule...

e si elle est noire, on la remet dans 'urne et on effectue un ultime tirage dans I'urne.

e si elle est blanche, on la remet dans I'urne avec une autre boule blanche et on continue le processus.
On note, pour n > 1, 'évéenement B,, : ”le n-iéme tirage donne une boule blanche”.
a. Ecrire N,, :” la boule noire apparait la premiere fois au tirage n” & laide des (By)ken+. Calculer P(Ny,).
b. Quelle est la probabilité que ’on ne tire que des boules blanches 7
c. Quelle est la probabilité p que la derniere boule tirée soit noire ?

“+oo
Prouver que I,, = fo ﬁdt est défini si n € N. Déterminer liT I, grace au TCD.
n——+oo

(x) et @ int. sur I
(t) et @ int. surJ
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Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 15 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-j | 1|12 |3 ] 4| Fautes
1

2
3 X | X
4 X X
1.1 Vrai: cos(2x) = cos? x—sin? x = 1—sin? x—sin? x 1.2 Faux: cos(2x) = cos® x—(1—cos® x) = 2 cos?(x)—1

1.3 Faux : formule correcte mais pas pour tous les réels 1.4 Vrai : la formule est classique et les x convenables.
2.1 Vrai : probabilités totales 2.2 Faux : la bonne formule est P(ANB N C) = P(A)PA(B)Pane(C)

2.3 Faux : la vraie formule est P4 (B) = w 2.4 Vrai : cours.
3.1 Faux : lim fn(1) =400 # 0 =0(0) 3.2 Vrai : par croissance comparée lim (n+1)x™ =0 = 6(x)
n—-+4o0o n—-4o0o

1 1
six €[0;1] 3.3 Vrai: clair 3.4 Faux : (H3) n’est pas vérifiée, de plus fo fo="i=1#£0= fo 0.

4.1 Vrai : c’est une partie de (H2) 4.2 Faux : on veut la continuité dans (Hy) 4.3 Faux : la domination
doit se faire indépendamment de x 4.4 Vrai : c’est (H3).

Soit f: I x J — K (I et ] sont des intervalles), on suppose que :

(H1) pour tout t € ], la fonction x — f(x,t) est continue sur I,
(Hz) pour tout x € 1, la fonction t — f(x,t) est continue par morceaux,
(Hz) 3¢ : ] — RT continue par morceaux, intégrable sur J avec V(x,t) € I x J, [f(x,t)] < o(t).
Alors la fonction g : x € I — f] f(x,t)dt est continue sur I.
Comme P(A) > 0 et P(B) > 0, les probabilités conditionnelles de ’énoncé sont bien définies et on a

P(ANB) = Pa(B)P(A) = Pg(A)P(B). En divisant par P(B) > 0, Pg(A) = PA%?()B]};(A) ( _ P(I/;(Q)B))

a.Nn:B1ﬁ~--ﬂBn_1ﬁﬁdoncP(Nn)z%x§~--n7]>< _]’_]: (1+1) (prob. comp.).
n n(n

n

—+o0
b. B = “on ne tire que les boules blanches” vérifie B = |_| Ny (incompatibles). Par o-additivité, P(B) =
n=1

= = =g 1Ss 1 ~
P(Nn) = — = — = (77 )z].DoncPB:0.0ualorSBC B
n§1 ( Tl) n§1 TL(TL + ]) n§1 TI(TL +1 n=1 \M n+1 ( ) ]Q] «
donc, par croissance de P, 0 < P(B) < % X % . R donc, par encadrement, P(B) = 0.
n n
c. L’évenement X,, = “les deux boules noires sont prises aux tirages n et n+1” est N;, NBy 41 de probabilité
T 1 1 1 s , . . .
P(Nn)Pn. (B = X = . Ces éveénements étant incompatibles deux a deux,
( Tl) Nn( Tl+1) n(n—|—1) n4+1 n(n+1)2 p
e w 1 2/ 1 1 it i
peHUx =5 e = 2 G 6 e~

Pour n € N, la fonction fy : t — % est continue sur Ry et 0 < fu(t) < 1 —:tz = (1)

THt2+t
1

donc, par comparaison, f;, est intégrable sur Ry car ¢ D’est puisque ¢(t) fodi: par RIEMANN. De plus,
o0
la suite (fn)n>o converge simplement vers la fonction f définie par f(t) = ﬁ sit< 1, f(1) = % et

f(t) =0sit>1. Comme les fonctions fy, et la fonction f sont continues par morceaux sur Ry et qu’on a la
domination Yn € N, ¥Vt € Ry, |fn(t)| < @(t) avec ¢ intégrable sur R, on peut conclure avec le théoreme

“+o00 1
. . _ _ dt  _ 1_ 7
de convergence dominée que nl—l>Too I, = j; f(t)dt = fo i [Arctan(t)]y = .




