Correction du DS2

PROBLEME 1 : (inspiré de CCINP MP 2023 maths 1) Partie I
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2. On pose z =u Ve, I’application u — u/ est C!, strictement croissante et bijective de R™* sur R™*: de plus, on

est intégrable sur ]0,1]. Enfin,

est intégrable sur [1,+oo[ aussi et donc sur R™*.
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Partie 11
1
1. t — t% et est continue sur RT*, t* et ~ etl—a < lcara > 0;puist® e’ = o( — |, par croissances
0 tl-o +o0 t2
comparées, donc ’ t > t*"le™t est intégrable sur R
a—1 a—1 a—1 tocfl
2. t— e~ est continue sur RT* et |——e %t < donc, par comparaison, x +—> e~ est intégrable
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sur R™* siz >0 et ’ fa est définie sur RT ‘
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3. t— e est C'sur RT cara>0ett%™ ™ = o — | car >0 donc |t t%e % est intégrable sur R
1+¢ t—-+oo t2
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4. On pose t = — lapphcatlon u — — est C', strictement croissante et bijective de R™* sur R*™*; dt = —du
x x
(w/z)*=t _, du I R et 1
donc — e = — —— e~ “du. De plus, pour u > 0, on a —— < 1 donc
fol / 1+u/x x x® Jo  1+u/x PIs, b - 1+u/z
u® G
<u* e, ce qui donne, en intégrant (la convergence des intégrales est déja assurée) | fo(z) < —
1+ u/x e
Ga :
5. On a l'encadrement 0 < fo () < — ——— 0 donc [lim f, =0
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Partie ITI
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1. On a, par linéarité, f,(z) — f.(z) = / L e P / ge‘“ dt = / t*e~"" dt donc, en
0 1+t 0 1+t 0
G
utilisant le changement de variable v = xt déja justifié précédemment, on obtient | f,(z) — fi(x) = —s
x

—t 7t —t

e e
2.a) Siz>0,t— — est continue sur [z, +oo et — = o(e" ") donc ¢ — — est intégrable sur [z, +oo[ et
te t¥ t—+oo A

‘ go est définie sur RT*
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b) On écrit go(x) = —/ g dt + g (1) donc, comme t T est continue sur R™, x — ST dt est l'unique
1
e’ o
primitive de 2 +— —— qui s’annule en 1 donc | g, est C! sur RY* et gh(z) = — — pour z >0
x
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¢) Par produit, h, est C* sur R*™ et, pour z > 0, b, (z) = ho(z) + Gae®fi(z) = ho(z) + Goe® e — donc

ho(z) — k. (x) = % pour z > 0
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d) L’application t — pry est décroissante sur [z, 400 done, pout t > z, on a 0 < o < — ce qui donne en
x
e too et 1 ;1 Gao 3
intégrant, 0 < hy(x) < Gaez/ —dx = G e"— {e_ } = —. Par encadrement, on a |lim h, =
= s s x e +o0

e) Comme f, et h, sont solutions sur R™* de la méme équation différentielle linéaire, f, — go est solution de
I’équation homogene y — y' = 0 donc il existe une constante A € R telle que Vo € R, f, () — hao(z) = Ae®.

Comme 1+H£(fa — hy) =0, on en déduit A = 0 donc



3. 1l s’agit de prolonger I’égalité, valable sur R™* entre f, et g, en & = 0 : f, est continue sur R™ donc en 0 et

—t —t +oo —t
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comme — ~ — avec a < 1, la fonction ¢ — —— est intégrable sur R*™* donc lim g, (z) = —dt, ce qui
tOé 0 ta toz x—0 0 t(){

+oo
donne hn})h (x) = G’a/ 6— dt. Par passage a la limite quand x tend vers 0 dans I’égalité de III.2.e, on a
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4. En remarquant que / o dt = G1_, et avec la valeur de I(a) vue en 1.3, on déduit | G,G1_o = — T
0 sin am
1 9 s et .-

5. Avec o = 3 €]0,1[, on a G7 ) = — =7 et comme ¢ — 7 est positive, on a G/ > 0 donc | Gy/2 = /7

sin T

2

On pose alors t = u? : Iapplication u — u? est C!, strictement croissante et bijective de R** sur R**; dt = 2udu

+oo —u +oo
donc Gy /g = / ¢ X 2udu = 2Jy ce qui donne / e~ dy = @
0 0
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Partie IV
1.a) La fonction cos est de classe C"*2 sur R; pour k < n, on a les dérivées cos®*)(0) = (=1)¥ cos(0) = (=1)*
et cos(2k+1)(0) = (=1)*sin(0) = 0 puis | cos®*™? | = |cos| < 1 donc Iinégalité de Taylor-Lagrange donne
2”+1 2n+
cos(u Z I cos(k) < (|21:z|+2)| cos®2) || | ce qui, compte tenu des termes impairs qui sont nuls
n 2k 2n+2
e U u
donne | |cos(u) — ’;)(—1) ol S i
b) On applique & nouveau I'inégalité de Taylor-Lagrange & la fonction ¢ : u — e~ * qui est C> sur RT; on a
n k n+1
-1
@(k)(o) — (_1)k P |¢(n+1)(u)| =e % <1 sur RT donc [e7* — kz_;)( k!) uF| < (:+ 0l o 0 donc, par
~ (-1)*
—u . B k
encadrement, |e” " = ngr—&r-looz I U
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2.a) La fonction t — t2"e~" est continue sur RT et t27e =" L0 (t2> donc |t s 2"e~"" est intégrable sur Rt
—+o0
s2n+1

b) Les fonctions w : t — et sont de classe C' sur RY; hm wv = limuv = 0 donc, par IPP,
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¢) Une récurrence suffit : Jo = Jox —— 100! etsiJ, Jo<4 )' pourn € N, alors J, 11 = n; Jn HR n; x Jo (47:2'
. 2n + 2)! 2n + 2)! .. , 2n)!
puis Jp411 = Jo @n :_ 22 ><)4”n! = 04"(+1(n +)1)!. Par principe de récurrence, |Vn € N, J,, = Jy (4"71)‘
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3.a) t— cos(act)e_t2 est continue sur R* et cos(xt)e_t2 L= (tz) donc |t cos(xt)e_t2 est intégrable sur R™
— oo

b) On a les inégalités suivantes (toutes les intégrales convergent d’apres IV.2.a) :
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ce qui donne le résultat par encadrement.



c) Par linéarité de lintégrale (toutes les convergences ont déja été prouvées), on a
PO (D! s oy (U - (-1 (D (a2
g2k —t2 1, _ 2% 7 _ 2k _ bl
[ et a3 gt = 3 et = 3 5 ()
k=0 k=0 k=0 k=0
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donc, avec IV.1.b et =— € RT, ona lim Z 22kt%F e~ At = Joe~® /*. Par unicité de la limite,
4 n—+oo [ = (Qk)'
on conclut | F(z) = ge*zz/‘l pour tout réel
PROBLEME 2 : Partie I
20 —y—2=0
1l.a) (z,y,2) € ker(a) —xr4+2=0 < x =y = z donc ker(a) = Vect{(1,1,1)} est une droite car
r—y=0
u; = (1,1,1) | est non nul, donc (u;) est libre et constitue une base de ker(a).
b) On a Im(a) = Vect{Cy,Cy,C5} mais C; + Cy + C5 = 0 donc Im(a) = Vect{Cy,C3}. On vérifie ensuite que

1 -1 -1
(u1,Co,C3) est une base se R?® car detp, (u,C2,C3) = |1 0 1| =14 0 donc on a la décomposition
1 -1 0
R? = Vect{u1} @ Vect{Cs, C3}, ie ‘R3 = ker(a) & Im(a) ‘
1 1 -1
(A-I3)?=[1 1 —1]| donc (x,y,2) € ker(a—id)* < x+y—2 = 0; ker(a—id)? = Vect{(1,0,1),(0,1,1)}; les
1 1 -1
deux vecteurs (1,0,1) et (0,1,1) ne sont pas colinéaires donc ‘ ((1,0,1),(0,1,1)) est une base de ker(a — id)? ‘

uz = (0,1,1) | convient puisque a(ug) — uz = (—2,0,—2) # 0.

1 -2 0
b) detp, (ur,us,uz)=1{1 0 1| =270 donc ‘ B est une base de R? ‘
1 -2 1
a(uy) =0
c¢) Par construction, on a les relations { a(uz) —uz = (a —id)*(uz) =0 donc Matg(a) = T. Il suffit donc, par
a(ug) = us + ug
1 -2 0
la formule de changement de base, de prendre |P = P(B. - B)= |1 0 1| |pour avoir A = PTP~*.
1 -2 1
0 0 O
3. Onnote T la matrice 77 = [0 1 -1
0 0 1
- + —1 oyt -1 +-1 0 0) -1 + +m—1 0 0) -1
a) On vérifie AA™ =QTQ QT Q™ =QTT Q™ =Q 0 I Q et ATA=QTTQ " =Q 0 I Q
2 2
_ 0 0 _ _
+ A + 1 _ 1 _ 1 + A
b) AATA=QTTTQ _Q(O IQ)TQ =QTQ " donc| AATA=A
De méme, on trouve | ATAAT = AT
¢) Ona (AAT)?2 = (AATA)AT = AA™ donc ‘ aoa’ est un projecteur‘
On a ker(a o a’) = ker(a™ o a) puis ker(a) C ker(a™ o a); de plus, rg(a) = rg(T) = 2 et, Q étant inversible,
rg(aoat) = rg(TT") = rg(l2) = 2 donc, avec le théoréme du rang, on a dim(ker(a o a®)) = dim(ker(a)) et
‘ker(a oa™t) = ker(a) ‘
De méme, on a Im(aoa™) C Im(a) et, par égalité des dimensions, ‘Im(a oat) =Im(a) ‘
Partie II

1. i)=ii) On a toujours ker(a) C ker(a?), et si rg(a) = rg(a?), d’aprés la formule du rang, on a dimker(a) =

dim ker(a?) donc ker(a) = ker(a?).

ii)=ii) Si z € ker(a) NIm(a), on a 2 = a(z’) pour un 2’ € E et 0 = a(z) = a*(z’) donc 2’ € ker(a?) = ker(a).

Ainsi, z = a(z") = 0 donc Im(a) Nker(a) = {0}. Puis d’apres la formule du rang, on a £ = Im(a) & ker(a).



iii)=-iv) Dans une base B adaptée & la décomposition E = Im(a) @ ker(a), on a Matg = (B

0 0
stable par a, avec B € M,(R) ou r = dimIm(a) = rg(a). On a alors rg(a) = r = rg(B) donc B est inversible.
On a donc iv) avec P la matrice de passage de la base canonique de E a la base B.

0) car Im(a) est

iv)=-1) On a rg(a) = rg(B) = r car B est inversible et rg(a?) = rg(A?) = rg(B?) = r car B? est inversible.

2.a)

On a rg(A?) < rg(A) et si A admet un pseudo-inverse A" alors A = AA’A et AA’ = A’A donc A = A%A’ puis
1g(A) < min(rg(4’), 1g(A%)) < rg(4?) donc |rg(4) = rg(4%) |

—1
b) SiA=P (? 8) P~ 1 avec P et B inversibles, il suffit de prendre | A’ = P <BO 8) pt
3.a) a et a” commutent donc si z € ker(a) alors a(a”(z)) = a”(a(x)) = a”(0) = 0 et si y € Im(a) alors y = a(z)
pour un = € E puis a”(y) = a’(a(z)) = a(a’ (x)) € Im(a). On conclut ‘ker(a) et Im(a) sont stables par a” ‘
b) SiA=P (? 8) P~! alors P est la matrice de passage de la base canonique & une base B de F telle que
B 0 T . .
Matg(a) = 0 ol Ainsi, si B=(e1,...,€r,€r41,...,€,), comme B est inversible, on a :

ker(a) = Vect{e,+1,...,en} et Im(a) = Vect{ey,...,e.}. (Ce qui prouve en fait qu’une telle base est obligatoi-
rement une base adaptée a la décomposition E = Im(a) @ ker(a).)
Comme ker(a) et Im(a) sont stables par a”, la matrice de a” dans B est diagonale par blocs :

Matg(a”) = (lo) lg,) Enfin, on vérifie que si A” = A”AA”, ona D' =0donc|A” =P <10) 8) P!

Si A = AA"A, alors AA" = AA"AA" = (AA")? donc|aoa” est un projecteu |

On a ker(a) C ker(a” o a) et comme a = a o (a” o a), on a ker(a” o a) C ker(a) donc ‘ ker(a o a”) = ker(a) ‘ car

" "
aoa =a oa.

De méme, Im(a o a”) C Im(a) et comme a = (a0 a”)oa, on a Im(a) C Im(a o a”) puis ‘Im(a) =1Im(aoa”)

(on peut aussi montrer une inclusion et utiliser la formule du rang en repartant de ’égalité des noyaux.)

—1 " _ Ir 0
paae— (5 0)

décomposition E = Im(a o a”) @ ker(a o a”).

On a car c’est la matrice du projecteur a o a” écrite dans une base adaptée a la

d) On en déduit que BD = I, donc D = B! et 'unique pseudo-inverse est celui obtenu & la question IT1.2.b.
4. On détermine des bases de ker(a) et Im(a) : par exemple ((1,1,1),(0,1,0)) est une base de Im(a) et (0,1,—1) un
10 0
vecteur directeur de ker(a). On pose P=[1 1 1 | qui est inversible (ce qui signifie que F = Im(a) @ ker(a)
1 0 -1
7 3 0 1 3 0
et assure donc I'existence du pseudo-inverse). On a P"'AP=| -2 -1 0] donc A'=P|-2 -7 0| P!
0 0 O 0 0 O
-5 3 3 1 0
On conclut donc | A"’ = [ 7 —4 —4]|car P71 = [ -2 1
-5 3 3 1 -1




