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Intégrales a parameétre discret

2
a. Pour n > 1, la fonction fy : x — miz(?x)) est continue sur }O; %] et on peut la prolonger par continuité
sin“(x

en 0 en posant f,, (0) = n? puisque sin(t) N t. Ainsi, f,, devient continue sur le segment [0; %} ce qui prouve

que I, est bien définie pour tout n > 1.

/2 ¢in2 nn
b. Pour tout entier n > 1, In _ f Md f S
n n

2
. 5 (u) du avec le changement de variable
0 msin“(x)

in
sin? (%)

x =% = ¢on(u) (pn de classe C' du segment [O; %} dans le segment [O; %}) Soit fn @ RY — R définie
n

sinz(u) . . I nr +00
par fn(u) = — 5y si0<u< M7 ot fn(u) = 0 sinon. Alors - = f fn = f fr.
n° sin (7) 2 n 0 0
n
)
(H1) nEToo n?sin? (¥) =u? donc (fn)n>1 converge simplement vers f : R — R avec f(u) = %

(H2) De plus, les fonctions f,, sont continues par morceaux sur R’ et f I'est aussi.

(Hz) Par concavité de la fonction sin sur [O; %} , on a I'inégalité classique Vt € [O; %}, sin(t) > 2t Ainsi,
m

7% sin?(u)
4u?

nm

2
Yn =1, Yu>0, [fa(u)] < =o¢u) = %f(u) (et ceci méme si u > 7) et la fonction ¢ est

2

intégrable sur R car prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = % et o(u) = 0 (1—2)
oo \u

. . . +°° too 51n
Par convergence dominée, f est intégrable sur R (on le savait) et lim - = f = f
n—+o0o N

c. Sin>0etxe€e {O; 721}, sin?((n + 2)x) + sin?(nx) = sin?((n 4+ 1) + 1)x) + sin?((n +1) — 1)X) qu’on

développe en sin?((n + 2)x) + sin?(nx) = 2sin?((n + 1)x) cos?(x) + 2 cos?((n + 1)x) sin?(x) avec la relation

sin(a +b) = sin(a)cos(b) + sin(b) cos(a) puis avec la relation fondamentale cos?(x) = 1 — sin?(x) en

sin?((n + 2)x) + sin?(nx) = 2sin?((n + 1)x) + 2cos?((n + 1)x) sin?(x) — 2sin?((n + 1)x) sin?(x) puis en
*(e

) — sin?(0).

sin?((n + 2)x) + sin?(nx) = 2sin?((n + 1)x) + 2 cos(2(n + 1)x) sin?(x) avec cos(20) = cos

. /2 sin(2(n + 1)x)17/2
Ainsi : Ingo + In = 2Ihiq +2 fo cos(2(n + 1)x)dx = 2In 1 + 2{%}0 )
d. L’équation caractéristique de cette récurrence linéaire est z2 — 2z + 1= (z—1)? = 0. On sait qu’alors il
existe (A,B) € R? tel que V¥n > 0, I, = An+B. Comme Ip =0et I; = 2 ,on en déduit que vn > 1, I, = %
. . /2 . <
On pouvait aussi calculer I, = 4 fo cos?(x)dx = 2 f (14 cos(2x))dx = 7 si on ne pensant pas a intégrer
400 gin?
Ip dans la relation de récurrence. Ainsi, d’aprées la question b. : fo Mdu = 721 On pose a(u) = -1
u u
et b(u) = sin?(u) de sorte que a et b sont de classe C' sur R et que lim a(u)b(u) = lim a(u)b(u) =0
u—0 u—+00
+o00 gin2 +00o ¢
(le crochet converge) donc, par intégration par parties, on a f %du = f Mdu =T etle
0 u 0 u 2
+00 gi
changement de variable u = % permet enfin d’avoir I'intégrale de DIRICHLET fo su}[(t) dt = %



Soit, pour n € N*, f,, : R, — R définie par f,(x) = e " . f, est continue sur R, et f,(x) = o(iz) par
oo \x

. ’ . ’ . . +OO — n
croissances comparées donc f,, est intégrable sur R donc sur [o; +00[. Ainsi, pourn > 1, uy = f e * dx
x

o0 n so. 7
existe. Comme fy, est positive sur Ry, un > 0. Ainsi, Y (=)™ f e dx est une série alternée.
n>2 &

(H1) (fn)n>1 converge simplement sur R vers f telle que f(x) = 1six <1, f(1) = e~ ", f(x) = 0six > 1.
(Hz) Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur R.

(H3) Yn € N*, Vx> 0, [fa(x)] < @(x) avec o telle que o(x) =1six € [0;1] et p(x) =e *six > 1. Or ¢
est continue par morceaux et intégrable sur R, (intégrale de référence).

On peut appliquer le théoreme de convergence dominée sur tout intervalle de R.

+oo 1 +oo n
: . _ _ _ _ _1\n —x :
e Six < 1, 1111 U = f f(x)dx = fa Tdx = 1—oa > 0 donc ) (-1) f e dx diverge

grossierement.
+oo
e Siu>1, 1111 up = f f(x)dx = 0. Comme Vx € [o; +00], Vn € N*, x™ > x"*1 (car x > 1), on
n——+oo X
+oo n
en déduit que fn11(x) < fn(x) et uny1 < un par croissance de 'intégrale. Ainsi, > (=1)™ f e ™ dx
n>2 &

converge par le critere spécial des séries alternées car (un)n>2 est décroissante et tend vers 0.

Quant a la convergence absolue de cette série, il nous faut étre plus précis sur uy.
. +oo
eSia<l1, > f
n>1v%
e Si a =1, 0n pose x = h(u) = u'/™ avec h de classe C', bijective et strictement croissante de [1;+o0]
e " /m
u

—x™" . 2N 9 N . PR
e dx diverge grossierement d’apres ce qui précede.

1 [T e ™ 1/n
dans [1;+o0[ et on a u,, = — f] £—u'/™du. On pose gn : u > pour tout n > 1.
n u

—u

1) La suite de fonctions (gn)n>1 converge simplement sur [1;+oo[ vers g : u — &—.
H1) La suite de foncti > impl t 1 £
u
(Hz2) Les gn et g sont continues sur [1; 4+00].
3)vn =21, Vu =2 1, |gh(u)| < e ~ et u— e — est intégrable sur [1; +00|.
H3)Vn>1, Vu>1 <e Yet * est intégrabl 1

—+o0 —+o0
Ainsi, d’apres le théoréme de convergence dominée, lim f gn = f g=1>0. Ainsi, up, ~ 1
n—+ocoJ1 1 +oco n

+oo n . . . ‘o .
donc f e * dx diverge par comparaison a la série harmonique.

n>1ve
e Sioa > 1, commeVt > 1, te”t <1 (faire une étude de fonction), on a Vn € N*, ¥x € [«; +oc[, e X" < ]—n
x
+oo
donc upn < dx — 1 Comme — 1 convergecar — 1 = o(i> ar
" foc XM (n—= 1) n§1 (n—1)a™! 8 (n—1)a™ " 4o \n? P

+o0 n
croissances comparées, Y. f e X dx converge par comparaison.
n>1ve
+o0 n +oo n
Au final, Y (-1)™ f e ™ dx converge <= o > let Y, f e dx converge <= o > 1.
X

n>1 n>1v%

_ .2 2
a. La fonction f : t — M est continue sur ]0;1[. Puisque n(1 — t?) moz—tz, on obtient

t
—t21n(1?) 1 : . o 1 s
f(t) YT = —21n(t) = O(ﬁ) par croissances comparées donc f est intégrable sur }O; E] par critere
de RIEMANN. De plus, In(1 —t%) = In(1 —t) + In(1 +t) ~ In(1 —t) car lim In(1 +t) = In(2) et, comme

1 t—1-

lim t? = 1, on sait que ln(tz)]f\:t2 —1=0-1t+ 1)1~_2(t— 1) donc f(t){\:l(t— 1)In(1 —t) et, par

t—1-



croissances comparées, lim f(t) = 0 car 111% xIn(x) = 0. On peut donc prolonger f par continuité en 1 en
t—1- X—

posant f(1) = 0 ce qui montre que f est intégrable sur B, 1 [ Alinsi, f est intégrable sur ]0; 1] donc I existe.

400 2n +o0 2n-2
b V€0 1] n(1 — ) = = 55 L done Ve €]0: 1] () = 5% fa(t) en posant fu(t) = 2 ()
n=1 n
(H1) La série > fn converge blmplement vers f sur ]0; 1] d’apres ce qui précede.
n>l
(Hz2) Les f,, sont continues et intégrables sur ]0; 1] car on peut prolonger f;, en 1 en posant (1) =0 et

en 0 en posant f,(0) =0sin > 2 et f1(t) = —21n(t) ?o(ﬁ). De plus, f est continue sur ]0; 1][.

1 1
(H3) Pourn > 1, fo [fa(t)|dt = _— fo t2" =2 In(t)dt car f,, est positive sur ]0; 1[. Posons u(t) = In(t) et
n

2n—1
v(t) =& " de sorte que u et v sont C! sur ]0; 1] et que lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0. Par intégration
2n—1 t—0 t—1
1 1
; 2 2n-2 2 2 1 A
ar parties, fa(t)|dt = ————— t dt = —~*=——. Comme ——~%*—— ~ ——, la série
pbat p fO ()] n(2n — )‘[;) n(2n —1)2 n(2n —1)? +oo 2n°
1
> fo |fn(t)|dt converge par comparaison eux séries de RIEMANN.
n>l
+oo 2
On conclut avec le théoreme d’intégration terme a terme que I = Z f fn= > —.
n=1 n=1 n(zn - 1)
c. On décompose —2—— =2 4 4 4 en procédant par identification par exemple. Ainsi,
PO on 12 " n =1 (2n—1)2 P P P P
S 2 o~ 1 o~ 1 1 1
en posant S = ———, Hp = —et Th = ,onaSn =2H, —4 +4 —_—
P =2 K2k —1)2 " 2 ctn= 217 n ZZk—1 Z 2k —1)2

donc S;, = 2H,, — (Hzn - HT) +4(T . — %) = 4(Hy, — Han) +4T2n — T, en rajoutant et en enlevant les

2
termes d’indices pairs. Or on sait que Hy, = In(n) +y +o(1) et que lim T, = % donc, en injectant ceci
+oo n—+o00 6

2 2 2
dans la relation précédente, Sy, = 4n(n)+vy—n(2n) —vy) + 4% - % + o1 ) = 7[7 41n(2) 4+ o(1) donc
oo DO
. 2 . Tin(1 —t%) In(t?) 2
N )P gt =T ~
nE;Too Sh = > 41n(2) ce qui montre finalement que j;) 2 dt 5 41n(2) ~ 2,16.

Arctan(n + x)

(n+x)v/x

donc fy, est intégrable que [1;+o0o[ d’aprés RIEMANN car % > 1. De plus, fo(x)r(\;%[ et, pour n > 1,
x

a. Pour tout entier n € N, la fonction f, : x > est continue sur I = R} . Or fn (%) +~ 2%/2
00 2x

Arctan(n)

() 0 nvx

intégrable sur I et la suite (In)n>o est donc bien définie.

donc f,, est intégrable sur ]0;1] d’apres RIEMANN car % < 1. Ainsi, la fonction f,, est

b. Utilisons le théoréeme de convergence dominée :

(H1) Pour x > 0, on a l'inégalité 0 < fn(x) < donc lim fn(x) = 0 par encadrement. La suite
2n \[ n—+o00

(fn)n>o converge donc simplement sur I vers la fonction nulle, notée f.

(Hz) Toutes les fonctions f;, et la fonction f sont continues sur I.

(H3) Puisque Vx > 0, 0 < Arctan(x) < x (par le théoréme des accroissements finis par exemple car

x ou par une petite étude de fonctions), on a Vx €]0; 1], 0 < fn(x) < \%
x

Jc €]0;x[, Arct =1
¢ €]0;x[, Arctan(x) e
Mais Arctan(x) < 721 et n+x > x donc ¥x > 1, 0 < fr(x) < # Ainsi, en posant ¢ : R — R
X\V/X

définie par Vx €]0;1], o(x) = et Vx > 1, ¢(x) = alors ¢ est continue par morceaux et

_T
2xv/x’

M



intégrable sur R’ (comme avant) et Vn € N, Vx >0, 0 < fn(x) < @(x).

—+o0
Ainsi, par le théoréeme de convergence dominée, lUm I, = f f=0.
n—+oo 0

* ; . ; Y 1 1
c. Pour n € N*, la fonction gn : x — e est continue sur I = R%, gn(x) 752 et gn(x)

(n+x)v/x + 0 v
dx
(n+x)vx
= @(u) avec @ bijection strictement croissante de

+oo

. . ’ . ’ +Oo
donc, par comparaison aux intégrales de RIEMANN, g est intégrable sur R donc v,, = fo

existe. En effectuant le changement de variable x = u?

classe C! de R dans R*, on trouve v,, = 2f+oo &2 = 2[L Arctan (L)} = I,
+ 0 n+4+u Vn vn/lo vn
d. Méthode 1 : par croissance de Arctan sur [n;+oo[, Vx € Ry, Arctan(n) < Arctan(n + x) < 721 donc,
2

Vn |, W

ar croissance de lintégrale, on a Arctan(n)vn, < I, < 2. Comme Arctan(n)v, ~ o ——— par
P grale, (Mvn < In < 75 ()“+ooz+oozﬁ’p

2
encadrement, on a I, ~ —X—.

Méthode 2 : La relation ¥x > 0, Arctan (1) + Arctan(x) = % se montre avec P : RT — R définie par
x

P(x) = Arctan (i) +Arctan(x), en constatant que ¥ est dérivable sur R , que ¢’(x) = ] erZ] T ] Jrlxz =0,

ce qui prouve que ¢ est constante sur l'intervalle R et vaut ¢(1) = 2Arctan(1) = %

+oo “+o0 +oo
Ainsi, I, = (Z-Aretan (A )) @ [T [ g (1)
insi, Iy fo 5 TAretan (- W Zfo R fo retan { —— CERWe

+oo
Par croissance de la fonction Arctan, on a 0 < fo Arctan( Jr ) ( erx)\f < Arctan (l)vn. Ainsi,
n+x/(n+x)vx n

2
__ TWn . 1) _ TWn _ T
= — Arct — | = I ~ — = =
n = + o(vn) car nhT rc an( 0 donc I, fodier) NG

n
a. Pour n > 2, la fonction gn : x — ( — l) est continue sur le segment [2,n] donc v, existe. Dans
X

I

l'intégrale v, on pose x = nt = @n(t) avec @ : [2/n;1] — [2;n] de classe C' donc, par changement
n 1

de variable et par linéarité de l'intégrale, on a v, = n (1 — 1—) dt. Ainsi, v, = nf fn(t)dt avec
2/n nt 0

n
fn :J0; 1] — R définie par fn(t) =0sit € }0; 2 [ et fn(t) = (] — i) pour t € [;; 1].
n nt n

n
(H1) Pour t €]0;1], comme Yn > %, fn(t) = ( = Lt) = exp (nln (1 — Lt))’ et puisque l'on a
n n
S I TSR [ g ; _ =1/t _ . : :
In (1 nt) o il vient nl_l)]_'&)o fn(t) = e f(t). Ainsi, la suite de fonctions (fn)n>2

converge simplement vers f sur ]0; 1].
(Hz) Les fonctions f, sont continues par morceaux sur ]0;1] et f est continue sur |0;1].

(H3) Vn > 2, ¥Vt €]0;1], 0 < fu(t) < f(t) car In est concave donc si t > 2 ln( - it) > —1—t. De
n n n
plus, f est continue et intégrable sur ]0; 1] car f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0
car lim (— l) =—ocoet lim e“=0.
t—0+ t u——o0

1 1 1
Par le théoreme de convergence dominée, lim f fn(t)dt = f f(t)dt. Ainsi, comme vy =n f fn(t)dt,
ns+00J0 0 0

1 1
il vient vy ol fo e~ 1/tdt car fo f(t)dt > 0 puisque f est positive, continue et non nulle sur ]0; 1].
o0

n n n
b. Powrn>2 onauy, =Y, (1 - ﬁ) = Y gn(k+1). Or, la fonction dérivable g, est croissante sur
k=1 k=1



n—1 k+1
[1;n + 1] car g}, (x) = %(1 - ];) > 0 donc Vk € [1;n], fk gn(t)dt < gn(k+1) (1). On somme les

n n—1 \" n
inégalités (1) pour k € [[2;n — 1] pour avoir fz gn(t)dt =vn < D gn(k+1) =un — (E) - (ﬁ) . De
k=2

k+2
méme, on a Vk € [1;n], gn(k+1) < fk+1 gn(t)dt (2) et, en sommant (2) pour k € [[1;n — 2], on obtient

< o n-2 n—1\" n n n
I'inégalité k§1 gn(k+1) =un — (T) - (m) Svn = fz gn(t)dt.

, , 7\" n \" n—1\" n \"
Par conséquent, on a lencadrement v, + +|l—=) < un < va+t + et,

2 n+1 n n—+1
comme vn, + (l)n + (L)n = vn + O(1) ~ vy et vy + (nf_])n + (L)n = vn +0(1) ~ vy
2 n+1/ +oo +00 n n+1/ +oo oo
1
onaun, ~ vy ~n | e Vit
+o00 +o00 0
cos(t)

Soit f: Ry — R définie par f(t) =

£. La fonction f est continue sur Ry et f(t) = 0 (e’t) donc f est
oo

1+e
L . —t 15 . o cos(t)
intégrable sur Ry par comparaison car t — e~ " ’est ce qui montre que J; T dt converge.
e
1 1 =
Sion prend t > 0, 0 < e~ < 1 donc r=e " — = e ' Y (=)™ (e "™ (série géométrique) ce
1+e 1+e n=o

+oo
qui donne f(t) = 3 (=1)"cos(t)e” ™Dt Posons f,,(t) = (—1)" cos(t)e” ™Dt pour n € N, alors il vient
n=0
+o0 +o0o L (_1)ne(i—n—1)t +o0 (_])“(n+ ])
)t = Ro ([ (1metion-ia) = e [CUPE 5 G0N D oy g
fo n(t) € fo (=1)"e € R o 1—|—(n+1)2 n n'a pas la
(=D)"(n+1) - P s N
convergence absolue de )" ~—~%———-¢ on ne peut pas utiliser le théoréeme d’intégration terme & terme.
nso 1+ (n+ 1)

. . (=) Tk o0 cos(t) +0o0 cos(
Méthode 1: Si Sy, = (71 cdt —Sn| = t|. P

éthode1: 8iSn = 2, ]+k2,aorsf0 T+e Js 1+e Zf ar

+ +
linéarité de 'intégrale, fo > ?Ojt ‘f > (]:Oj_ o f Z fie(t)dt ‘f Z fie(t
+ +00
(somme finie). Par inégalité triangulaire, f > cos(t )dt —Sn f | cos(t |) > (=1)ke*t|dt puis,
o T+e 0 k=n+1
comme (e™ ) e est décroissante et tend vers 0 (on voit I'intégrale sur R% ), par le critére spécial des séries
+ +
alternées, on a fo = ?O—i(e) dt — Sn| < fo > e~ (+Dtgy = %H — 0. Ainsi, la suite numérique (Sn)n>o0
+ + +oo (_1yn—1

converge vers fo > ?Oj_( )dt qui s’écrit aussi fo oo (]:Oj_( ) g ( ) 2 n.

n
Méthode 2 : soit Sy, : R% — R définie par S, (t) = > fi(t) :

(H1) Ce qui précede montre que la suite de fonctions (Sn)n>o converge simplement sur R* vers f.

(H2) Les fonctions fy, donc aussi les fonctions S, par linéarité, sont intégrables sur R donc sur R car

fie(t) = O(e™ ") comme avant et f est continue et intégrable sur R (on I'a déja vu).

n n 1 — (7eft)n+1
(H3) Enfin, ¥t € R%, Vn € N, [Su(t)] = | 3 fk(t)‘ = |cos(t)e ]| 3 (—e_t)k‘ Cetxlzlze J 7
k=0 k=0 T+e
donc [Sn(t)] < ]z_f < @(t) =2e " et @ est continue et intégrable sur RY.
e

7’ BN . 7 +m +m

On conclut avec le théoréme de convergence dominée que lim Sa(t)dt = f f(t)dt. Comme, par
n—+oo JO 0



400 n +o00 n (_1\k n+1 _ 1\k—1
linéarité de lintégrale, j;) Sa(t)ydt= > fo fr(t)dt = > D +1) (Gl D
k=0

o 1+ (k+1)?
—_1n-1 + +oo
convergence de Y. (11—)’_72n > cos(t) (
n>1 n

et a nouveau la relation dt = =
J: o T+e n; T4+n

, on a bien la

_ n
a. Pour n € N, la fonction f;, : x — (=x" est continue sur ]0;1] et i (x) ~ 1 donc, par comparaison
VX 0 VX
aux intégrales de RIEMANN, fy, est intégrable sur |0; 1] donc uy, existe bien.
/3 (1—x)"

b. Méthode 1 : pour n € N* comme f, est positive sur ]0;1], on a u, > fo de. Or on a
X

1/3
Vx € ]O; %], T—x 2 % > V3 =1 > x, ce qui donne la minoration u, > fo (1 —x)"'dx. Alors,

3 V37

=x)"1"3 _ 1 bik 1 15 : .
Up > [— 7} = —(l ) ~ —. Comme > — diverge, par comparaison, »  uy diverge.
n

0 n B 3711 +oomn n>1 n n>1

Méthode 2 : raisonnons par ’absurde, si > u, convergeait :
n=0
(Hy) La série > fn converge simplement vers f :]0; 1[— 3L/2 sur ]0; 1] car, avec les séries géométriques,
n>0 x
= 1 1 1
Vx €]0; 1], Zofn(x) = N by -Aale - i f(x) car [T —x| < 1.
n=

(H2) Les fonctions fy, sont continues et intégrables sur ]0; 1] d’apres a..
(H3) La fonction f est continue sur ]0;1].

1
(H4) La série . f [fa(t)|dt = > un converge par hypothese.
n>0 0 n>0

Par le théoréme d’intégration terme & terme, f serait intégrable sur ]0; 1] ce qui est faux car Uintégrale de
1
RIEMANN f d—§ converge si et seulement si o < 1 et ici f(x) = % avec 3 > 1. Ainsi, > uy diverge.
0 x X / 2 n>=o0
c. Utilisons le théoreme de convergence dominée :
(H1) Comme Vx €]0;1], liT (1 —=x)™ =0, la suite (fn)n>0 converge simplement vers la fonction nulle
n—-+oo

g :x > 0sur|0;1].
(Hz2) Les fonctions fy et la fonction g sont continues sur |0; 1.
_ n
(H3) Vn € N, ¥x €]0;1], [fa(x)] = % < ﬁ = ¢(x) et ¢ est continue et intégrable sur ]0;1]
d’apres RIEMANN.
Par le théoreme évoqué, i f1f dx = i —f1 dx =0
ar le théoréme évoqué, Um | n(x) x= Um un = J g(x)dx = 0.
_ X)n+1

VX

que W'(x) = —(n+ 1)(1 —x)™ et V/(x) = ﬁ avec u et v de classe C! sur ]0;1] et 1112)1+ u(x)v(x) = 0.
X—

1
d. Pour tout n € N, dans un41 = fo { dx, on pose u(x) = (1 —x)™*1 et v(x) = 24/x de sorte

1
Ainsi, par intégration par parties, il vient uni1 = [2(1 — %)™ x]) +2(n + 1) fo (1 — x)™y/xdx donc

1 _(1—
Unt1 =2(n+1) j;) (1- x)“wdx. Par linéarité de l'intégrale, comme les deux intégrales convergent,

Vx

1 L\ 1 _ n+1
Un+1 =2(n+1)[f0 udx—fo wdx} =(2n+2)un — (2n+2)un41 donc up g = mt2,

Vx Vx nm+3"
e. Porne N, u, = ani TUn—1 = 211211 X ;2 :% X e X %uo d’apres la question d. qui se simplifie
((2n)(2n—2)---2)° 22 (n)? ! dx |
en un (2n+1)(2n_])“.3uo (2n)!(2n+1)u° I ug fo i [2v/%]g onc, pour tout n € N,
2n 1\2 2n 2n _2n
on a la relation u,, = 2 w D’apres STIRLING, on a donc u, ~ 2 5 22 (2mm)n "e > qui
2n+1 (2n)! n e /2n(2n)(2n)*"

s’abrége en u, ~ /T comme attendu. On retrouve bien, avec RIEMANN, la divergence de Y uy,.
+o0 n n>0
=



Intégrales a parametre continu

x—1
a. Soit x € R et la fonction gy :J0; 1[— R définie par g, (t) = ﬁ Clairement, gx est continue sur
n

]0;1]. De plus, gx est de signe constant sur ]0; 1] : positive si x < 1 et négative si x > 1. On a g1 = 0.

Si x # 1, comme t*~ ! —1 = &X-DIn) _

1 et que liql In(t) = 0, on a t*~ 1 —1 ]N(x — 1)In(t) donc
t—=1- -
gx (1) 1~7(x — 1) et gx se prolonge par continuité en 1 en posant gy(1) =x — 1 (et méme si x = 1 d’ailleurs).
e Six =1, gy =0 donc f(1) existe et f(1) = 0.
Si 1, gx(t) ~— 1
*Six>10x(V3 ~
sur |0; 1] car elle se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1].

donc gy se prolonge par continuité en 0 en posant g« (0) = 0. gx est donc intégrable

e Six <1, gx(t) N ’U_"]T(t) Six >0, gx(t) §o<t1%%) et, d’aprés RIEMANN, gy est intégrable sur ]0; 1.

Par contre, si x < 0, Vt €]0;1],

n’est pas intégrable sur |0; 1] car elle

1 ‘ > ‘ ] ’ tts —
T~ i@l © tin(t)
admet pour primitive t — In(| In(t)|) qui n’admet pas une limite finie en 0 : gy n’est pas intégrable sur ]0; 1[.
Au final, le domaine de définition de f vaut D = RZ.

x—1
b. Soit g : R x]0; 1[— R définie par g(x,t) = ﬁ Alors :
n

(Hy) Vt €]0; 1], x > g(x,t) est de classe C' sur R.

(H2) ¥x > 0, lapplication gy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur ]0;1] (on vient de le voir) et

t %%(x, t) =t~ est continue sur |0; 1] par opérations.

3 ot a > 0, Vx € |a;+o00|, Vt €]0;1], Xt = t77 < t77 = @q(t) et ¢4 est continue e
H3) Soit 0, v v elo;1f, |99 =1 ¢ ol £ t continue et
intégrable sur |0; 1] (intégrales de RIEMANN).

1
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C! sur R et Vx >0, f'(x) = fo - lar =1,

x
Comme R est un intervalle et que f(1) =0, on a donc Vx > 0, f(x) = In(x).
a. Soit f: Ry x RY — R définie par f(x,t) = T%me_"t.
(H1) Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est continue sur R.
(H2) Pour tout x > 0, la fonction t +— f(x, t) est continue sur R% .
(H3) Pour (x,t) € Ryx R%, onalf(x,t)] < (t) = w et ¢ est continue sur R avec tli151+ o(t) = %

par développements limités et @(t) = 0 (g—z) donc ¢ est intégrable sur R .
o0
D’apres le théoreme de continuité sous le signe somme, la fonction F est continue sur Ry. Continuons :

(Hy) Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C% sur RY.

(H2) Pour tout x > 0, la fonction t + f(x,t) est continue et intégrable sur R* (fait ci-dessus).

(Hz) Pour tout x > 0, la fonction t — %(x, t) = —%e”‘t est continue et intégrable sur R car
elle se prolonge par continuité en 0 (elle tend vers 0) et g(x, t) = 0(e ™) = o (lz)
x +o0 +oo \t

2
(H4) Pour tout x > 0, la fonction t — %(X, t) = (1 — cos(t))e™ " est continue sur RY.
x

2
(Hs) Soit a > 0, pour (x,t) € [a;+oo[x R, g—;(x, t)‘ < 04(t) =2e %t Or 0, est continue et intégrable
X

sur R (intégrale de référence).



On déduit du théoreme de dérivation sous le signe somme généralisé que F est de classe C? sur R% . Avec la

+ _ +
formule de Lemniz, vx > 0, F(x) = [ %e—xtdt et F'(x) = [[77(1 — cos(t))eMat.

1 — cos(t) 1 — cos(t)

b. Les fonctions ¢ : t — —z et :t— sont continues sur R’ , admettent des limites finies

en 0 et tendent vers 0 en +o0o donc, classiquement, elles sont bornées sur R;. Pour x > 0, par inégalité de la

+ +
moyenne (tout converge), on a |F(x)| < fo = lo(t)[e ™t dt < [|@]]oo, By fo T extgp = M. De méme,
X

—+oo _
comme F(x) = ff 1 —cos(t)

—+oo
—xt 1" —
) e at ot F(x) = |

s, (- cos(t))e™*tdt, on a |F/(x)| < [ lloc, rs ot
X

[F"(x)] < 2 caro<1— cos(t) < 2. Par encadrement, on a donc lim F(x) = lim F(x) = lim F’(x) =0.
X xX—+00 x—+o00 X— 400

On pouvait aussi utiliser le théoréme de convergence dominée & parametre continu, mais c¢’est plus long !
1 400 1 +oo . 1 e(i—x)t +oo
c. Pour x > 0, on a F/(x) = ﬁ) (1 —cos(t))e **dt = — — Re (fo e‘t*"tdt) = - —Re ([7] )
x

X i—x lo

) =1__x >. On integre sur lintervalle R7 et il existe une constante

X 14+ x
1

2
C € R telle que Vx > 0, F(x) = In(x) — %ln(l +x2)+C = Eln<1_’; 2) + C. Comme on sait que
X

X —1

donc F’(x) = L Re(

X

2
im F(x) = lm L™ ( X 2) = 0, on trouve C = 0. On integre a nouveau et on trouve classiquement
X——+o00 x—+o0 2 14+ x

_xIn(1 + x?)
2
on sait que lim F(x) =0, on trouve K = % Ainsi, Vx > 0, F(x) = §+xln(x) —xIn(V1+x%) — Arctan(x).

X—-+00

F(x) = xIn(x) —x +x—Arctan(x) + K =K — gln (l + ):—2> — Arctan(x) avec K € R. Comme

Comme F est continue en 0, on a F(0) = tim, F(x) =K = % par croissances comparées. On effectue dans
x—0

+o0 1 —
F(0) = fo ~ w%mdt une intégration par parties en posant u(t) =1 — cos(t) et v(t) = f%, u et v sont

s
t—0+ t—+oo 0 t 2

xt? 2 2
14.10|a. Pour x € R, fy : t — Pfiz est continue sur R . Comme fy(t) = =0 Xttz +o(t)) =x + o(1),

la fonction fy se prolonge par continuité en 0 en posant fx(0) = x donc fy est intégrable sur ]0;1].

+00 ¢i
Clsur R% et lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 donc F(0) = f stnt) 4 _ (DIRICHLET).

e Si x =0, fy est la fonction nulle donc elle est intégrable sur R7 .

. — 2 — 2 . 7 .
eSix<0,1—e™" ~ —e " donc, par croissances comparées, Um fy(t) = +00 car fy(t) ~
t—+o0 —+o0

oo
et fy n’est pas intégrable sur [1;+oo][.
e Six >0, fy(t) fod t]—z donc fy est intégrable sur [1; +o00[ d’aprés RIEMANN.
En résumé, fy est intégrable sur R* si et seulement si x > 0, et comme fy est de signe constant sur son
ensemble de définition, f0+oo fx converge dans les mémes conditions. L’ensemble de définition de f est Ry.

T 2 1—e Xt Foo :
b. Définissons g : (R} )* — R par g(x,t) = —z de sorte que f(x) = fo g(x,t)dt si x > 0.

(H1) Pour t > 0, x = g(x,t) est de classe C' sur R* et %%(x, t) = e xt,

Hy) Pour x > 0, t — g(x,t) = fx(t) est continue et intégrable sur R* (déja vu en a.).
+
(H3) Pour @ > 0, x € [a;+o0[ et t > 0, ‘%’(x, t)’ e ot = @a(t) et @q est continue et intégrable sur
1

R car, par croissances comparées, @q(t) = 0 (t—z)
o0

S PR . . . +oo 2
Ainsi, par le théoréme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C! sur R% et f'(x) = fo e Xt dt.



On effectue le changement de variable t = {(u) = % licite car { est de classe C', strictement croissante

_— . . y oo gy V' . .
et bijective de R dans R, et on a f'(x) = du = Y~ en se rappelant de la tres classique

S\

+oo
intégrale de GAUSS j;) e Wdu = ?

c. Comme RY est un intervalle, d’apres b., il existe C € R telle que ¥x > 0, f'(x) = \/mx + C.
Méthode 1 : montrons que f est continue sur R .
(H7) Pour t > 0, x — g(x,t) est continue sur R par opérations.
(Hz) Pour x > 0, t = g(x,t) = fx(t) est continue et intégrable sur R* (déja vu en a.).
(H3) Pour a > 0, x € [0;a], t >0, [g(x,t)| < Pqa(t) avec Pq(t) =1sit €]0;1] car T—e ™ < u par concavité
et Pqo(t) = t1 sit>1car1—e ™ <1;etpg est continue et intégrable sur R% car Pq(t) = O(J—z)

Par le théoréeme de continuité sous le signe somme, f est continue sur R,.

Méthode 2 : Pour u € [0;1], comme on a classiquement ¥v > —1, In(1 +v) < v, en posant v = —u, on a
In(1 —u) < —u dong, par croissance de 'exponentielle, 1 —u < e™ ™. Comme cette inégalité est clairement

vraie aussi siu > 1, on a donc Vx > 0, Vt > 0, 0 < 1—e**" < xt2. Ainsi, pour x > 0, on a Vvt > 0, fy (t) < xet
on a aussi f < . Par conséquent, 0 < = f dt t)dt < xX—= 5 =2
NORS™: q i) = [ +f ©Oat<xexTe 10 G =20k
Ceci prouve par encadrement que liT(I)lJr f(x) = 0 = £(0) donc que f est continue sur R.
X—

Ainsi, comme Vx > 0, f(x) =+/mx+ C, on a liTg.Jr f(x) = C =0 donc Vx € Ry, f(x) = y/mx.
X—

. N , ) eiXt —1 —+o00 .
14.11)a. Soit f : Rx R% — C définie par f(x,t) = e de sorte que F(x) = fo f(x,t)dt si elle converge.

(H1) Pour tout t > 0, la fonction x +— f(x,t) est de classe C' sur R.

o(e’t)

(Hz) Pour tout x € R, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur Ry car fy(t) =
o0
et que fy se prolonge par continuité en 0 en posant fy(0) = ix car e™t —1 Nixt si x #£ 0.

(H3) Pour tout x € R, la fonction t gf (x,t) = ie~te™" est continue sur R

(Hs) Pour (x,t) € R x R%,

x (x,t ‘ =e ' = ¢(t) et @ est continue et intégrable sur R .

+oo
Par le théoréme de dérivabilité sous le signe somme, F est de classe C! sur R et F/(x) = f

0
(ix—T1)t 400 : (1+1x) i
ie i x i
e ° = = — + . Comme F(0) = 0 et que R est
ix —1 }o T—ix 142 T+x2 142 © d

un intervalle, en intégrant, Vx € R, F(x) = -1 1n(1 +x2) + i Arctan(x).

C(14t2)x2
14.12]a. Soit h: R x [0; 1] — R définie par h(x,t) = %.

jelix=1tg¢,

b. Ainsi, F/(x) = [

Hy) Vt € [0;1], x = h(x,t) est de classe C! sur R par opérations.

oh

)
Hz) Vx € R, t — h(x,t) est continue donc intégrables sur le segment [0;1].
)Vx € Rt 5o(0t) = —2xe~ 1+ ot continue sur [0;1].

H3

(
(
(
(H

4) V(x,t) € Rx[0;1], |57 (xt)] < 2|x|e*"2. Orb:x— 2|x|e*"2 est continue et positive sur R, et elle

tend vers 0 en 0o par croissances comparées, on en déduit classiquement que b est bornée sur R et on

note M = Sup(2|x\e_"z). Ainsi,
x€R

%(x, t)‘ < @(t) = M et @ est intégrable sur le segment [0;1].



Par le théoréeme de dérivabilité sous le signe somme, la fonction f est de classe C! sur R et on a la formule
de LEIBNIZ, & savoir Vx € R, f'(x) = —Zf e (1+t%)

Par le théoreme fondamental de l'intégration, comme a : t — e~ est continue sur R, la fonction g est de

classe C! sur R car c’est la primitive de a sur R qui s’annule en 0. On a donc Vx € R, ¢/(x) = e X,
1 X
* — _ (H»tz)x2 — _ —x? 7(tx)z - _ —x2 —u? - _ —x?
b. Pour x € R*, Zf xdt 2e fo e xdt 2e fo e " du 2e % g(x)
en posant u = tx = ﬂ)(t) si x # 0 avec P qui est une bijection de classe C! strictement monotone (croissante
si x > 0 et décroissante si x < 0) de [0;1] dans [0;x]. Alors, Vx € R, f'(x) = —2¢'(x)g(x). Mais si x = 0, on

a clairement f'(0) = 0 donc f'(0) = —Ze*OZQ(O) est encore vrai car g(0) = 0. Comme R est un intervalle et

que (f + g?)’ = 0 sur R, il existe une constante C € R telle que ¥x € R, f(x) + g*(x) = C.

1
Or £(0) = fo ] Jltz dt = [Arctan(t)]} = % et g(0) = 0 donc Vx € R, f(x) + g%(x) = Z{

2 2 2
Pour x > 0, Vt > 0, 0 < e (X" X" g

1
1 > < 1, donc 0 < f(x) < f e dt = e X et

14t 0
lim e =0 donc, par encadrement, lim f(x) = 0. Comme g est une fonction positive, on a donc
X—+00 X—>+00
+oo
Vx € R, g(x) =+/g / ) donc hm g(x) ? = fo e tdt =1L
14.13) a. Pour x € R, soit gx : R} — R définie par gx(t) = t"(ﬂiﬁ—‘c) La fonction positive g est continue

sur RY, gx(t) N ti" donc gx est intégrable sur ]0;1] si et seulement si x < 1 et gy (t) ol t’Jﬁ donc gy est
intégrable sur [1; 400 si et seulement si x+1 > 1. Ainsi, gy est intégrable sur R* si et seulement si 0 < x < 1.

Or f(x) existe si et seulement si g est intégrable sur R donc le domaine de définition D de f est D =]0; 1[.

+
Définissons g :]0; 1[x R} — R par g(x,t) = t"(lli—f—t) de sorte que f(x) = fo = g(x,t)dt si elle converge.
(H1) ¥t > 0, la fonction x — g(x,t) est continue sur |0; 1] par opérations.
H,) Vx €]0; 1], la fonction gy : t — g(x,t) est continue (et intégrable) sur R* d’apres a..
(H2) g g g +
(H3) Soit (a,b) €]0;1[% tel que 0 < a < b < 1, V(x,t) € [a;b] x RE, |g(x,t)] = g(x,t) < @q,b(t) avec
1 : 1 *
t) = w————sit€l0;1] et t)= ———sit>1. Or est continue et intégrable sur R%
(Pa,b( ) tb(] +t) ] ] (Pﬂ,b( ) tq(1 +t) Pa,b g

vk (et b <) et pan(t) L

d’apres RIEMANN car ¢q,p(t) ¥

T (et a+1>1).

Par théoréme de continuité sous le signe somme, f est continue sur D =|0; 1[.
b. Si x € D =|0;1], on a clairement 1 —x € D. Dans l'intégrale définissant f(x), on pose t = 1= o(u)
u

avec @ qui est une bijection strictement décroissante et de classe C! de R% dans R% et, par changement de

variable, on a f(x) = fo é( - i)du = f+oo —— 1 _4u donc f(1 —x) = f(x)
’ toou (14 (T/w)\ u? 0 1*X(u +1) '
1
c. Méthode 1 : pour x €]0;1[, par CHASLES, f(x) = fo ) _|_ 0 t+ f dt‘ De plus, on majore
1 1 —x+171 1
1 1 t 1 : : 1
< Jo tx(1+t)dt\ o cdt = [1fx}o T, du garantit que‘[;) t"(1+t)dtoo(]> ans la
seconde intégrale, on pose t = u'/* = = op(u ) avec @ qui est une bijection de classe C' strictement croissante
1 a1t 1 (/x)-14, 1 [T
de [1; +o0o[ dans [1; 400 et f < +t) f] e +u1/x)u du f _UX)du
Or pour tout réel u > 1, on a 1 —u""/* < %]/X < 1 donc, par croissance de 1’1ntcgra1c, on a

T+u



“+00 —1/x “+00 “+o00
’ 1—u X 1 ] 1
I’encadrement f] " du 1 . + . 11 S X f1 e r—y dt < 1 f] " du. Par
L ; teo 1 1
théoreme d’encadrement, f ———dt~—. Par somme, on a f(x) <. D’apres c., f(x) ~ .
Tt (14t) 0x x’ 11T —x

1/% = @(u) avec ¢ qui est une bijection de classe C' strictement

+o0 1

Méthode 2 : comme ci-dessus, on pose t = u

croissante de |0;+oo[ dans ]0;+o0o[ pour x € D, et on obtient xf(x) = f du. Posons

0 u2(1 +u71/x)

+
u/%)=1 de sorte que xf(x) = fo h

g:(xu)— g(x,w)du si x €]0; 1[.

1 _ 1
V(O +u) w14/

(H1) Pour u> 0, on a lim g(x,u) =h(u) avec h(u) =0 si u €]0;1[, h(1) = 1ot h(u) = iz siu>T.
x—0+ 2 u

(Hy) Vx € }0; H, u— g(x,u) et h sont continues sur RY .

(H3) ¥x € }0; ﬂ, Yu > 0, [g(x,u)] < @(u) avec @(u) = 1si u <1 (car 0 < ul/* < u?), (1) = = et

e(u) < iz siu> 1 (caru™"/* >0)) et ¢ est continue par morceaux et intégrable sur R* car ¢(u) o iz
u oo w

+oo
Le théoréme de convergence dominée & parametre continu permet de conclure que lim xf (x) = f . h(u)du
x—0

+oo qu 117 ) 1
ce qui montre que lim xf(x) = f = = [f f] = 1. A nouveau, f(x) ~ —.
x—0+ 1 u ull +oo X

14.14| a. Pour x € R, la fonction f, : t — %ng;) est continue sur ]0; +oo[ avec un prolongement par

continuité en 0 donné par fy(0) = x car Arctan(xt) 5 xt-+o(t) donc fy(t) = x+0(1). De plus, fx(t) = 0 (t%)
o0

car Arctan est bornée donc fy est intégrable sur R, par comparaison aux intégrales de RIEMANN car 3 > 1.
F est donc définie sur D = R et elle est clairement impaire car Arctan 'est.

Arctan(xt)
t(1+t%)

(H7) Pour t > 0, la fonction x + f(x,t) est de classe C° sur R.

Soit f: R x R — R définie par f(x,t) =

(H2) Pour x € R, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R* (déja vu).

(H3) Pour a € RY, x € [-a;a] et t >0, f(x,t)| _ [Arctan(xt)| x —1 > < @qt) = > et @q est
t T+t 1 +
continue et intégrable sur R, car Arctan est 1-lipschitzienne sur R car 0 < Arctan’(t) = + ) 5 <1

donc | Arctan(xt)| = | Arctan(xt) — Arctan(0)| < 1 X |xt — 0| = |x|[t < at
Par le théoreme de continuité sous le signe somme, F est continue sur R.

b. On souhaite maintenant dériver.

(H7) Pour t > 0, la fonction x + f(x,t) est de classe C! sur R et %(x, t) = 0 th;)u eI

(H2) Pour x € R, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R et la fonction t — %(x, t)

est continue sur R’ par opérations.

of ‘ _ ‘ 1

ot t —

ax (1) (0 +x52)(1 + £2)
intégrable sur Ry comme ¢, ci-dessus.

< YPt) = 1 > et 1 est continue et

1+t

(H3) Pour x € Ret t > 0,

oo dt

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, F est C! sur Ret Vx € R, F/(x) = .
v & ’ * =], 0+ 22 (1 + )
. , 1 x2 1 (12
c. Six # 1, x >0, on décompose = + en éléments
i ’ PR T 01 ) - (E- )+ (-5 1 &)




+o0 2

imples donc F'(x) = ( X 1 )t lim Arctan(xt) = X, cel
simples donc F/(x) fo o1 120 + =013 et comme lim Arc an(xt) 5 cela

d / x too 1 oo XTC s s
onne F = [Arct n t} + 7[Arct n(t } = + = .
6 =75 ()| + A ()], 22—1) T 20—x5)  2(1+x)
Comme F est continue en 1, on a F/(1) = limF(x) = T = —T —_ Ainsi, la relation F/(x) = —-"—
1 4= 20141) 2(1+x)
est valable pour tout x € R%. En intégrant sur l'intervalle R%, il existe une constante C € R telle
que Vx € R, F(x) = w + C. Comme F est continue en 0 d’apres a. et que F(0) = 0, on a
F0)=0= lhz)h F(x) = w +C = Cdonc C =0. Ainsi, Vx € Ry, F(x) = w et, par imparité

x—
de F,onaVx € R, F(x) = sgn(x)w.
d. La fonction h: 0 — In (sin(e)) est continue sur l'intervalle I = ]O; 725} et, comme elhg)1+ sme(e) =1,0n a
—

. sin(0)) . _ Ce . B
el;noh In (76 ) =1 donc In (sin(0)) Eln(e) +0(1) ce qui implique que In (sin(0)) Em(e) +0(n(0)) car

lim n(0) = —oo d’ot h(0) ~1In(0) = o<1—) donc h est intégrable sur I par comparaison aux intégrales de
t—0+ 0 0 Ve

RIEMANN donc J existe. On pose t = tan(0), ou® = Arctan(t) = ¥(t) avec P qui est une bijection strictement
+o0
croissante de classe C! de R? dans }O; E[ et | = f ln( 1
2 0

=)~ (
V142 1+t

) et vt Arctan(t), u et v étant de classe C' sur R* avec u(t) Eln(t) et v(t) vt

5 ) dt. Posons maintenant

t
V1+t2

donc u(t)v(t) ~tin(t) donc lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées et lim u(t) =1 car V1 +1t2 ~ t
0 t—0+ t—+o0 +oo

u:tr—>ln(

et lim v(t) = % donc tEToo u(t)v(t) = 0. Par intégration par parties, comme u(t) = In(t) — %ln(l + t2)

t—+4o0
- too Arctan(t) .. _ mn(2) s
L onaj= fo TR F(1) = =700 ~ —1,09 d'aprés c..

1 t 1
donew'(t) = ¢ =3 T2 1+

3 —xt
14.15)a. Six € R, gy : t — - & est positive et continue sur Ry et gy (t) o te™*t. Traitons deux cas :
o0

V144

e six <0, tli_r;l te™*' = 400 donc gy n’est pas intégrable sur R, et f(x) n’existe pas.
— T 00
e si x > 0, par croissances comparées, gy (t) o te™xt = o(tiz) donc, par comparaison aux intégrales
(o) o0

—+oo
de RIEMANN, gy est intégrable sur R, donc fo gx(t)dt converge et f(x) existe.

Par conséquent, le domaine de définition D de f vaut D = R%. Pour 0 < x <y,onaVte Ry, e ™' > eyt

donc gx(t) = gy(t) et, par croissance de I'intégrale, f(x) > f(y). Ainsi, f est décroissante sur R .

. e . t3e—xt 400
b. Soit h: R% x R — R définie par h(x,t) = == de sorte que f(x) = f;} h(x,t)dt.

V1+t?

(Hy) Pout t > 0, la fonction x — h(x,t) est de classe C' sur R*.

(H2) Pour x > 0, la fonction gx : t — h(x,t) est continue et intégrable sur R (on vient de le voir) et la
oh —ttet

fonction t — W(X, t) = ﬁ

(H3) Pour a >0, (x,t) € [a; +00[x Ry,

est continue sur R, .

4 —xt
g—z(x, t)‘ = \t/e774 < t2e7 9 = @4 (t) avec @4 qui est continue
1+t

N

et intégrable sur R4 car a > 0.

Ainsi, par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur R et, avec la formule de



+o00 4 —xt
LEIBNIZ, Vx > 0, f'(x f \/jdt Pour 0 < x <y, onaVte Ry, e > e Y ce qui donne
1+ t4
gz (x,t) < 22 (y,t) et, par croissance de l'intégrale, f'(x) < f'(y). Ainsi, f' est croissante sur R%. On peut
donc conclure d’apres le cours que f est une fonction convexe sur RY.

c. On peut utiliser le théoreme de convergence dominée a parametre continu mais, plus élémentairement,

+oo efxt +o0o +o0 efxt efxt +oo 1 L, . .
0<f(x) < f te™*tdt = {— t } + f dt = [— > } = — par intégration par parties
0 x Jo 0 X X 0 X
—xt
avecu:t—tetv:t— —£

qui sont C' sur R, et lim u(t)v(t) = 0. Par encadrement, lim f(x) = 0.
t—o0 x—+00

d. La fonction t — t3e™*! est continue sur Ry et t3e™*t = O<t1 ) par croissances comparées car x > 0.
+oo

Ainsi, g(x) existe. On peut procéder a trois intégrations par parties successives (pour passer de t> & t°) ou,

plus simple, poser t = % = @(u) avec @ qui est une bijection C' strictement croissante de R, dans R, et

avoirg(x):f+°° 3 (4 _ 3l _ 6

e

u
e Ydu=—~r == =
0 X x* x4 x4

8

+ 3 —xt
Pour x > 0, par linéarité de l'intégrale, on a |f(x) — g(x)| = ‘ fo = (:/6774 - t3e_"t) dt’ qu’on écrit aussi
141t
+ + \/ 4 _
[f(x) —g(x)| = f T 3ot (] - +> dt = f T 3ext (M> dt et, avec la quantité conjuguée,
0 V1+t4 0 V1t

+oo —xt 1+t4 —1 +oo —xt
) — g0l = [ e (w +(t4(1 +>w+t4))dt:fo e (ww 1 ww))dt. Or on

+
minore Vt > 0, V14 t*(1++v1 +t4) > 1 donc [f(x) — g(x)]| < j; T {Textdr = ( ) = 7—8 comme ci-dessus.

On a donc f(x) — g(x )+OOO(X]—8) +:Ooo<i) +ooo(g( x)), ce qui prouve que f(x) s g(x) = %.

X
+ +

e. Méthode 1 : pour x €]0;1], par CHASLES, f(x fo h(x,t)dt + fwoo h(x,t)dt > fvoo h(x,t)dt. Or,
X X

+oo +o00 t3 —xt ‘t —xt 7L +o00 xt 7 P
Onaﬂ/x h(X,t)dt L/X m \/*Jﬂ1 = \/ij;/x te dt car \/] +t S \/Et pour

— +00 400 _—xt —xtq+0o0
€ [1/x; +oo[C [1; +o0], douff h(x,t)dt > {—tex ]1/X+f1/x ex dt:eJTZJr[fexz L/X:e%

avec la méme intégration par parties qu’a la question c.. Comme lim % = 400, par encadrement, on

x—+00 ex
obtient finalement lim f(x) = +o0.
xX——+00
, 1 +oo
Méthode 2 : pour x > 0, par CHASLES, f(x) = fo h(x,t)dt + j‘] +ooh(x,t) f] t)dt. Or, on
+oo +o00 —xt 1 +o0 tBefxt 4 4
£ _dt > — & —dt t > 1, 1+t < 2t". Ai
a f1 ! m > ﬁj; 2 dt car Vt > 1, 1+ < insi, comme

+oo —xtq+oo +oo —xt —x —xt7+oo —x —x
f te_"tdt:{—te } —|—f £ dtze——i-{—ez} =&+ & et quelonala
1 X 1 1 X X X 1 X X

—x —x
limite lim (e— + e—z) = 400, par encadrement, on obtient lim f(x) = +oc.
X

x—0+ X X—++00
Pour aller plus loin, avec le changement de variable t = o(u) = E avec la fonction ¢ qui est de classe
! bijective et strictement croissante de R, dans R, on a f(x) = f du donc la relation
44+ ut
+o00 3,—u
2 u’e
x“f(x) = f a(x,u)du en posant a(x,u) = —F=———.
0 Vxd +u

(H1) Pour tout w € Ry, ona lim a(x,u) =ue ™ =b(u).
x—0+



(Hz) Pour tout x € R, u a(x,u) et u+ b(u) sont continues sur R.

(Hz) Pour x € RY et u € Ry, |a(x,u)| = ’ \/7‘ ue ™ = b(u) avec b continue et intégrable sur

R4 comme avant.

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée 4 paramétre continu, lim x*f (x) = fo
x—07F

Par conséquent, f(x) Y X—z donc leg)h f(x) = +o0.
a. Pour x € R, soit gy :]0; 1[— R définie par gx(t) = |In(t)|* = e~ (I La fonction gy est continue
sur ]0; 1] par opérations. Comme In(t) ~ t—1, on a gx(t) 1r\:(1 —t)* = (1—1? Traitons plusieurs cas :
e Six <0, 1im [ In(t)| = +o0 donc tligm gx(t) = 0 et gy se prolonge par continuité en 0 avec gy (0) = 0.

e Si x > 0, par croissances comparées, g (t) = S o(ﬁ) donc gy est intégrable en 0.

e Comme gy (t) ~ ~ (1—1)* = %, par comparaison aux intégrales deRIEMANN, gy est intégrable

(1—-1)
en 1 siet seulement si —x < 1 < x > —1.

Ainsi, gy est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si x > —1. Comme la fonction gy est positive sur ]0; 1], gx

est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si f(: gx converge. Par conséquent, D =] — 1; 4o00][.

b. Posons g :]1; +00[x]0; 1[— R définie par g(x,t) = | In(t)|* = X UMD de sorte que f(x) = j: g(x,t)dt.
(Hy) Pour t €]0;1[, x — g(x,t) est de classe C* sur D et Vk € N*, %g(x, t) = (In(| ln(t)|))kg(x, t).
(H2) Pour x € D, gy : t > g(x,t) est continue et intégrable sur |0; 1] d’apres a..

k
(H3) Pour k€ N* et x €D, t — g—%(x, t) est continue sur |0; 1.
x

k
(Hs) Pour [a;b] C D, t €]0;1[ et x € [a;b], on a ‘g—%(x,t)‘ = [ (| in(0)])[exn(m®D. Comme on
X

k
aln(Jin(¥))) 0=t > 1 ona ‘g—g(x)t)‘ < @q,b(t) en définissant ¢y q,b :J0;1[— Ry par
e x

Ok,ap(t) = ’m(“n(t)‘)‘keb () g ¢ < Lot Pr,a,b() = | In(|tn(t) | eatn(ln®)) g ¢ > 1
e e
La fonction @y q,b est continue par morceaux sur |0;1] et elle y est intégrable car on a comme
k

[ n([n(t)])]

a la question a. t)= ( ) ar croissances comparées et t) ~ d’ou
q (Pk,ab()o \/{ p p Pk,a,b ()]7 (]_t),b
k
n(l1—1t _
Pk,a,b(t) ~ | d )b =o0 ﬁ par croissances comparées et 1-b
O R 2

1—t
D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C* sur D et, pour tout entier k € N*
et tout réel x € D, on a £} (x) = f()] (tn(| ln(t)|))keX (It g,

c. Pour x > —1, dans 'expression de f(x), on pose t = e = ¢(u) avec ¢ de classe C', strictement
décroissante et bijective de R dans |0;1[ et, par changement de variable, f(x) = ffoo eX MW (_e~W)qy
donc f(x) = fo+oo u¥e "du = I'(x + 1). Ainsi, comme on sait que Yn € N, ’'(n+1) = (n+1—-1)! = nl
(puisque par intégration par parties, on montre que ¥x > 0, I'(x +1) = xI'(x)), on a ¥n € N, f(n) =nl.



