SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 5
INTEGRALES A PARAMETRE

[5.1 Intégrales a paramétre}

2 j—
a. Posons, pour (x,t) € (R4)?%,f(x,t) = Arctan(xt) " Arctan(xt) sit # 0 et f(x,0) = x> —x. La convergence

est claire pour x = 0 et x = 1. Soit x € R% \ {1}, alors f(x,.) est continue en 0 par développements limités
1 1\1 : * 1 T
et f(x,t) ~ (f — —)— en se servant du classique : Yy € R%, Arct Arct (7> =Z.
(x, )+OO x 2] q Yy Ty AT an(y) + Arctan Y 5
Ainsi, t — f(x,t) est continue et intégrable sur Ry d’apres le critere de RIEMANN.
b. On a %(x, t) = 1 +2;€4t2 — 3 +]xzt2 sit#£0 et g—i(x,o) = 2x — 1. Donc x %(x) t) est continue sur
Ry quel que soit t € Ry ; t — g—i(x, t) et t — f(x,t) sont continues sur R} quel que soit x € Ry ; de
of 2b 1
W(X’t)‘ STra Ti1a
intégrable sur R,. D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, on a la formule de LEIBNIZ :

+oo
* / _ 2x - 1 _ T
Vx € RY, F(X)_fo <1+x4t2 1+x2t2)dt 2%

plus, si (a,b) € (R%)? avec a < b, on a : Vt € [a;b],

72 = @(t) et @ est

%(X). De plus, F(0) = 0.

c. Comme F(1) =0, on a Vx € R, F(x) =

du

A 24y xZA
Autre méthode : si A > 0 et x > 0, on calcule fo Arctan(x t)t Arctan(xt) dt = f M

par CHASLES et changement de variables linéaire et on encadre par croissance de Arctan ce qui donne

A 24) —
Arctan(xA) ln(X)éfo Arctan(x t)t Arctan(xt)

XA u

dt < Arctan(x?A) In(x) d’ott la valeur de f(x).
e Pour x > 1, on a Vt € {0; g}, x? —sin?(t) = x> — 1 > 0 donc t + In(x? — sin®t) est continue sur [O; %}

donc y est intégrable. Si x = 1, on a juste t — In(x? — sin? t) qui est continue sur [O; %{ mais, en posant

h= %—t, on aIn(x*—sin?t) = In (cos?(t)) = 21n (sin(h)) r(\;Z In(h) donc t — In(x? —sin? t) est intégrable

sur {O; % [ puisque h — In(h) lest sur |0; 1] par exemple.

e Soit g : [1;+o00[X [O; %{ — R définie par g(x,t) = In(x? — sin?t), alors on a les hypotheses (H1) et

(H2) vérifiées (continuité en x a t fixé et continuité en t & x fixé) ; soit b > 1, on a pour x € [1;b] et
te [O;%{, lg(x,t)| < [g(1,t)] + [g(b,t)| = 2In|cost| + In (b? — sin?t) (car x > g(x,t) monotone) or la

fonction t — 21n | cost’ + In (b2 — sin? t) est intégrable sur {O; %[ d’apres ce qui précede donc (H3) est
vérifiée (et donne aussi I'intégrabilité manquante dans (H2)) donc d’apres le théoréme de continuité sous le

signe somme : f est continue sur [1;b] pour tout b > 1 donc f est continue sur [1; +o0[.
e Soit [a;b] C]1;+00], alors si t € [O;%{, x = g(x,t) = In(x? — sin?t) est de classe C' sur [a;b] et

six € [a;b], t = g(x,t) = In(x? — sin?t) et t — %%(x, t) = zzixzt sont continues par morceaux
x° —sin
et intégrables sur [O;%[ (pour %(q voir la domination qui suit) donc (H1) et (H2) sont vérifiées. Or :
t)‘ <

g (x,

2b 2b
0x <

" < — donc (H3) est aussi vérifiée. On peut donc en
a” —sin~t a” —

Y(x,t) € [a;b] x [O;%{,




déduire d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme que f est de classe C' sur [a;b] (pour tout

[a;b] C]1; 4+00[) et donc sur |1; +o00[ et d’apres la f lede L Vx> 1, f(x) = T2 xdt
; ; ; que, d’apres la formule de LEIBNIZ : Vx > 1, f/(x) = o o anli

e En voyant cette derniere intégrale sur }O; % [ (la valeur en 0 ne change rien), on effectue le changement de

variable t = Arctan(u) (ou plutét u = tan(t) qui releve des regles de BIOCHE) et on a donc la relation :

+ 2
Vx> 1, f(x) = f ~ Zxdu car sin?t = —t4V L o Arctan’(u) = ——.
0 (1+u2)<x2— u 1+ tan”t T+u
T+u
X% —1 X% —1
Mi 2 f+<>o xz du i 2 fy Xz du , ke
leux : = ——=— — > = lim u'on intégre en
Vx2 =170 -1 yotoo \/x2 10 x> =1, d &
+(F5—u 1+ (F5—u
x x
2 Yy
f'(x) = lim {#Arctan( uu)] = - .
)= b, V2 -1 x* o VX2

e Ainsi, comme f est continue en 1 et que [1 —|—oo[ est un intervalle, il existe une constante k telle que :

Vx = 1, f(x) = mArgch (x)+k. Or f(1) =2 f In(cos t)dt et on a calculé I'intégrale d’EULER en cours donc
f(1) = —mIn(2). Comme Argch (1) =0,onadonck = —mIn(2) et : Vx > 1, f(x) = nln(x+vx? — 1)—7In(2).

a. Pour tout x € R, la fonction t — e~t"ch (2xt) est continue sur Ry et, par croissances comparées,
—t?xt —t?—xt
e~t"ch (2xt) = & er = = o(t~2) donc cette intégrale f(x) existe pour tout x réel.
o0
b. On définit f: R x Ry — R par f(x,t) = e~t’ch (2xt). Soit a > 0 ( 1) Pour t € Ry, x — f(x,t) est
de classe C! sur R. (H2) Pour x € R, les fonctions t — f(x,t) et t — ( ,t) sont continues et intégrables

sur R, car %(x,t) = 2te"sh (2xt) et que 2te~'"sh (2xt) = o(t’z). (H3) Pour @ > 0 et x € [—a;a],

Vt € Ry, |2te=t sh(2xt)| < 2te " sh (2at) = @q(t) et @q est intégrable sur R, donc, par le théoreme de
+
LEIBNIZ : Fest C! sur R et F/(x) = fo *2te~tsh (2xt)dt = 2xF(x) par IPP.

On integre cette équation différentielle et F(x) = F(O)eXZ avec F(0) = ? (intégrale de GAUSS).

£ (2xt)>"

2n_2n
c. On sait que ch(2xt) = > et, avec un : t — X 2ne=t" ]a fonction uy est continue et
(2n)] ()]
5 5 n=0 n). n).
+oo n 2n +o0o +oo +oo +oo
f lun| = £-X f et dt or f t2ne—t gt = f 2 Tge—tgr = 2n—1 f t2(=De—t" gt
0 (2n)! Jo 0 0 2 0
Hoo o (2n)! = , oo X" V/n
2n —t — — .
par IPP donc fo t et dt = i par récurrence donc fo [un| T 5 par le TITT :

F(x) = Z |X|2n = VT

a. e Pour x € R, la fonction t — t"(ﬂi—&—t) est continue et positive sur |0;4+o0o0[. De plus, t"(1]7—|—t) 3 J—X
1

Ty o t"]“ donc, d’aprés le critere de RIEMANN : (t — est intégrable sur |0;1] si et
o0

1
01+ 1)

seulement six < 1) et (t — ’c"(]li—f—t) est intégrable sur [1; 400 si et seulement si x+1 > 1). Par conséquent :

t— ‘8‘(1]7—&—0 est intégrable sur R* si et seulement si x €]0;1[.

e Soit g :]0; 1[x R} — R définie par g(x,t) = ‘8‘(117—1—07 alors si t € RY, x — g(x, t) est de classe C! sur ]0; 1]
—1n(t)

et six €]0;1[, t — g(x,t) et t — %%(x, t) = sont continues et intégrables sur R* (pour %g voir la

t(141t)



domination qui suit) donc (H1) et (H2) sont vérifiées. Soit [a;b] CJ0; 1], V(x,t) € [a;b]x R,

Pxv| <o

N —In(t) n(t) —In(t) ( 1 ) 1+b
ou (t) = =——sit<1et — =2 —_g¢it>1. De plus = avec <1et
@(t) t°(1+1) o(t) = t4(1+ 1) P t°(1+1) 0 © e 2

aln(t) :0( 1 5 ) avec 1+ 2 > 1 donc ¢ est intégrable sur R* et (H3) est aussi vérifiée. On peut donc
tT(1+1t) o \+3 2
en déduire d’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme que f est de classe C' sur [a;b] (pour tout

+oo _
[a;b] C]0; 1) et donc sur |0; 1] et que, d’apres la formule de LEIBNIZ : Vx €]0;1], f/(x) = fo > txl(T]Li(Bf)t
n 2
e Par la méme méthode, f’ est de classe C' et Vx €]0; 1], /(x) = fo ~ % > 0 donc f est convexe.
1

b. e On effectue le changement de variable t = @(u) = — et @ est une bijection strictement décroissante et
u

0
de classe C' de R* dans R* donc f(x) = f (— ]—2)

+o0o
_ du _ _ 9N
. - du—f ———— =f(1 —x) don

_u
u (1 +u) o uTX(14u)
la symétrie du graphe de f par rapport a la droite x = %
1

“+o0
e La valeur minimale de f est donc prise en 5 par convexité et cette symétrie et f( ) f \[ ] + "

)
Or f+°° W) 1 +t) [2 Arctan(\/{)} :oo donc f(%) = = Min(f).

10;1]
c. Fatigué !
5.5) a. Pas de problt 1— car lim 1= =1 Six> 1 Lo oy ) et istence d
a as de probleme en 1— car lim (o) ix ,on a (o) =o t_XzH et il y a existence de
1/2
£(x). Mais si x < —1, =1 ~ ] t —— > —1__ donc f(x) n'existe pas 1_at
(x). Mais si x < —1, )t 6% )™ e @™ = Tt onc f(x) n’existe pas car fo T
diverge. Ainsi le domaine de définition de f est I =] —1; +o0].

Pour x € [a;400[ avec a > —1, en posant g(x,t) = += Lix %%(x,t) = (t—1)t* donc g(x,.) et %%(x, .) sont

In(t)

continues, intégrables sur |0 ; 1], %%(.,t) continue sur [a ; +oof et V(x,t) € [a;+oo[%x]0;1],

(t—1)t*| < (t—=1)t
avec t — (t — 1)t® intégrable sur ]0;1]. On applique le théoreme de dérivation sous le signe somme et la

1
fi 1 L : Srivabl : > (x) = ~ Di¥dt = (]7 __1 )
ormule de LEIBNIZ : f est dérivable sur [a;+o00] et Vx > a, f'(x) fo (t—1)t*at 2 X+

Donc f est bien dérivable sur I.
b. D’apres la question précédente, comme I est un intervalle, on a ’existence d’une constante k telle que
Yx € 1, f(x) = n (X +2) +%k. Pourn € N* les f, : t — J{_(J) t" sont intégrables sur |0;1], convergent
x + n
simplement vers la fonction nulle sauf en 1 et sont dominées par fo. Convergence dominée : liT f(n) =0
n——+oo

donc Vx > —1, f(x) =1In (w)
x+1

Ou alors t — £=1 est bornée (par M > 0) sur [0;1] donc 0 < f(x f Mtdt = —M_ of k = 0 aussi.
Int x+1

[5.2 Exercices aux oraux des étudiants de PSIlj

Avant tout, f est bien bornée sur R car elle lest sur [0;27] en tant que fonction continue sur un segment et

donc sur R car elle est 2n-périodique.

a. G est tout d’abord bien défini car Vt > 0, |e " *f(x+1t)| < ||f||loe™" et t — e~ " est classiquement intégrable
sur R4 : on conclut par comparaison.
La linéarité de 'intégrale (pour les fonctions intégrables) justifie la linéarité de G.

3



+o0 too
Soit f € E, alors Vx € R, G(f)(x +2n) = fo e 'f(x 4+ 2n+t)dt = fo e 'f(x + t)dt = G(f)(x) car f est
2n-périodique : G(f) est bien 2n-périodique.
e Soit t > 0, la fonction x — e 'f(x + t) est continue sur R par hypothése.
e Soit x € R, la fonction t — e~ 'f(x + t) est continue et intégrable sur R, (déja vu).
o V(x,t) € Rx Ry, e (x4 t)] <||f]loce™ " et t > ||f]|oce™" est intégrable sur R..
Par théoreme de continuité sous le signe somme, G(f) est continue sur R. Ainsi G € L(E).
b. Soit f € E, comme f n’est pas supposée C', on ne peut pas employer le théoréme de dérivabilité sous le signe

. +oo +o0 .
somme, mais Vx € R, G(f)(x) = f e "f(u)du = e~ f e “f(u)du avec le changement de variable
X X

+oo +oo x
u = t+x. u— e “f(u) est continue sur R, donc F : x f e “f(u)du = fo e*uf(u)duffo e “f(u)du
X

est de classe C! sur R et Vx € R, F/(x) = —e *f(x).

Alors, par produit, G(f) est de classe C! avec : Vx € R, G(f)/(x) = e*F(x) — eXe *f(x) = G(f)(x) — f(x).

c. G n'est pas étre surjective car Im(G) C C'(R, R). G est par contre injective car si G(f) = 0, alors
G(f)) = 0 donc f = 0 d’apreés 1’équation différentielle de la question précédente.

d. Comme on sait déja que G(f) = 0 <= f = 0, on peut dorénavant supposer que A # 0.

Soit A € R*et f € E, G(f) =M = G(f) =M = M =AM —f = f = )‘)\;]f ce qui donne, en posant

o= % Vx € R, f(x) = Ce** avec C € R.

Mais comme f est censée étre 2n-périodique, ceci impose C = 0 : pas de valeur propre réelle pour G.
.2
a. Soit ¢ : Ry — R, définie par Vt > 0, ¢(t) = m;% et (0) = 1. @ est continue sur R et comme

ot) = O(l), la fonction ¢ est intégrable sur R, d’apres RIEMANN. Comme 0 < e ** < 1si (x,t) € R2,

+o00 t2
t bien définie sur R,. Soit aussi f: R2 — R, défini _ (st} xt
g est bien définie sur R. Soit aussi f : R — R, définie par f(x,t) = — )

e Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est continue sur Ry.

e Pour tout x > 0, la fonction t — f(x,t) est continue et intégrable sur R, car f(x,t) = 0 <t17>
oo

e Pour (x,t) € R%, [f(x,1)] < ¢(t) et on sait que ¢ est intégrable sur R..
Par le théoreme de continuité sous le signe somme : g est continue sur R, .

b. e Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C' sur R (elle y est méme de classe C>).

of _ Sinz (t) e—xt

e Six >0t f(xt), t = 5.(xt) = 1

sont continues, intégrables sur R, car f(x,t) = o<—2>.
o0

t
e Sia>0et(xt)€ [a;+oo[x Ry, |f(x,t)] < te(t)e”*t =P(t) et P est intégrable sur Ry (voir ci-dessus).
P e s . 1 . , +00 sin?(t) ¢
Théoreme de dérivabilité sous le signe somme : g est de classe C' sur R* et ¢’(x) = — fo — ¢ dt.

~ L1z K x T
Par le méme procédé, g est de classe C* sur RY et Vx >0, Vk > 1, g (x) = (=1) f tho(t)e *tdt.

0

Foo +oo 2it —2it
P " _ .2 —xt qy 1 e e —xt ) R .
c. Ainsi: Vx>0, ¢"(x) = f;) sin“(t)e *tdt = fo (2 e 2 )e dt qu’on sait bien calculer :
migy — [ 1 —xt 1 (2i—x)t 1 (—Zi—x)t:| tee 1 1 B 1 i d
g"(x) [ 2x° 42i—x)¢ TP o T 2x Taiow)  a(zig ) O amdonme
2
9"(x) = 2]7 - ﬁ On integre (R est un intervalle) : IA € R, Vx >0, ¢'(x) = lnéx) - ln(4:— x) +A.

+
Comme t — t(t) est bornée sur R, en notant M = Sup |te(t)|, on a |¢'(x)| <= fo “Metat = M done
>0 x

2
X
A
n(4+xz) *

4
. xIn(x) xIn(x? +4) x
De méme : Jp € R, Vx>0, g(x) = >~ 1 — Arctan (E) + . Or en notant N = Sup |e(t)],
20

lim ¢'(x) = 0. Ceci implique que A = 0 car g’(x)

X——+o00




2
Vx>0, |g(x)| < % ce qui implique que XEng(x) = 0. Comme XIT;(X) — Xln(x4 +4) o _% T 72j
2
Enfin : Vx> 0, g(x) = xIn(x)  xIn(x” +4) — Arctar (&> Lx
2 4 2 2
. . —(1+4%)x?
Soit f: R4 x [0;1] — R définie par f(x,t) = £ e

e Clairement Yt € [0;1], f(-,t) est de classe C' sur R,.
o Vx e Ry, f(x,-) et gf( ,+) sont continues et intégrables sur [0; 1] car elles y sont continues.

® V(X’ t) € R+ x [O; 1]a W(’%t)’ = ‘ —er_“"'tz)xz
sur R. Comme t — M est intégrable sur [0;1], d’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme : G

1 1
est de classe C' sur R, et Vx >0, G'(x) = *ZXL/;) e~ 1+ gt = _gxe> fo e~ X" dt. Six > 0, apres le

2 . .
< Max h(x) =M car h: x — xe™*" est continue, bornée
xX€

X
changement de variable u = tx, on a G'(x) = —2¢ fo e~ du. Six =0, cette relation est aussi vraie.

P . . _¢2 .
Par le théoréme fondamental de l'intégration, comme t — e~*" est continue sur R, on a F de classe C' sur

Ry et Vx >0, F/(x) = e=*". Par conséquent : Vx > 0, G'(x) 4+ 2F (x)F(x) = 0.
On intégre et, comme Ry est un intervalle et que G(0) = % et F(0) =0, Vx > 0, G(x) + F(x)? = % Mais

—x2 ! dt e x . 3 3 b LN :
0 NS G(X) X € \fO 1 tz donc lUim G(X) 0 AAIHSI7 en passant a la limite dans la relation

+
précédente : lim F(x) = ? = fo e au (on retrouve l'intégrale de GAUSS).

X—+00

a. g est continue sur R par théorémes généraux et 1ir51+ g(t) = % par DL.
t—

De plus : Vt >0, 0 < g(t) < t% et t — t]—z est intégrable sur [1;4o00[ donc g est intégrable sur R..
1 — cos(tx)

b. Soit h: R x R% — R définie par h(x,t) = 20 1 )

. Comme V0 € R, |sin(08)] < [9] :

sin(tx) 52h(x f) = cos(tx).

(H7) Pour t > 0, x = h(x,t) est de classe CZ sur R et %(x, t) = 0+t ) o2 Y.

(Hz) Pour x € R, t — h(x,t) est intégrable sur R* car hm h(x,t) = 2 par DL et |h(x,t)] < ;4.

t
.t Qb hie 1) inues sur R
De plus, t = 57 (x,t) et t — 02 (x,t) sont continues sur RY.
X
(H3) Soit a >0,x € [-a;a], t>0: ‘a—h( ‘ < t(1|tjr(|t2) < ] thz = @a(t) et @q intégrable sur RY.
Mieux, V(x,t) € [—a;a] x RY, g ];(x, t)‘ < 1 —:tz =1 (t) et ¥ est intégrable sur R .
X

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme appliqué deux fois, la fonction f de classe C2 sur R et on
+ +
a les formules f'(x) = f ~ Mdt et f'(x) = f ~ L(tx)dt pour tout réel x.
o t(14+1t%) o (1+t%)
On prouve Yu € R, |1 — cos(u)| < u? donc [f(x)| = ‘f+oo Mdt’ < erOO Ldt _ m? <x?
’ ) o t*(14+tH) 1T Jdo 200+t 4 =
pour tout x car w < 4. On peut aussi étudier la fonction u : x + x? — f(x) sur Ry (car f est clairement

paire), déterminer son tableau de variations et conclure que u est positive sur Ry en se servant du fait que

[f"(x)] < f+oc %dt =T que f(0) = f'(0) = 0 (clair avec I'expression intégrale).
o (141t 2

. ey ot tfeos(tx) . ot l—cos(tx) .t gt [T 1 —cos(tx)
c. Sixe R, f'(x) —f(x) = fo 20+ +t2)dt fo 0+ dt = fo e fo —z dt.




“+o00 +oo
f dt 5 = [Arctan(t)} = T et avec le changement de variable u = tx (si x > 0) dans la seconde
0 1+t 0 2

Hoo 1 — +
intégrale : fo ~ ]iﬂdt =x j;) ~ g(u)du = ax. (E) est aussi vérifié si x = 0 car f(0) =0 et f/(0) = %

d. On résout 'équation différentielle sur R4 en tenant compte de f(0) = f'(0) = 0 avec la solution particuliere
y(x) = ax — % et on a Vx > 0, f(x) = %(Ch (x) = 1) + a(x — sh (x)).

Mais pour respecter |f(x)| < x?, on doit avoir a = T sinon f(x) ~ (E - 9)6".
2 +oo \ 4 2
+ - +00 i
Avec une IPP ad hoc dans fo = %, on a l'intégrale de DIRICHLET : fo = Su;(t) dt = %

— 2.2
a. Soit f: R x R} — R définie par f(x,t) = %e*t. Comme 1 — cos(xt) S % + 0(t?), la fonction

2
t — f(x,t) se prolonge par continuité en 0 par f(x,0) = X? De plus, tliln t2f(x,t) = 0 donc t + f(x,t) est
—+o0
continue et intégrable sur R par RIEMANN et F(x) est bien défini pour tout x € R.
b. (Hp) Pour t € R*, I'application x — f(x,t) est de classe C! sur R.

(Hz2) Pour x € R, t — f(x,t) est continue et intégrable sur R (on vient de le voir), t — %(x, t) = smfxt) et

2
est continue sur R%, t — %(x, t) = cos(xt)e " est continue sur RY.
x

(H3) Pour a > 0, x € [—a;a], t >0,

g—x(x, t)‘ <ae ' = @q(t) et @q est continue et intégrable sur R .
2
Globalement, V(x,t) € R x R, ’%(x, t)‘ <e "= ¢@i(t) et @1 est continue et intégrable sur R .
X

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme qu’on applique deux fois, la fonction F est de classe C?
, +oo gin(xt) _¢ . +o0 —t
sur R et on a les formules (LEIBNIZ) F/(x) = fo — dt et F/(x) = fo cos(xt)e tdt.

+oo 400 .
c. Ainsi: F'(x) = fo cos(xt)e tdt = Re (j; e(l"’”tdt) = Re (1 ]ix) =3 _: >. Comme F(0) =0,
- x

on a F/(x) = Arctan(x) et on intégre ; comme F(0) =0 : F(x) = x Arctan(x) — %In(l +x2).

2

1
a. Clairement g(0) = fo . +]t2 dt = [Arctan(t)]} = % De plus, pour x > 0, Vt > 0, 0 < e~ (1+)x% ¢ o—x

1
et 172 < 1,donc 0 < g(x) < fo e’ dt=e* et lim e * =0 donc, par encadrement, lim g(x) =0.

1+t x—+00 x—+00
) o e—(1+tz)xz
b. Soit h: R x [0;1] — R définie par h(x,t) = i
o Vt € [0;1], x > h(x,t) est de classe C' sur R par opérations.
eVx € R, t+— h(x,t) et t — g—g(x, t) = —2xe~(1+t%* sont continues donc intégrables sur le segment [0;1].

o V(x,t) € R x [0;1], ’g—z(x, t)‘ < 2|x|e_"2 <et)=MouM = Maﬂéc(2|x|e_"2) ; @ est intégrable sur [0;1].
XE
Ainsi par le théoreme de dérivabilité sous le signe somme : g est de classe C' sur R et on a la formule
1 2\.2 2 pl 2 2 X 2 2
/ — _ —(14+t%)x — _9e—X —(tx) — _9Jp—X —u — _9Jp—X
vx € R, ¢'(x) Zfo e xdt 2e j;) e xdt 2e fo e " du 2e7* f(x) en
posant u = tx si x # 0. Mais si x = 0, on a clairement g’(0) = 0 donc ¢’(0) = —2e—°2f(o) car f(0) = 0.
On en déduit alors que Vx € R, g'(x) = —2f'(x)f(x) par le théoréeme fondamental de 'intégration car t — et

est continue sur R.

c. Comme R est un intervalle et que (g+f%)’ = 0 sur R, il existe C € R telle que Vx € R, g(x)+f*(x) = C > 0.

6



Comme f(0) = 0, on en déduit C = g(0) = % d’apres a.. Comme f est une fonction positive, on a donc

+oo
Vx € R, f(x) = /f( / . De plus hm g(x) =0ainsi lim f(x) = ? = fo e Udt=1

X——+00 X—-+00

a. Soit fn : R x [0;1] — R définie par fn(x,t) = (1 — t2)™ cos(xt).
oVt € [0;1], x — fn(x,t) est de classe C! sur R.
eVx € R, t— fr(x,t) et t — aaL;‘(x, t) = —t(1 — t?)™ sin(xt) sont continues donc intégrables sur [0;1].

o V(x,t) € R x [0;1],

T (x, t)‘ < 1= o(t) et @ est intégrable sur [0;1].

1
Ainsi, Sy, est de classe C' sur Ret Vx € R, S/ (x) = — fo (1 — t2)™t sin(xt)dt.

2 +1 2n+2
211 ! S“(X) + inn! siL(X)

b. Pour A, est dérivable parce que S, l'est et on a facilement xA’ (x) = (2n + 1) —

2n+2 2n+42
ce qui donne xA’: (x) — (2n + 1An(x) = Xz:: “sh(x) = in% C[=(1 = )™ [sin(xt)]dt. On effectue une
n! n!
_ 2\n+1
IPP en posant u(t) — % W(t) = sin(xt) dlott W(t) = —(1 — 3)™t et v/(t) = xcos(xt). Ainsi
n
1 _ y2\n+1 1 1 _ 2 \yn+1
fo [—(1 = t2)™t] sin(xt)dt = [% sin(xt)] 5 ¥ fo { tz()n T 1c)os(xt) dt dont on déduit la relation
1 T (1 — %)™ cos(xt)
—(1 — )] si —
fo [—(1 — t5)™t] sin(xt)dt x‘/;) 2(n+1) dt.
2n+2 2n+3 2yntl
Alors on a XZTT:n! Sh(x) = S T;+] ' n—|— ]C)OS(Xt) dt = —An41(x) et on peut conclure que

xAL (x) = (2n 4+ 1)An(x) — Ant1(x) comme attendu.
L sin(x) . . . e
c. So(x) = j;) cos(xt)dt = ——=% si x # 0 et So(x) = 1. Ainsi Ap(x) = sin(x) et on a bien 'initialisation
x

Ao(x) = Up(x) sin(x) + Vo (x) cos(x) avec Up(x) =1 et Vo(x) = 0. Up est pair et Vy est impair et ce sont bien
des polynomes de degré inférieurs ou égaux a 0.

Soit n > 0, si 'on suppose qu'il existe deux polyndémes U, et V;,, a coefficients entiers et de degré inférieur
ou égal a n tels que U, soit pair, V4, impair, et Ay (x) = Un(x) sin(x) + Vi (x) cos(x), alors, en dérivant, on
obtient la relation suivante An41(x) = (2n + 1)An(x) — xA (x) qui devient aprés substitution :

Ant1(x) = ((2n 4+ 1Un (x) — xUL (%) + xVn(x)) sin(x) + ((2n + 1)Vn(x) — xV7 (x) — xUn (x)) cos(x)

Ainsi An41(x) = Ung1(x) sin(x) + Vg1 (x) cos(x) en posant Uny1 = (2n 4+ 1)Uy, — XU, + XVy, qui est bien

pair de degré inférieur ou égal A n+ 1 et Vyp1 = (2n 4+ 1)V — XV/, — XUy qui est bien impair de degré
[n/2]

inférieur ou égal & n + 1. On conclut par principe de récurrence. d. En écrivant U, = > a2 X?* ot les
k=0

azk sont des entiers, on a

[n/2] k [n/2]
Tt
Up = ann(*) =q™ Y anPr= > anpkq" ke Z
2 k=0 q k=0

-

2n+1 2\ n n
) Sn(ﬂ) = E(ﬂ—) S (2> Il est clair que |Sy(x)| < 1 par majoration

2 2\4 /) 2™n!Th
)‘I’l
. Par croissance comparée, il vient lim u, = 0.

n
e. De plus, un = (

—~

=

~
N

2™n!
brutale donc |un| < %
f. Une suite entiere qui tend vers 0 est forcément nulle & partir d’un certain rang (prendre e = %) Ainsi :

Ino € N, Vn = ng, up, = 0. Mais comme un, =0, on a A,, (%) = 0 car q # 0 donc Sy, (%) = 0 ce qui

7



1
montre que fo (1—t%)"° cos (%t) dt = 0. Mais l'intégrale sur [0; 1] d’une fonction positive continue est nulle

si et seulement si cette fonction est nulle. Alors Vt € [0;1], (1 —t%)™° cos (%) = 0 ce qui est absurde.

us s

2
On en conclut que y est irrationnel, et ceci implique aussi que sa racine 5 et donc 7 sont irrationnels.

a. Soit x € Ret gy : t — += 1 ¢¢. La fonction gx est continue sur ]0; 1[. Comme lim -1 1, la fonction
In(t) t—1- In(t)

gx se prolonge par continuité en 1 en posant gy (1) = 1.

e Six>—1,0na -l %_H et f(x) existe par comparaison avec les intégrales de RIEMANN.
In(t) o+ O
eSix < -1, t= Lpx o 1 et 1 = 1 alors que t > — n’est pas intégrable sur |0; 1| car
* T n(t) o+ WIn(t)t* T In(e)t* T tin(t) d tin(t) P & 1511

t = In(] In(t)|) n’admet de limite finie ni en 0 ni en 1. Ainsi le domaine de définition de f est I =] —1; 4o0][.
]

Soit g :] — 1; +00[x]0; 1[— R définie par g(x,t) = J{?t])tx. On a %}%(x,t) = (t— 1)t~
n
o Vt €]0;1[, x = g(x,t) est de classe C' sur L.
eVx el t g(x,t)ett— %}%(x, t) sont continues, intégrables sur ]0; 1] par RIEMANN.
(t—1t*

e Pour a > —1, V(x,t) € [a;+0o0[x]0;1], < (t—1)t® avec t — (t — 1)t® intégrable sur ]0; 1]

1
Par dérivation sous le signe somme, f est C' sur I et Vx > —1, f'(x) = fo (t—Nt*dt = (i - _]|_ ]>.
X X

b. D’apres la question précédente, comme I est un intervalle, on a l’existence d’une constante k telle que

Vx € 1, f(x) = In (%) 4+ k. Pourn € N* les f,, : t — J{;(t])t“ sont intégrables sur ]0; 1], convergent
x n
simplement vers la fonction nulle et sont dominées par fo qui est intégrable.

x+ 2)

x+1/

tl_t] étant prolongeable en une fonction continue sur le segment
n

Par convergence dominée : lim f(n) =0 ; donc k =0 et ¥x > —1, f(x) =1In (
n—-+oo

On aurait aussi pu dire que la fonction t —

M
x+1

1
[0;1], elle est bornée (par M > 0) sur [0;1] donc 0 < f(x) < fo Mt*dt = et on retrouve k = 0.

a. Soit f:] — 1;1[x[0;71] — R définie par f(«,x) = n(l + acos(x)) avec la valeur f(oc, %) = o qui est un

cos(x)
prolongement par continuité puisque lim cos(x) = 0 donc, si « # 0, In(1 + «ccos(x)) ~ acos(x).
x—71/2 7t/2

o Vx € [0;7], o > f(a,x) est de classe C! sur | — 1;1[ (méme si x = TE()

o Yo €] — 1; 1], les fonctions x — f(x,x) et x — g—;(oc, x) sont continues donc intégrables sur

_ 1
1+ «cos(x)

[0; 7] car aa%((x) n/2)=1= ] +1(X.O donc aa—&(cx) x) = m est valable pour tout x € [0; 7.
7T
On en déduit que I est de classe C' sur | — 1;1] et que I'(«) = fo ]_de#(x).
On pose x = 2 Arctan(t) dans cette intégrale et on obtient classiquement I'(e) = eroo 2dt .
0 T4a+(1—at

—+o00
On calcule encore et on parvient & I'(«) = ——2—— [Arctan (t 1—a )} =T .
P (=) V1—o? T+a/lo 1—o?

b. Comme f(0) =0 et que | — 1;1[ est un intervalle : Voo €] — 1;1[, I(a) = wArcsin(x).
1
V1—o?
py mi(2n)! 5
cours) : Vo €] — 151], 1 — mArcsi — _om™en):  2n4d
ours) : Vo €] [, I(«x) = mArcsin(«) HZ::O )i 2n £ 1)
série entiere vaut 1 soit parce qu’on le sait, soit en utilisant comme dans le cours la regle de D’ ALEMBERT.

c. On connait le DSE de « qu’on inteégre pour trouver celui de Arcsin et on a (c’est presque du

. Le rayon de convergence de cette

8



On aurait aussi pu faire cette question indépendamment des résultats précédents en écrivant, puisque

400 (__1yn+1 n n

acos(x) €] — 1;1] pour « €] — 1;1] et x € [0; 7], la relation In(1 + acos(x)) = > (=1) cos™ (x)a .Ona
n=1 n

+oo (__1\n+1 n—1 n _1\n+1 n—1 n
donc I(«) = fﬂ (=1) cos™” (x)a dx. On pose fn(x) = (=17 cos™ (»)a sin > 1. Comme il
0 n=y n n
n n
est clair que ||fn|]oo,jo;n] = o Y o converge. On a donc convergence normale de > f, sur le seg-
n n>1 n n>l

400 +00 1 \yn+1 n—1
ment [0;7t] done Voo €] — 1;1[, () = > fon fn(x)dx = > Ina™ en notant I, = L/:[ (1™ cos™ (x) dx.
n=1 n=1

n
Ceci prouve que I est développable en série entiére avec un rayon supérieur ou égal a 1.

Comme cos(mt — x) = —cos(x), par le changement de variable x = m — t dans lintégrale, on a Ipn = 0

|
et Ipngpr = ZZTYV—iz—nl ot Wy, = % est la classique intégrale de WALLIS. Ainsi, par STIRLING ou

. Tt . 7
directement VVALLIS, |Izn+1| ~ 2#/2 et le rayon de convergence vaut 1 par croissances comparees.
“+o00 2n

x—1
a. Soit x € R et la fonction gy :]0;1[— R définie par gx(t) = £ =1 Clairement, gx est continue sur

In(t)
]0; 1. De plus, gx est de signe constant sur ]0; 1] : positive si x < 1 et négative si x > 1. On a g1 = 0.
Si x # 1, comme t*~! —1 = &=DMME 1 et que liql In(t) = 0, on a t*~ 1 —1 1~(x — 1) In(t) donc
t—1- -

gx (1) ]fj(x — 1) et gx se prolonge par continuité en 1 en posant g5(1) =x — 1 (et méme si x = 1 d’ailleurs).
e Six =1, gy =0 donc f(1) existe et f(1) = 0.

Six >1,gx(t)~— 1
*Six>T ()5 —1m
sur ]0; 1[ car elle se prolonge en une fonction continue sur le segment [0; 1].

donc gy se prolonge par continuité en 0 en posant g, (0) = 0. g est donc intégrable

e Six <1, gx(t) N U_X]m Six >0, gx(t) ﬁo(t]]f%) et, d’aprés RIEMANN, gy est intégrable sur ]0; 1.

1 ‘ 1 ’ 1
> tt— ———
Tl - i@ © tin(t)
admet pour primitive t — In(]| In(t)|) qui n’admet pas une limite finie en 0 : gy n’est pas intégrable sur ]0; 1[.

Par contre, si x < 0, Vt €]0;1],

n’est pas intégrable sur ]0; 1] car elle

Au final, le domaine de définition de f vaut D = R7.

~1
b. Soit g : R} x]0; 1[— R définie par g(x,t) = txlni(t_)] Alors :

(Hy) Vt €]0; 1], x > g(x, t) est de classe C' sur R.

(H2) Vx > 0, lapplication gy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur ]0;1[ (on vient de le voir) et

t— %%(x, t) = t*~1 est continue sur |0; 1] par opérations.

H3) Soit a > 0, Vx € [a;+o00], Vt €]0;1], 99 xt)| = 77 <1271 = @gq(t) et @q est continue et
ox

intégrable sur ]0; 1 (intégrales de RIEMANN).

1
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur R% et Vx >0, f'(x) = fo - Tat =1

X
Comme R est un intervalle et que f(1) = 0, on a donc Vx > 0, f(x) = In(x).

1
a. 1(0) = Zfo Mdt. Cette intégrale converge car h : t — M est continue sur ]0;1] et se

(_])n+1tn71

prolonge par continuité en 0 en posant h(0) = 1. De plus, Vt € [0;1], h(t) = g - (et méme
n=
7 . . (=t ! .
pour t = 0) connaissant le DSE de In(1 +t). Si on note hn(t) = S comme cette série converge
. LR ()RR o 1 1
par le CSSA pour t € [0;1], on a [Rn (t)]| = s . S oo < - done [|Rn|]so,[051] < e



donc la convergence de Y hy est uniforme vers h sur intervalle borné [0; 1[. On peut donc intervertir ce qui

n>1
n+1 th— 1dt 400 ( )n+1 2
donne 1(0) =2 Z f Z =20(2) = % (classique : termes pairs/impairs).
= ] ,
b. Soit f : {0; 725} x [0;1] — R définie par f(e,t) = fo tn(1 +2tcss(a) Tt )
oVt € [0;1], o = f(a, t) est de classe C! sur R.
—2sin(a) . .

o Vo € [O' E} t— f(o,t) et t — of (ot sont continues donc intégrables sur [0;1].

x 72 ’ (OC ) ao((OC ) ]+2tCOS((X>+t2 g [ ’ }

o V(ayt) € [o;g] x [0;1],

Ainsi, la fonction I est de classe C! sur [O; E} et I'(0) = 0 clairement. Par contre, pour « # 0, on a les

g—;((x, t)‘ < 2= (t) car 14 2tcos(a) +t> > 1 et @ est intégrable sur [0;1].

2

T 9 1
relations I'(«) = f 2sin(o) = -2 f sm( )dt > = —2 [Arctan (Mﬂ .

0 14 2tcos(x) sin? (t + cos®(«)) sin(o) 0
Ainsi, puisque Arctan (m) = Arctan ( . ZCOS (“/2> ) = Arctan (tan (E - ﬁ)) =T _ &gt

sin(o) 2sin(«/2) cos(a/2) 2 2 2 2
Arctan (M) = Arctan (tan (ﬂ - cx)) =T o I'(a) = — 20t — T+ ¢ = —a (méme si « = 0).
sin(o) 2 2

2 2 2
Comme {0; 721} est un intervalle et que 1(0) = %, on a Vo € [0; 721}, () = % — 0‘7.

a. Soit x > 0, posons u : t +— 1 —cos(t) et v:t— —]i-t' Alors u et v sont de classe C' sur R et le
x

2
crochet [uv]§™ converge car lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 puisque 1 — cos(t) ~ L Ainsi les intégrales
t—0+ t—+o0 o2

+oo —+oo
fo u'v et f . wv’ sont de méme nature. Or uwv’ est continue en 0 si x > 0 et se prolonge par continuité en
1 — cos(t)

2 — 7% donc uv’ est intégrable sur ]0;1]. De plus u(t)v/(t) = 0 (lz)
o0

0six =0 car u(t)V'(t) = — "

“+o0
donc uv’ est intégrable sur [1;4-00[. Par conséquent, uv’ est intégrable sur R* , I'intégrale fo wv’ converge

+ +00 gi
donc, tout comme fo F v = fo = SU:_(? dt (de méme nature). De plus, comme le crochet est nul, on a
x
oo sin(t) +oo ( 1 ) +o0 1 — cos(t)
——=dt = — 1— t)) X (| ———— )dt = ——5~dt.
fo x+t fo (1 = cos(t)) (x +t)* fo (x +t)*
b. Soit maintenant g : Ry x R% — R définie par g(x,t) = %.
X

e Vt >0, x — g(x,t) est continue sur R*.
e Vx >0, t > g(x,t) est continue et intégrable sur R* (déja vu avant).
o V(x,t) € Ry x R, [g(x,t)] = g(x,t) < ]_:%(t) = ¢(t) avec ¢ intégrable sur R* (déja vu avant).

On peut donc conclure par continuité sous le signe somme que f est continue sur R, .

+
L’intégrale de DIRICHLET est f(0) et vérifie f(0) = fo o0 sm;( )dt 5
a. Six#0,h:t— ! est continue sur R et h(t ) iz donc h est intégrable sur R,.
V62 )0+ ) <t

Par contre, six =0, h: t— \/%2 est continue sur R% et h(t) ¥ % donc h n’est pas intégrable sur RY.
14+t
L’ensemble de définition de f est R*. f est clairement paire, il suffit d’étudier son aspect C* sur R7.

+oo
Soit g : R% x RY — R définie par g(x,t) = ] de sorte que Vx #£ 0, f(x) = fo g(x,t)dt.

V62 +2)(1 4 2)
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2 2.2
On a 29 —x , puis M(X t) = — 2x” —t . Si on suppose, pour un

ox () = V62 1230+ 2) ox V62 12301 4 2)
Pk(x, t)

\/(XZ + t2)2k+1 (] + tZ)

oP

2 2\ 0Pk

Kot (7 +17) == (x1) = 2k + 1)xPi(x, 1)

inférieur ou égal a k, gTHg(X» t) = x v Pryi(x,t) avec
X \/(Xz F12)2K43(1 4 2) \/(Xz F12)2K43(1 4 12)

Pro1(x,t) = (x2 +t2) apk( x,t) — (2k+ 1)xPx (x, t) qui est polynomial en x, t de degré inférieur ou égal & k+1.

Kk
entier k > 1, que g—xg(x, t) = avec un polynome Py en deux variables de degré total

Pour t > 0, la fonction x — g(x,t) est de classe C> sur RY.

Pour x € R% et k € N*, la fonction t — g(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir) et

K
toutes les fonctions t — g—%(x, t) sont continues sur R .
x

k .
Pour [a;b] C R% et x € [a;b] et k € N*, comme t — Pr(x,t) = > Qi(x)t' est polynomiale de degré

inférieur a k (on peut étre légerement plus précis et montrer que Py est homogene de degré total k), que

toutes les fonctions polynomlales Qi sont bornées (car continues) sur le segment [a;b] (par M;), alors

Uk (t
’ () = @k [ab] (1) O( 31/2*)
\/ +t2)2k+1 (] +t2) +oo t

Vs 0, [Pr(x )] < 30 Mith = Uy (t) done \
i=0

donc @y [q;p] st continue et intégrable sur R7 .
Par un théoreme du cours, f est de classe C*> sur R (donc sur R*).

b. Pour x > 0 on pose t = xsh (1) = @(u) avec @ qui est C', bijective, strictement croissante de [0; | dans

[0;1] ol sh(x) = 1. Ainsi, il vient [ L = a car 1+ sh?(u) = ch?(u)
x 0 VXZ"'tZ \/x2 + x2sh?
x —
Or sh(x) = % =1 donc, en posant A = e* > 1, on a xAZ —2A —x = 0. On résout et on trouve
X
\/ 2 1 2
A= u donc o = f e dt = =1n (l tVItx ) (mais Argsh est hors programme hein !).
x- +t x

—+oo
f 2) 2 f1 2) 2) f 2) 2) \[ f 24 t2
2+12) 1+t 2+42) 1+t 2442)(1+t
1 1+V1+x%2 L3 . _
donc f(x) > 7 In ( ——~—"") et on déduit par encadrement que hm f(x) = +o0.
x

dt
f] \/ 21 2)(1442)

+
gf Ood—itzl. De plus,
\/ +t2 1+t2) Tt

1= (avec la quantité conjuguée) donc ‘ ( - 1)’ <tet
\/ x + t2 \/ 1+ 12

] —_ =
V1 + 2 1+ V1421 + 2

1 1 ( 1 71> ‘ tdt* —. Par conséquent, f donc comime
’f \/x +t2 V142 f o f VX2 4 12

U I'é lent int 6di f(x
Lim f m = 400, on a ’équivalent intermédiaire f m

Evaluons la différence, f(x

)dt+

f m f Vx2 +t2(\/1+t2

+
Or l'inégalité /(x2 +t2)(1 +t2) > t* montre que f1 =

commef ﬁ:m(”Wﬂ ) =1+ VT2 - In(x) % = n(x) +0(1) x — n(x) + o(In(x)),
on a donc f ﬁz—m( x). Au final, onaf(x)B»—ln(x).
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d. On sait que Vt > 0, x? + t2 > 2tx donc Vx > 0, 0 < f —=——": lim f(x) =0 par
f / ]—|—t2) xX—+o00
+oo —+o0
encadrement. Mieux f(x f xdu -1 j;) du — 1 (l> avec le
/(1 +u2)(+xu?) \/(1+u2)(12+u2) s

changement de variable t = xu donc, avec la question c., f(x) ~ 1 ( —1n (l)) = ln(x).
+oo X X

xt —xt
Pour tout réel x, la fonction hy : t — e~ ch (xt) est continue sur Ry et ch (xt) = % =4 O(elxlt)
o0

donc e~ ch (xt) = O(e~t"FIxIt) = o(e™ ") donc hy est intégrable sur R et H est bien définie sur R.
oo o0

Soit f: R x Ry — R définie par f(x,t) = e tch (xt), alors :

e Vt > 0, la fonction x + f(x,t) est de classe C! sur R.

e Vx € R, la fonction t — f(x,t) est continue et intégrable sur R, (on vient de le faire).

e Vx € R, la fonction t — gf (x,t) = te=t"sh (xt) est continue sur R..

e Soit a > 0, on a la majoration Vx € [—a;a], ¥t >0, ’%(x, t)‘ < te*tzsh(at) = @q(t) et q(t) = O(t]—z)
o0

par croissances comparées donc la fonction ¢, est continue et intégrable sur R, .
“+o0
On en déduit que H est de classe C' sur Ret Vx € R, H'(x) = j;) te~*"sh (xt)dt. On pose u(t) = sh (xt) et

,tz

v(t) = —€ de sorte que u et v sont C! sur Ry et w(0)v(0) = tl}m}ou(t)v(t) = 0 par croissances comparées
donc, par intégration par parties, on a H’'(x) = — f;—oo u(t)v(t)dt = %f(:roo e~tch (xt)dt = %H(x). On
2
integre et A € R, ¥x € R, H(x) = )\e%z. Comme H(0) =A = ?, au final, ¥x € R, H(x) = \fzeXT
a. Soit x # 0, f(x f f/(u)du et on pose u = tx = @(t) pour que, par intégration par parties puisque ¢
est une bijection de classe C' et strictement monotone de [0;1] sur [O x|, on ait bien f(x) = x f f'(tx)d
b. Soit g : R — R définie par Vx € R, g(x f f'(tx)dt = f T(x,t)dt en posant r(x,t) = f'(tx). Alors :

e Pour t € [0;1], la fonction x + '(tx) est C' sur R car f est C? sur R.

e Pour x € R, t — /(tx) est continue donc intégrable sur [0;1], t — gr (x,t) = tf”(tx) est continue sur [0;1].

e Pour a > 0, comme f’ est continue sur le segment [—a;a], IMq > 0, Yy € [—a;a], |f'(y)| < Mq. Ainsi,
pour x € [—a;a] et t € [0;1], on a g—;(x, t)‘ < Mg = @q(t) avec ¢4 continue donc intégrable sur [0;1].

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, g est C' sur R (car sur tout [—a;a]) et on a bien
g (x) = f(; tf”(tx)dt. Il existe g € C'(R, R) telle que Vx € R, f(x) = xg(x) (méme si x = 0 car f(0) = 0).
Plutot que de recommencer a partir de I’expression de g, on va utiliser la relation de TAYLOR-reste intégral
pour écrire que Vx € R, f(x) = f(0) +xf'(0) + fox(x —w)f(u)du = fox(x —w)f’(u)du. Six # 0, en posant le

1
changement de variable u = tx comme avant, on a f(x) = x? fo (1 —t)f"(tx)dt (relation méme pour x = 0).

1 1
Soit h: R — R définie par Vx € R, h(x) = fo (1—t)f"(tx)dt = fo s(x,t)dt en posant s(x,t) = (1—t)f"(tx) :
e Pour t € [0;1], la fonction x — (1 — t)f"(tx) est C' sur R car f est C3 sur R.

e Pour x € R, t — s(x,t) est continue donc intégrable sur [0;1] et t — gi (x,t) = t(1—t)f"”"(tx) y est continue.
e Pour a > 0, comme f”’ est continue sur le segment [—a;a], ITq > 0, Yy € [—a;a], |f"(y)] < Tq. Ainsi,

gi (x, t)‘ < Tq = Pa(t) avec P continue donc intégrable sur [0;1].

pour x € [—a;a] et t € [0;1], on a

12



Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, h est C' sur R (car sur tout segment [—a;al) et on a
bien h'(x) = fol t(1 — t)f"(tx)dt. Ainsi, il existe bien h € C' (R, R) telle que ¥x € R, f(x) = x*h(x).
Question intermédiaire : le graphe de la fonction f passe par (0,0) avec une tangente horizontale en ce point
et est convexe (le graphe est au dessus de toutes ses tangentes). Comme f’ est strictement croissante, on a
par exemple f'(1) > 0 donc Vx > 1, f(x) — f(1) = f'(c)(x — 1) pour un ¢ €|1;x[ donc f'(c) > (1) ce qui fait
que f(x) = f(1) + '(1)(x — 1) (ceci traduit que le graphe de f est au-dessus de la tangente de f en (1,f(1)))
mais comme f'(1) > 0, ceci impose que xEToo f(x) = +00. De méme m f(x) = +o0.

c. Comme f” > 0 et t — 1 —t est positive sur [0;1] et ne s’annule qu’en 1, la fonction h définie comme
ci-dessus est strictement positive (méme en 0 ot h(0) = fﬂzﬂ) Soit @ : R — R définie par ¢(x) = xy/h(x).
Par composée, comme /o est C! sur R%, ¢ est de classe C'sur R; ¢ <0sur R* et ¢ >0 sur R7

Comme f” est strictement positive, la fonction f’ est strictement croissante. Puisque f/(0) = 0, on a f' < 0

sur R* et f >0 sur R%. Ainsi, f est positive sur R et ne s’annule qu’en 0.

Six >0, p(x) = +/f(x) >0, donc ¢'( > 0 et @ est strictement croissante sur R* .
() = VT z\ﬁ d
Six <0, p(x) = —/f(x) <0, donc ¢'(x) = () > 0 et @ est aussi strictement croissante sur R* .
2\/f(x)
Par conséquent, ¢ est injective sur R car strictement croissante. Comme lim f(x) = lim f(x) = 400, on
Xx—+00 X——00
obtient lim ¢(x) = +ooet lim @(x) = —oo donc, par continuité de @, ¢ est surjective de R dans R. Au
X—>+00 X——00

final, ¢ définie comme ceci est de classe C', réalise une bijection de R dans R et vérifie Vx € R, f (x) = cpz(x).
a. La fonction ¢ est continue sur R, ¢ est paire et ¢(t) o o(t1 ) donc ¢ est intégrable sur R, donc sur
(oo}

R par parité : I existe. On connait I'intégrale de GAUSS : I = /2.
(t=X)? | k2

b. Méthode 1 : pour t € R, on a @(t)ekt = e~ 2 "2 . Comme avant, la fonction t — @(t)e*t est
+oo
continue sur R et @(t)et ~ o( ] ) et o(t)e*t = o(lz) donc f @ (t)ektdt converge.
+oo \t? —oo A\t —o0
+oo +oo _ul k2 X2 k2
En posant t = h(u) = u + k dans cette intégrale, f o(t)ektdt = f e uz TTdu=e21=¢2+2m
- —00

—t? + +
Méthode 2 : On pouvait aussi poser f(k,t) = e 2 e*t de sorte que g(k) = f ~ @(t)ektdt = f > f(k, t)dt.
— 00 — 00
(H1) Pour t € R, la fonction k ~ f(k,t) est de classe C' sur R.

(Hz) Pour k € R, la fonction t — f(k,t) est continue et intégrable sur R car e 2 ekt = o (—2>

Z
De plus, t — af(k t) = te =2 ekt et continue sur R.

(H3) Pour a > 0 et (k,t) € [-a;a] x R, on a gl]:(k t)‘ @a(t) = te 2 e%tl. Comme @, est continue sur

R avec @q4(t) = o(tlz), on peut donc dériver sous le signe somme.
oo

too  —t7 o . .
La fonction g est donc C' sur R et g'(k) = f te”2 ektdt. On effectue alors une intégration par parties
— 00

2
en posant u(t) = —e 2 et v(t) = e, u et v sont de classe C' sur R et im u(t)v(t) = 0 donc on obtient
— =00

too 1 o TP 15
g'(k) = f ke 2 eXtdt = kg(k). On integre cette équation différentielle : IA € R, Vk € R, g(k) = Ae 2 .

— 00

kZ

Or g(0) =1=+/2n =2 donc Vk € R, f t)ektdt = 2me 2 .
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2

—tx
a. Soit x > 0 et hy : t — ———. Alors h, est continue sur R% et hy(t) ~ 1 done h, est intégrable sur
Vi +t 0Vt
10;1]. Comme x > 0, hy(t) = o( ) donc hy est intégrable sur [1; 400 aussi donc f(x) existe pour x € R*.
o0

—tx?

Soit g : R*% x R% définie par g(x,t) = —<

Vit
2

tx
e Pour tout > 0, la fonction x — g(x,t) est de classe C! sur R et %q(x, t) = —Zx\f\;zi
=+ 1

e Pour tout x > 0, la fonction t — g(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir).

e Pour tout x > 0, la fonction t — %CQ(X, t) est continue sur RY.

. gg eftaZ .
e S0it 0 < a < b, x € [a;b] et t > 0, alors ‘ax (x, t)‘ < Zbﬁﬁ = @q,b(t) et @qp est continue et

intégrable sur R car prolongeable par continuité en 0 en posant ¢4 ,(0) = 0 et @q b (t) =0 (t]—z) car a > 0.
o0

+o0 —tx?
Ainsi, par dérivation sous le signe somme, f est de classe C! sur R% et f'(x) = —2x fo Vi———dt.

V2 +1

+oo ,—tx? + 2
b. Pour x > 0, 0 < f(x) < f ~ e\[ dt = ;f T e qu ( = ﬁ) en posant t = @(u) = Y. Ainsi
x x

Um f(x) = 0. Comme la majorité de I'intégrale se fait au voisinage de 0 et que vt3 + \/’E on estime la

X—+00

—+00 —txz —tx? —+00

différence f(x f ( € )dt = f h(t)e —tx 4t en posant h(t 1.

Vi rt o WVt 0 \/t3 IRVE
La fonction h est bornco sur R% car elle tend vers 0 en +oo et qu’elle se prolonge par continuité en 0 avec

/3 _ \/ 2 _
R(0) = 0 puisque h(t) = ~YEFE=VE _ (VIHE2 1) Lt A Tm >, Ve s 0, h(t)] < M et
Vi + v ty/1+12 /0 2
+

f(x) — é‘ < Mfo Tt gt = Mz Comme f(x) — Vr o O():—z) ~ o()l(), on a f(x) ~ ﬁ

X +o© +oo +oo X

Vx > 0,

x
. In(1 + xt) .
a. Soit x €] —1;1[, alors gy : t — — est continue sur ]0; 1] car Vt € [0;1], 0 < 1—|x| < T+xt < 14 [x].

Ainsi gy est intégrable sur ]0; 1] car elle se prolonge par continuité en 0 en posant gx(0) = x ; c’est clair si

x =0 et six#0, In(1 4+ xt) Tt Alors g(x) est bien défini. Ainsi | — 1;1[C Dy.

+oo nt +
b. Si|x| < 1,ona|xt| < 1pourt € [0;1] donc In(1+xt) = > (=1)""TX2—. Ainsi g(x f ( gn(t )dt
n n n=1

al

avec gn : [0;1] — R définie par gn(t) = (=1)"~ ]% car Vt € [0;1], gx(t) = Z gn(t). Comme

llgnloo,jo;1] = et que Y. [x ‘ converge car |x| < 1, la série Y gn converge normalement vers g, sur le
n n>1 n>1
+0o n
segment [0; 1] donc on peut intervertir et avoir g(x Z f gn(t)dt = > %5,
n=1T
c. En tant que somme d’une série entiere de rayon R > 1, la fonction g est C* sur l'intervalle ouvert de

“+o00
convergence ] — 1:1[ et g/(x) = 3 (~1)"" X" On reconnait, pour x €] ~ 1:0[UJ0: 1], /() = HIFX).
n=1 n X

In(1 + xt)
t

1
d. Posons f :]0; 1[x]0; 1] — R définie par f(x,t) = de sorte que g(x) = fo f(x, t)dt.

e Pour x €]0; 1], t = f(x,t) est de classe C! sur ]0;1].
e Pour t €]0;1], t — f(x,t) = gx(t) est continue et intégrable sur ]0;1] (on vient de le voir). De plus,
t gi (x,t) =

est continue sur 0;1].
T+ xt
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e Pour (x,t) €]0;1[x]0;1], ﬁ(x, t)‘ <1 =09(t) et ¢ est continue et intégrable sur ]0;1].

ox
dt {111(1 + xt)} In(1+x)
14+ xt X 0 X
Pourtant, la meilleure méthode est, pour x # 0, d’effectuer le changement de variable t = % dans U'intégrale

1
Par dérivation sous le signe somme, g est C'sur ]0; 1] et g’(x) = fo

1
g(x) = fo m(]ti_’_)(t)dt pour obtenir g(x) = fox ln(]f—i_u)du et tout devient limpide par le théoréeme fonda-

In(1+u)
u

mental de intégration car u +— est continue sur | — 1;1].

—x
a. D’abord, si x > 0, la fonction gy : t — -t est continue sur [1;+o00[. De plus, gxt) ~ %H donc
14+t +oo t

“+oo
fl gx converge d’aprés RIEMANN car x + 1 > 1. Ainsi f est bien définie sur R7.

. -y -x c s . .
Soit 0 < x <y, alors Vt > 1, ]t? < 1t+ " qu’on intégre sur [1;+oo[ pour avoir f(y) < f(x) et f est bien
—X
décroissante sur R% . Soit g : RY x [1; +oo[— R définie par g(x,t) = lt—|—t'

e Vt > 1, la fonction x — g(x,t) est continue sur RY.

e Vx > 0, la fonction t — g(x,t) est continue et intégrable sur [1;+o0[ (on vient de le faire).

—a
]t? = gq(t) et gq est intégrable sur [1;+o0].

Par le théoreme de continuité sous le signe somme : f est continue sur R*.

e Soit a > 0, V(x,t) € [a; +oo[x[1;+0], |g(x,t)] <

X X X
b. f1 t(]d—it— ) = % - j‘] ]dﬁ = [In(t)—n(1 —|—t)]T =1n(2)—1In (l + i) en décomposant en éléments
simples donc f(1) = lim fx dt n(2).
x—+ooJ1 t(1+1)
+ —x —x—1 +
c. Pour x >0, 0on a f(x+1) + f(x) = f1 OO%dt: f] Flgr = [ }
X

Comme f est continue en 1, 111?)1 f(x+1) =f(1) € R. Comme f(x) = 1_ f(x+1) 5 1y 0(1), on a f(x) ¥ 1

x— x x x

d. Comme f est positive et décroissante, elle possede une limite £ > 0 en +00. On passe a la limite dans la
relation f(x 4+ 1) + f(x) = 1 et on a 20 = 0 donc hm f(x) = 0. De plus, toujours par décroissance de f :
X X—+00

Vx> 1, L= f(x 4 1) 4+ £(x) < 2f(x) < F(x) + f(x — 1) = — - Ainsi (x) ~ 1,
X X —

) oo 2x
1 _ 1 1 _1 = (_])n _ ot = N . ny—m—1-x
e. Vt>1,m_¥xﬁ_€ngot7n7donch(t)_]+t_n§0fn(t)OUfn.t'_>(_]) t . La

t
série Y f, converge simplement vers gy sur |1; 4+o00[, la fonction gy est continue sur |1; +o0] et les fonctions
n=0

X +oo ] ] .
7} = et Y, —— diverge
n+x n+x  Son+x

donc pas de TITT ! On n’est pas sur un segment donc méme une convergence uniforme ne suffirait pas.

+oo
fn sont continues et intégrables sur |1; +oo[ mais f1 [fn| = [_

n
Posons Sn(x) = > (=1)*t % 17X (Sy)ns0 converge simplement vers gy sur ]1;400[, les Sy et gy sont
k=

n —T1—x1 _ (_4+—1 n+1 —x

continues sur |1; +o00| et [$n(x)| = ] C e B \t (11 +(t_t1 ] <o) =27 20,1
pour t > 1etn > 0 et on sait que gX ebt intégrable sur ] . Par le théoreme de convergence dominée, on

+

S Ceient 3 :

a donc f1 gx(t)dt = hm f n(t)dt = nhToo k f t~ dt ce qui revient a la relation

+oo ;—Xx — +oo

_ t _ ( 1) 1 400 _ T

f(x) = f1 = Eo - Par exemple, 20 2n+1 = f = [Aretan (V)™ = 7.
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—xt?
a. Soit gy : 61 e La fonction gy est continue sur Ry et, par croissance comparée, gy (t) = o(t]—z)
o0

donc gy est intégrable sur Ry et F(x) existe bien pour x > 0.
b. Pourt>0et0<x<y,onae ¥ <e* donc gy (t) < gx(t) qu’on integre sur Ry pour établir que
F(y) < F(x) donc F est décroissante sur R.

—xtz

Soit f: R x Ry — R définie par f(x,t) = ] e

e Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C' sur R .

e Pour tout x > 0, la fonction t — f(x,t) est continue et intégrable sur R, (on vient de le voir) et la fonction

of et :
t— t —=—— est continue sur Ry.

8 =57 *

. of t2e—t’ : o
e Soit a >0, V(x,t) € [a;+oo[x Ry, |5 (%, t)’ < e ©a(t) et @q est continue et intégrable sur R
car, par croissances comparées toujours, @q(t) ~ te=ot’ = o(iz).

400 +oo t
PR - s . 1 , +o00 tZe—xtz

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, F est de classe C' sur R et F/(x) = — \]; ﬁdt.

c. Soit x > 0, par positivité de gy, F(x) = - d+f dt > ‘fe - dt POUI"’EG[WL]’
o 1+t 1+t o 1+t Vx

—xt? 1

e(1+1)

e
1+t

=

1/Vx
done F(x f ] (—1:t Tin (1 + \%) Par encadrement, lhg)lJr F(x) = 4o0.
e X xX—>

+ +
d. Pour x >0, 0on a0 < F(x) < j;) Text gt = L\[ j;) T e dqu = f en posant t = @(u) = % Ainsi
x \/ 4x x

+oo , —xt? +o0 —tx? 7+00
F— 2= [T —at< te ™ at = [— e } -1

lim F(x) =0. Or

X—r+00

4x 0 1+t 0 2x Jo 2x
- _ | _ 1 _ 1 ~ s
Ainsi F(x) /4x = 0 (x) 0(\/;>7 donc F(x) o] ax

+oo _—u?
Soit x > 0, on pose a nouveau t = % pour avoir F(x) = fo \eer du qu’on décompose par CHASLES
X +u

+oo +oo —u? +oo _—u?
. < £ < €
pour écrire F(x f \[+ud + f1 \[+udu Or 0 < f1 \[_’_udu < f] " du donc

+o00 —u? —u?
‘f] € du:O( ) alors que lim F(x) = +oo donc F(x)~ fo du. On se rend compte que

VX +u X0 Vx+u

c’est en 0 que cette mtegrale est grande ce qui nous conduit, puisque e —u?

?1, a estimer la différence

1 u? 1 —u?
0 < o f+u du — fo \eru = f ]\}:u u < fo 1%du (cette derniere intégrale con-

1 — e_u .. 1 e_uz . .
verge car lim ——%—— = 0 par DL. Ainsi, f \f-i- du — f ﬁdu? 0O(1) donc, toujours puisque
u u

u—0t u

1 1 o~
Xli%h o \/§1+udu = 400, On a fo ﬁdu fo \[+udu = [ln(\/;c—i—u)}o = ln(\/\/;l;]). Or
In (%) = _lnzﬁ +In(1+x) = " _nG) +0(1) In(x ) Par conséquent, F(x) ~ _ln(x).

2 0 2 0 2

n(t)
1 avec hy(1) =1 car In(t) ~t — 1. De plus, (=D O(L) car lim In(t) = —oo. Ainsi, par RIEMANN
1 In(t) o \t7% t—0+ ’
car —x < 1, la fonction hy est intégrable sur ]0; 1] et f est bien définie sur D =] — 1; +o0].
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X
b. Soit g : Dx]0; 1[— R définie par g(x,t) = % Alors :

e Pour t €]0;1], la fonction x > g(x,t) est de classe C' sur D.

e Pour x € D, la fonction t — g(x,t) est continue et intégrable sur ]0; 1] (on vient de le voir).

e Pour x € D, la fonction t — %}%(x, t) = (t — 1)t* est continue sur ]0; 1[.

e Pour a > —1, x € [a; +oo| et t €]0;1],

gx (x, t)‘ < (1 =)t = fq(t) et fq est intégrable sur ]0; 1[.

1
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme : f est C! sur D et ¥x > —1, f/(x) = fo (1 — t¥)dt.

x+2 x+171
. Ainsi, ¥x > —1, f :[t _ 1t ]: 1 _ 1
. AMs, VX =2 ko x+2 x+1

une constante C telle que Vx €]0;1], f(x) =

donc, comme |0; 1] est un intervalle, il existe

(x+2) —In(x + 1) + C. La fonction hy se prolonge en une

n
fonction continue sur le segment [0;1] (ho(0) = 0 et ho(1) = 1) donc elle y est bornée (par M) et on a
(x

0<f(x) € Mfo t*dt = Z\_ﬁ donc lim f(x) =0. Ainsi C =0 et ¥x € D, f(x) = In (%) On peut
x

X X——+00

méme prendre M =1 car Vt > 0, In(t) < t—1d’on ¥t €]0; 1], In(t) <t—1 < 0donc 0 < hp(t) = t—1) <1,

In(t)
X (141%) . . 1 yas
a. t— BRI est continue sur le segment [0;1] donc g(x) existe. De plus, g(0) = [Arctan(t)]y = e
vee 1), 0< e e o By intégrant, 0 < g(x) < e donc 1 0
t 5 ~ ~ ~ - . ~ ~ .
€ [0;1], oY, T2 Se n intégrant, g(x) onc xJToog( x) =
. o —(1+t%)x?
b. Soit f: Ry x [0;1] — R définie par f(x,t) = ﬂT
e Clairement Yt € [0;1], x + f(x,t) est de classe C' sur R,.
eVx € Ry, t— f(x,t) et t — gf (x,t) = —2xe~(1+t)%* gont continues donc intégrables sur le segment [0;1].
e Enfin, V(x,t) € Ry x [0;1], |2 (x,t ‘ = | = 2xe= (%% < 2xe™". Or 1 : x > 2xe™*" est continue sur

Ry et 1111 P(x) = 0 par croissances comparées donc VP est bornée sur R, . Ainsi, si (x,t) € Ry x[0;1], on a
X—+00

%(x, t)’ < |W|[oo, . = @(t). Comme ¢ est continue et intégrable sur [0; 1], d’apres le théoréme de dérivation

1 1
sous le signe somme : g est C' sur R et Vx >0, ¢'(x) = —2x fo e~ (X gt — _2xe—" fo e~ x4t. Si
x > 0, apres le changement de variable t = u/x = @x(u) avec @y bijection strictement croissante de classe
1 / —x2 [* —u? : ; ; ; /
C' de [0;x] dans [0;1], on a ¢'(x) = —2e fo e " du. Six =0, cette relation est aussi vraie car g’(0) = 0.

Par le théoréme fondamental de 'intégration, comme t — e est continue sur R, on a h de classe C' sur
Ry et Vx >0, W(x) = e=*". Par conséquent : Vx > 0, g'(x) + 2k (x)h(x) = 0.

c. On integre et, comme R, est un intervalle et que g(0) = m/4 et h(0) = 0, Vx > 0, g(x) + h(x)? = /4.
Mais xEToo g(x) = 0 d’apres a. donc xEToo h(x)? = m/4 en passant & la limite dans la relation précédente.

.. . N too 2 s
Comme h est positive, on a donc lim h(x) = Y- = f e~ du (on retrouve l'intégrale de GAUSS).
X—4-00 2 0

- . = +o0
d. D’apres le théoréme de la limite monotone, a admet une limite en +0o0 dans R, or f , @ converge donc

cette limite ne peut étre que 0. Comme a est décroissante et li:_n a(x) =0, a est donc positive sur R.
X—>+00

(=1t a(x)dx

<
e 1 (1) n 1 [t
donc, en sommant ces inégalités pour k € [[1;n], i ft a(x)dx < Sn(t) = > a(kt) < " j;) a(x)dx.

kt

Comme l'intégral f+oo iti 1 1
grale [ a(x)dx converge et que a est positive, on a donc Su(t) < - Jo a(x)dx donc la

suite (Sn(t))n>1 est croissante et majorée donc elle converge, ce qui se traduit par : Y a(nt) converge.
n>l
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N —+o0 +oo
A la limite quand n tend vers +oo dans I'inégalité précédente, Vt > 0, % ft a(x)dx < S(t) < 1 f a(x)dx.

t Jo
3 400 “+o00 . . 400
Puisque tlﬂ?)h a(x)dx = fo a(x)dx > 0, on a tk}:moo tS(t) = fo a(x)dx par encadrement car
+o0 —+o0
o 1
ft a(x)dx < f dx. Ainsi, S(t) ot fo a(x)dx.
f. Comme la suite (x™ ) n>1 est bornee si et seulement |x\ 1, le rayon de convergence de la série entiere
Sooxm n* vaut R = 1. Soit x €]o;1[, x™ = e’ In(x) = g~ ‘1“(")‘7 on définit a : Ry — R par a(u) =e —u?
n>1
+ +oo +oo
Alors d’apres c., fo C><Da(u)du = ? Par conséquent, . = > a(ny/|In(x)]) = S(/|In(x)]). Or
n=1 n=1
OO
d’apres e., S(t) ~ ﬁ Comme lim +/|In(x)| =0, en composant, S(1/| In(x)]) = > x ﬂ
0 2t X1 ST 2/

Arct t 0
a. Pour x € R, la fonction fy : 0 — re atn (x(e(;n( )) est continue sur ] 0; g [, elle se prolonge par continuité
an

en 0 en posant fx(0) = x car Arctan(u) ?u—i—o(u). De plus, si x = 0, f = 0 donc F(0) existe. Si x # 0, comme

lim Arctan(t) = £Z et lim tan(0) = 400, on a  lim 1 =0donc Um fx(0) =0 et fy se
t=>+00 (t) 2 e—m/2- (®) ’ 0—mn/2— tan(0) 9—m/2- x(0) x

. . . T T . . /2 .
prolonge aussi par continuité en 5 en posant fy (E) = 0. Ainsi, F(x) = fo fx existe car fy est finalement
continue sur le segment [O; %} Le domaine de définition de F est donc R.

Arctan (xtan(0))
tan(0)

e Pour t € }O; % [, la fonction x — f(x, 0) est de classe C! sur R comme Arctan.

b. Soit f: R x }O; % { — R définie par f(x,0) =

e Pour x € R, la fonction 6 — f(x,0) est continue et intégrable sur ]O; %[ (voir ci-dessus) et la fonction

of _ 1 : } . 71{
0 — x,0) = —————— est continue sur |0; = |.
ax( ) 1+ x% tan?(0) 2

e Pour (x,0) € Rx}o;g[,

a—i(x, 9)‘ < 1= ¢(0) avec ¢ continue et intégrable sur }0; % [

7t/2
D’apreés le théoreme de dérivation sous le signe somme, F est de classe C! sur R et F/(x) = f %
0 14x"tan“(0)
On pose 8 = Arctan(u) = ¢(u) avec @ de classe C', bijective et strictement croissante de R’ dans
—+oo
0; ¢ [, ce qui donne par changement de variable F/(x) = du Six >0etx #1,
] 2 d P & () j; (1T+u?)(1 +x*u?)’ 7
400 2 400
onaF(x) = —1 du _x du les deux intégrales convergent). Par conséquent,
(x) 1_x2fo 1+ 42 1_x2fo H_quz( g gent) q
F(x) = ——[Arctan(u)]i® — —X [Arctan(xu)]i™ = —T— apres simplification. Comme F est de
(x) l—xZ[ (Wls ]_Xz[ ()]s 2(1+x) p p
classe C1 sur R, F/(]) = J;l_T)ﬂ]. FI(X) = % = ﬁ Ainsi, Vx > O, F/(X) = ﬁ On intégre sur

Pintervalle R, sachant que F(0) = 0 et que F est continue sur R, cela donne Vx € R, F(x) = %lnﬂ +x).

Comme F est clairement impaire, on a ¥x € R_, F(x) = —F(—x) = —% (1 —x).

X
a. Soit x € R, la fonction f, : t — i) est continue sur ]0; 1] par opérations. Comme t — t*f(t) est

Vv1—t
continue en 1, fy(t) st O(\A]j) donc f est intégrable sur B;] [ Par hypothese, fy(t) N

a # 0 donc fy est intégrable sur }O; ﬂ si et seulement si —ax —x < 1 <= x > —« — 1 d’apres RIEMANN.

‘F% avec

1/2
Comme f, garde un signe constant au voisinage de 0, fo fx existe si et seulement si x > —o — 1. Ainsi, le
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domaine de définition de g est I =] — o — 1; 4-00].

b. Soit h: I —]0;1[— R définie par h(x,t) =

e Pour t €]0; 1], la fonction x — h(x,t) est continue sur I.

e Pour x € I, la fonction t — h(x,t) est continue et intégrable sur I (déja fait).

b
e Pour b > —ax—T1 et (x,t) € [b;+00[x]0; 1], on a |h(x,t)| < %/L)t‘ = ¢p(t) et @p est continue et intégrable

sur ]0; 1] car @p(t) Lo 0 (ﬁ) et ¢p(t) Y tJ‘S‘*b comme avant. Par théoréme, g est continue sur 1.

c. Reprenons avec la méme fonction h.

e Pour t €]0; 1], la fonction x — h(x,t) est de classe C! sur I.

% est continue sur ]0; 1[.

L) In(t)]
1-—t

e Pour x € I, t — h(x,t) est continue et intégrable sur I et t — ?TLI(X» t) =

e Pour b > —a — 1 et (x,t) € [b;+oo[x]0; 1],

a—LL(X, t)‘ < = YPp(t) et Pp est continue et

intégrable sur J0; 1] car Pp(t) = O(_ ln(t)) donc liT Pp(t) =0 car —In(t) ~ (t—1) et, si on choisit
t t—1-

—1- Vv1—t t—1-
lal[tn()] _ (1
—x—Db <y < 1, on awb(t)zﬁgo(?>
1
Ainsi, par dérivabilité sous le signe somme, g est de classe C' sur I et Vx € I, ¢/(x) = o & dt.
o
d. Supposons que a > 0, alors par définition de la limite, 3B > 0, Vt €]0;B], f(t) > QT' Ainsi, pour

T t%f(t) B t¥f(t) Tt f() Bat™t™ T tf(t)
> —a—1, = dt = dt + dt > ———dt + dt. Or
x> —a= gk = V1 —t Jo VTt BVl — 0 2V1 -t B VT —t

. 1 a [P oxi« Tt ) _ _apxtet! T ()
> > = + = + .
vt €]0; 8], \/ﬁ > 1 donc g(x) > 5 j;) at*tedt 6 \/fdt Tt fﬁ \/ﬁdt Or

1
t’ < Moo, 8517 fﬁ t¥dt = [|f|[oo,[;1) Max(1, B*) (traiter selon que x < 0 ou x > 0 sachant que

‘ ‘tf

x+oa+1
a .. . .
B = +00. Ainsi, par minoration,

T t%f(t) .
<1)d a = 0(1).P tre, 1 _ab
B <1) done fﬁ VIi—t xo-—a-l (1). Par contre xa(}£1)+ 2(x+a+1)

lim  g(x) = +oo. Bien str, par symétrie, sia<0,ona lim g(x) = —o0.
x——o—1 x——o—1

a. Soit x >0, fy : t+— h;(:i—:zt) est continue donc intégrable sur [0;1] si x > 0 et fo est continue sur ]0; 1]

avec fo(t) Nln(t) = 0(1/\/’E) donc fo est intégrable sur ]0;1]. Ainsi, f est bien définie sur R.

In(x + t)
T+t°
e Pour t €]0;1], la fonction x — h(x,t) est continue sur R.

Soit h : R4 x]0;1] — R définie par h(x,t) =

e Pour x € R, la fonction t — h(x,t) est continue sur ]0;1].

e Soit a > 0 et (x,t) € [0;a]x]0;1], alors t < x +t < a+t donc In(t) < In(x +t) < In(a +t) donc, en
passant aux valeurs absolues, cela donne | In(x+1t)| < Max(| In(t)|,|In(a+1t)]) < |In(t)|+|In(a+1t)|. Ainsi,
In(x +t) ’

. < [In(t)| + |In(a + t)| = @a(t). Or, t — In(t) est intégrable sur ]0;1] car 1n(t)§o<i) et

Vit
t — |In(a + t)| est continue donc intégrable sur [0;1]. Par théoréme, f est continue sur R,.
b. Soit x > 1, alors Vt € [0;1], 0 < In(x) < In(x +t) < In(x + 1) donc, en intégrant cette inégalité, on a

1 1
In(x) fo ] ittz <f(x) <In(x+1) fo ]_?_722 d’ou %(X) < f(x) < W Comme on a classiquement
i+ 1) =) +1n (14 1) = i) +o(1), ona In(x+ 1)~ n(x) done 1(x) ~ %(X)
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2
c. On peut montrer I'inégalité Vx € [0;1], x — X? < In(14x) < x. Ainsi, avec In(x+1t) = In(x) +In (1 + I),
X
2

deés que x > 1, Vt € [0; 1] L ¢ [0;1] done In(x) + £ — 22 < In(x +1) < In(x) + £. En intégrant,

x x x

min(x) | 1 _t 1 nin(x) , 1 !

) 1 _ 1 _t < < BHHR) _t _
on trouve 2 + Jo 1o ~dt 72 fo g dt < f(x) < 1 —|— o T4t 2dt donc il vient
ﬂhl(x) + 11125(2) 1 72)(:;/4) < f(x) < %(X) + % ce qui prouve bien que f(x) = % In(x)+ m(z) +O(i2).

—t

a. Soit x > 0, la fonction hy : t — 1e+ :2 est continue sur Ry et hy(t) +zooo<t1—2) ou hy(t) = o(e™*) donc

hy est intégrable sur Ry par RIEMANN. Ainsi, la fonction f est bien définie sur R .

Soit x > 0, les fonctions u : t +— sin(t) et v : t — % sont de classe C! sur [x; +oo[ et lim wu(t)v(t) = 0 donc

t—+iy
+ +o0 i
la nature de f = Md est la méme que celle de f sm( )d Or sm( ) = O(—z) donc t — %
t X t t t t

x +oo

sin . .
t( ) dt converge aussi. De méme avec

+ cos(t
dt converge, ainsi f J
X

. 7 +
est intégrable sur [x; +o00[ donc f
X

1 +oo sin(t) .
u:t—1—cos(t)etv:tr— o f n dt converge. On en déduit que g est bien définie sur R’}
X

—tx
b. Soit h: R% x Ry — R définie par h(x,t) = 1e+7t2'
e Pour t € R, la fonction x — h(x,t) est de classe C? sur R.
e Pour x > 0, la fonction t — h(x,t) est continue et intégrable sur R (voir ci-dessus). De plus, les fonctions

oh _te™™ oh t2e X .

te 560t = Y. et t > 5 (1) = Y. sont continues sur Ry.
—at
e Pour a > 0 et (x,t) € [a;+0o0[x R4, on a la majoration ‘%(X, t)‘ < ;Le_i_ 2 < e = @4(t) et aussi
o h( )] < tze_at < e % = @q(t) et la fonction est continue et intégrable sur R
ox ¥ X ]+t X = Qa Pa g +-
P PR . 2 " +o00 tZe—tx
Ainsi, par théoreme, la fonction f est de classe C~ sur RY et f/(x) = fo . dt par LEIBNIZ. Par
+oo 2 —tx 2 —tx +oo

conséquent, f’(x) 4 f(x) = (t = + e )dt = e Xtgr =1

quent, () + 660 = [ (Foz + T )at= | .
Comme les fonctions t — Coii(t) et t — %(t) sont continues sur R%} et que pour tout x > 0, on a

fﬂo cos(t) 4y — ff)o cos(t) 4y _ ff —Coi(t) dt et f+°° Lt(t) dt = f+°° sin(t) 4 _ f1 s”f[( Jat, il vient

x t t 1 t

rioy _ cos(x)sin(x) +oo cos( ) sin(x) cos(x) )cos( ) o0 sin(t) ) R
g'(x) = — (fx )cos( ) — (fx " dt) sin(x) par le théoréme
oo —+oo

fondamental de 'intégration donc g'( f cos(t) ) cos(x) — (f sin(t )dt> sin(x). De méme,
X
.2 too

g’ est de classe C! sur RY et g”(x) = cos + > cos( dt) sin(x) + szA - (f sn;( )dt) cos(x)

x

donc g”’(x) = 1_ g(x) car cos?(x) + sin2 (x) = 1. Par conséquent, les fonctions f et g sont C? sur RY et
X

solutions sur R* de (E) : y” +y =1/x.
c. La fonction h = f—g est de classe C? par opérations et h”/ =/ —g” = —f+l+g— 1 —(f—g) = —h donc
X X
h’+h =0 sur R%. On sait qu'alors 3(A,B) € R?, Vx > 0, h(x) = Acos(x) + B sin(x) = VAZ + B2 cos(x+9).
“+oo
Or o < f(x) < fo e~ ™dt = L car 0 < Hlitz < 1. Par encadrement, on a donc lim f(x) = 0. En tant
X

X—+00

” 5 191 4 . +oo COS( ) . too SIT'L( )
que "reste” d’intégrales convergentes, on a lim dt = lUm dt = 0 donc, comme

x—+4o0 Jx t x—+oo Jx
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cos et sin sont bornées, on a aussi lim g(x) = 0. Ainsi, lim h(x) =0 ce qui impose VA2 4+ B2 = 0 donc
X—+o00 Xx—+00
A =B = 0. On déduit donc f = g du fait que h = 0.

Avec les notations de la question b., comme Vx € Ry x Ry, |h(x,t)| < 1_:7#
sur R;, la fonction f est continue sur R, par continuité sous le signe somme car x — h(x,t) est continue

sur R, Ainsi, £(0) = [Arctan(t)]™ = % = lim f(x).
+o0 cos(t) +o0 cos(t) cos ) +o0 cos(t) cos(
En écrivant f dt = f1 dt + f dt = f] dt + f dt + f

t t t
. oo cos(t
est bornée sur R, on trouve f %
X

= 1(t) et que VP est intégrable

1 _ _
comme f Mdt§0(l) car t — cos(t) —1

dt~—1 .
X t 0 n(x>

S L [tesin(t) . B o
Ainsi, lim g(x) =1= fo St = lim f(x) = £(0) = 7.
a. Soit f: R = R, — R définie par f(x,t) = COS( ) e Bt

14t
e Soit t € R, la fonction x ~— f(x,t) est de classe C? sur R.
e Soit x € R, la fonction fy : t +— f(x,t) est continue sur R, et, comme fy(t) = o(e™PY), la fonction fy
o0

est intégrable sur Ry par comparaison car B > 0. De plus, les fonctions t af (x, t) = f%e*m et
t &(x t) = —Me_Bt sont continues sur R.
nr 1+t *
o Soit (1) € R x Ry, |1 < ﬁt<eﬁtetafxt)< 2 =Bt < =Bt — o(y)
) +5 [ ox % X ]+t ) X ]+t ®

ou la fonction ¢ est continue et intégrable sur R,. Par théoreme, Ig est donc de classe C? sur R et

+oo 2 cos(xt) _ o +oo 12 cos(xt) _ oo cos(xt) _ .
" — _ L LOo\rMY) Bt o " _ — L LOo\rMY) Bt _ LOs\AY) Bt ’
I3 (x) fo 12 © dt. Ainsi, I (x) —Ip(x) fo T © j;) L2 dt d’out
7 (x) — _ “Btgp — _ ( o (ixfﬁ)t) _ ([ﬂr”) ___B
[R(x) —Ip(x) = j;) cos(xt)e”Ptdt = —Re J;) e = —Re 3 Jo =T b.

—t
Soit h: R — R définie par h(t) = — ﬁgi 2 Alors h est continue sur R et intégrable sur [x; +o00[ pour tout
+
x car h(t) = o(e™"). Par conséquent, pour x € R, Fg(x) est défini et Fg(x) = j;) > h(t)dt — fox h(t)dt. Par
o0

le théoréme fondamental de I'intégration, Fg est C' sur R et F(x) = —h(x). Comme h est aussi C!sur R
par opérations, Fg est C? sur R et Fi(x) = —h'(x). Par opérations toujours, Jg est de classe C? sur R et

Jp(x) = %(eXFB(x) —e*h(x) —e *Fg(—x)+ e"‘h(—x)) = %(eXFB(x) - e_"ng(—x)). On dérive & nouveau et
Jg (x) = %(eXFﬁ(X) —e*h(x) + e *Fp(—x) — e—xh(—X)) =Jp(x) - ﬁ done Jig(x) = Jp(x) = e
La fonction Hg = Ig — Jp est donc de classe C? par somme et, par linéarité de la dérivée seconde, elle est
solution de y” —y = 0. On sait qu’alors 3(A,B) € R?, Vx € R, Hpg(x) = Ig(x) — Jp(x) = AeX + Be™ .

+oo [Se_t . T
Comme Jg(0) = Fg(0) = — j;) mdt, par le changement de variable t = pu = P (u) avec VP qui réalise

+
une bijection de classe C' de Ry dans Ry, Jg(0) = fo > ] Jr] ye Bdu = 14(0) donc Hp (0) =0 et A+B = 0.
u
+o0 i
Mais Ty(x) = — [ tﬁ%e*ﬁtdt donc 14,(0) = 0. De plus, J,(0) = 1 (%5 (0) — e=F3(0)) = 0 done

H{ (0) = 0 ce qui impose A = B. Au final, A =B =0 donc Hp =0 et on a bien Ig = Jp.

a. Soit f: Ry x RY — R définie par f(x,t) = we_"t.

t
(H1) Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est continue sur R.

(H2) Pour tout x > 0, la fonction t — f(x, t) est continue sur R? .
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(H3) Pour (x,t) € Ryx R%, ona [f(x,t)] < ¢(t) = %%(t) et @ est continue sur R* avec li1(1)1+ o(t) =
t—

N [—

par développements limités et @ (t) = 0 (g—z) donc ¢ est intégrable sur R .

o0
D’apres le théoreme de continuité sous le signe somme, la fonction F est continue sur Ry. Continuons :
(Hy) Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C% sur R.

(H2) Pour tout x > 0, la fonction t + f(x,t) est continue et intégrable sur R* (fait ci-dessus).

(Hz) Pour tout x > 0, la fonction t — g—i(x, t) = —%e‘“ est continue et intégrable sur RY car
elle se prolonge par continuité en 0 (elle tend vers 0) et g(x, t) = 0(e ™) = o (%)
X +00 +oo  \t
2
4) Pour tout x > 0, la fonction t — £5(x,t) = (1 — cos(t))e ** est continue sur R*.
Hg4) Pour tout x > 0, la foncti gﬁ 1 *t est conti R*
x

2
(Hs) Soit a > 0, pour (x,t) € [a; +oo[x RY, %(x, t)‘ < 04(t) =2e %% Or 0, est continue et intégrable

sur RY (intégrale de référence).
On déduit du théoreme de dérivation sous le signe somme généralisé que F est de classe C? sur R%. Avec la

+ - +
formule de LEIBNIZ, Vx > 0, F/(x) = fo > %e"‘tdt et F/(x) = fo OO(1 — cos(t))e*tdt.

1 — cos(t) 1 — cos(t)

b. Les fonctions ¢ : t —z et :t— sont continues sur RY , admettent des limites finies

en 0 et tendent vers 0 en +oo donc, classiquement, elles sont bornées sur R,. Pour x > 0, par inégalité de la

+oo —xt Too it l|o]]oo, R A
moyenne (tout converge), on a |F(x)| < fo lo(t)[e ™ dt < |[@]|oo, my fo e Xtdt = L1222+ De méme,
X

+oo 1 —
comme F(x) = —j;) m%

[F”(x)| < 2caro<1— cos(t) < 2. Par encadrement, on a donc lim F(x) = lim F(x) = lm F/(x) =0.
X X—400 X—+00 X—400

+
e ¥tdt et F/(x) = fo (1 = cos(t))e*tdt, on a [F(x)] < [lloc, o
X

On pouvait aussi utiliser le théoréme de convergence dominée a parametre continu, mais c¢’est plus long !
+o0 1 +oo . 1 e(ifx)t +oo
c. Pour x > 0, on a F/(x) = j;) (1 —cos(t))e™**dt = - — Re (j;) elt_’“dt) = - —Re ([7} )
x

X i—x lo
donc F’(x) = 1 _Re (L> =1_ _x 7. On integre sur lintervalle R et il existe une constante
X x—1i X 14+ x
2
C € R telle que Vx > 0, F/(x) = In(x) — %ln(] +x3)+C = %ln (1_’:_ 2) + C. Comme on sait que
x
2

lim F(x) = lim Tin ( X 2) = 0, on trouve C = 0. On integre & nouveau et on trouve classiquement

x— 400 x— 400 2 1+ x
xIn(1 +x?) x 1
F(x) = xIn(x) —x — — hx- Arctan(x) +K =K — 3 In (14 -5 ) —Arctan(x) avec K € R. Comme
x
on sait que HT F(x) =0, on trouve K = % Ainsi, Vx > 0, F(x) = %—&—xln(x) —xIn(V1+x?%) — Arctan(x).
X—+00
Comme F est continue en 0, on a F(0) = lir(r)x+ F(x) =K = % par croissances comparées. On effectue dans
xX—r
+o0 1 —
F(0) = fo = 1:%(0&( une intégration par parties en posant u(t) =1 — cos(t) et v(t) = f%, u et v sont
. . +oo sin(t)

! sur R = = F(0) = sint) g - (p :

C'sur RY et lim u(thv(t) = lim w(t)v(t) =0 donc F(0) fo “at = T (DIRicHLET)

a. Soit h: Ry x R% — R définie par h(x,t) = t¥e™".
e Vt > 0, la fonction x — h(x,t) est continue sur R,.
e Vx > 0, la fonction t — h(x,t) est continue sur R et se prolonge par continuité en 0 car lim+ h(x,t) =1
t—0

six =0 et 1112)1+ h(x,t) = 0 si x > 0. De plus, t¥e™* = o(1/t?) donc cette fonction est intégrable sur R% ce
t— e o]
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qui justifie déja ’existence de la fonction f.
. it<
e Soit a > 0, alors ¥(x,t) € [0;a] x R%, [h(x,1)] < @alt) = {la » S%:;:.
e si
morceaux et intégrable sur Ry car @q(t) = o(1/t?) comme ci-dessus.
(o)

Or ¢, est continue par

Au final, par continuité sous le signe somme, f est bien définie et continue sur R, .
b. Comme u — In(f(u)) est continue sur Ry car f est strictement positive sur son ensemble de définition,

définissons ¢ : [1;+00[— R par ¢(x) = fx ! In(f(u))du. Par le théoreme fondamental de l'intégration,
x—
@ est dérivable sur [1;4+00[ et @'(x) = In(f(x)) — In(f(x — 1)). Or, si x > 1, en posant u : t — t* et
vt —e ' quisont C' sur RY dans lintégrale f(x), comme lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0, on a
t—0t t—+4o0
+
f(x) =0+ fo T xtTetdt = xf(x —1). Ainsi, Vx > 1, ¢'(x) = In(x) > 0. Comme [1;4o0[ est un intervalle,
il existe une constante A € R telle que Vx > 1, @(x) = xIn(x) —x+A donc 11111 @(x) = +o00. Ainsi, comme
X—>+0o0

m 1/vy, = 0. Comme ¢ est croissante, la suite (1/vn)n>1 est

van = @(n), ona Um v, = oo donc i
— 400 n——+4oo

n

_ n
positive, décroissante et tend vers 0 donc, d’aprés le CSSA, la série Y =" converge.
n>1 Vn

a. Soit f,g deux fonctions de X. La fonction h : y — f(x — y)g(y) est continue sur R par définition de X.
De plus, la fonction y +— f(x —y) est de carré intégrable sur R car f l'est et par le changement de variable
y = ¢(u) = x — u. En effet, la fonction ¢ est bien une bijection de classe C' strictement décroissante de R

2

dans R donc I'intégrabilité de 2 sur R implique celle de y +— f(x — y)? avec la relation

[ i-vray = [ io- - w)A(-Dau= [ Rwdu = Na(n)>

+oo —o00

Ainsi, comme y — f(x —y) et y — g(y) sont de carré intégrables sur R, on sait d’apres le cours que

y — f(x—y)g(y) est intégrable sur R ; on peut redonner I'inégalité |f(x —y)g(y)| < %(f(x —y)?+ g(g)2> qui

justifie par comparaison cette intégrabilité. Ainsi, le réel f x g(x) est bien défini pour tout x donc la fonction

f g est bien définie sur R. De plus, d’apres l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ et grace a ce qui précede, on a

Vx € R, [fxg(x)| = ’ fj: f(x —y)g(y)dy‘ < \/f_+: 2 (x —y)dy\/fj: 9% (y)dy = N2(f)N2(g).

b. Soit n € Net ¢, = Zi“ > 0, par définition de la limite, il existe deux réels a,, < 0 et by, > 0 (on peut les

choisir ainsi, c’est-a-dire a,, aussi petit qu’on veut et b,, aussi grand qu’on veut), tels que
Vx < an, [f(x) =0 <en et ¥x = by, [f(x) —0] < en.

Soit la fonction f, : R — R définie par Vx € [an;bn], fn(x) = f(x) et ¥x €] — 00; an[U]byn; +00[, fn(x) = 0.
Alors, pour un réel x, on a deux cas :

- x € [an;bn] et alors [fu(x) — f(x)| = [f(x) — f(x)| = 0.

- x & [an;bn] et alors [fn(x) — f(x)| = [0 — f(x)| = |f(x)| < en par construction.

Dans les deux cas, |fn(x) — f(x)| < en donc ||[fn, — f|loo,® < en. Comme nEToo in =0, (fn)nen converge

uniformément vers f sur R. De plus, les f;, sont nulles en dehors du segment [an;by] par construction.

c. Comme les f,, sont continues et que la suite (f )nen converge uniformément vers f sur R, on peut conclure

par un théoréme du cours que f est continue sur R. De plus, soit ¢ > 0, comme Um ||fn — f||loo,r = 0,
n—+oo

il existe un rang no tel que Vn = no, ||fn — flloo,r < £. Mais fy, (par exemple) est de limite nulle en

2
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|en

+oo. Ainsi, il existe b > 0 tel que Vx = b, [fa(x) — 0| < D’apres l'inégalité triangulaire, on a donc

—~ N

x)| + [fny (x) — 0] < 28 — ¢ : ceci garantit que

Wx 2 b, [£(x) = 0] = [F(x) — Frg (x) + Fry (x) — O] < [£(x) = iy ( :

lim f(x) = 0. Bien sir, par symétrie, on a aussi lim f(x) = 0.
X—400 X——00

d. Si (f,g) € X?, pour tout entier n € N*, définissons les deux fonctions f,, : R — R et g : R — R par
() = () et gn () = 9(x) si x € [-nin], () = (2 %)f(x) et gn(x) = (2 %)g(x) six €] — 2n; —n|
ou x €Jn; 2n[ et f(x) = gn(x) =0 si |x| = 2n (faire un dessin). Ces fonctions f,, et gn sont continues sur R
car f et g le sont et car, par exemple, lim f,(x) =0et lim fn(x) =f(n) = fr(n). Les fonctions f, et

x—(—2n)*t x—nt

gn sont nulles en dehors du segment [—2n;2n] et ont donc pour limite 0 en 4co et, bien sir, (fn, gn) € X2.
Comme on ne sait pas si la limite de f existe en o0, la suite (f )nen+ peut ne pas converger uniformément
vers f sur R méme si, par construction, on a bien la convergence simple de (fn)n>1 vers f sur R car des que

n > |x], on a fn(x) = f(x) donc la suite (fn(x))n>1 est stationnaire. Par contre, comme fy(x) — f(x) = 0 si

x| <n, |fn(x) —f(x)| = (m — 1) If(x)] < [f(x)] si |[x| €]n;2n[, fn —f est de carré intégrable puisque f l'est et
n

lin=t113 = [ It =r0Par+ [T a0 =020t < Ra = [,

+
Rn, est le reste de 'intégrale convergente f > [f(t)?|dt car lim fﬂ [f(t)%|dt = ||f]|5 donc lim R, = 0.
—00 n—+ooJ —mn n—-+oo

o [f(t)?|dt olt I, =]—o00;n]U[n; +oc[. Or
On vient de montrer par encadrement que liT [[fn — fll2 = 0, ce qu’on résume en disant que la suite de
n——+oo

fonctions (fn)n>1 converge en norme 2 (ou dans L?(R, R)) vers f. Par symétrie, on a HT llgn — gll2 = 0.
n—+oo

Il est clair que le produit de convolution est bilinéaire par linéarité de 'intégrale donc, pour tout entier n > 1,
onaWx € R, [frnign(x)=frg(x)| = [frxgn(x) =fng(x)+fnxg(x) —fxg(x)| = [frni(gn—9)(x) +(fn —f)xg(x)]
ce qui donne par inégalité triangulaire : |fy % gn(x) — f* g(x)| < |fn * (gn — g)(x)| + |(frn — f) * g(x)|.

Mais on a vu & la question a. que |fn * (gn — 9)(x)| < |[fnll2llgn — gllz et [(fn — ) * g(x)| < [[fn — fll2]lg]l2-

Ainsi, puisque par construction ||fn||2 < ||f||2 car |[fn| < |f], on obtient la majoration

Vx € R, [frn o gn(x) = fx g(x)| < [[fll2][gn — gll2 + [[fn — fl[2]lg]]2
qui montre que fy * g, — f* g est bornée sur R et que ||fn * gn — F*glloo, 8 < ||f||2]lgn — gll2 + ||fn — fl|2]|9]]2-
Comme 1111 (IIfll2llgn = gll2 + [|fn — fl|2|lg]|2) = 0 d’aprés ce qui précede, on a montré la convergence
n—+oo
uniforme de la suite de fonctions (fr, * gn)n>1 vers f * g sur R.

. t+oo
Pour n > 1 et x € R tel que x > 4n, il vient fn * gn(x) = f fn(x —t)gn(t)dt =0 car
— 00

-sit>2n on a gn(t) = 0 par définition de gn,

-sit<2n, comme x >4n,onax—t>4n —2n =2n et f,(x —t) = 0 par définition de f,.

Par symétrie, Vx < —4n, f * gn(x) = 0 de sorte que fy, * g est nulle en dehors du segment [—4n;4n].

Par conséquent, d’apres la question c., la suite de fonctions (fn * gn)n>1 étant composée de fonctions nulles
en dehors d'un segment donc de limite nulle en +00 et convergeant uniformément vers f=g sur R, la fonction
f x g est elle-méme de limite nulle en +o0.

De plus, pour tout entier n > 1, en définissant h,, : R? — R par hy(x,t) = fn(x — t)gn(t), on a :

e Pour t € R, la fonction x — hy,(x,t) est continue sur R car f, Pest.

e Pour x € R, la fonction t — hy,(x,t) est continue sur R car f,, et g le sont.
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e Pour (a,b) € R? tel que a < b et x € [a;b], alors hy(x,t) = 0 si t ¢ [~2n;2n] par construction de g, et si
t € [-2n;2n], alors x —t € [a — 2n;b + 2n] = Jy, et la fonction f,, est continue sur le segment J,, donc elle
y est bornée d’apres le théoréme des bornes atteintes, d’ot 'existence de My, = Max |[fn (u)| et qui fait que
pour (x,t) € Jn X R, on a |hn(x,t)] < @n(t) avec @n(t) =05l [t| > 2n et (pT,L(t)lfll\n/ln si [t] < 2n. Comme
@n est continue par morceaux et intégrable sur R car & support fini, le théoréeme de continuité sous le signe
somme montre que f,, * gn, est continue sur R.

Comme la suite (fr, * gn)n>1 converge uniformément vers f * g sur R et que toutes les fy, * gn sont continues

sur R, la fonction f * g est continue sur R par un théoréme du cours.

— —t?y _ —t
+—OOO(e )+—Ooo(e ) donc gy est

a. Pourx € R, gyt trs et cos(2tx) est continue sur R, et on a gy (t)
intégrable sur Ry et f est bien définie sur R. Soit h: R x Ry — R définie par h(x,t) = et cos(2tx).
(H7) Pour t € Ry, la fonction x +— h(x,t) est de classe C! sur R et g—z(x, t) = —2t sin(th)e_tz.
(H2) Pour x € R, gy : t+— h(x,t) et t — g—‘;‘(x, t) sont continues sur R, et gy y est intégrable.

(H1) Pour (x,t) € R x Ry,

%(X’ t)‘ < 2tet’ = o(t). Comme @(t) = o(t]—z) par croissances com-
oo

parées, la fonction ¢ est continue et intégrable sur R, .
+oo
Par théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C! sur Ret f/(x) = fo sw'm(2xt)(—2te*t2 )dt.

t

b. On pose les fonctions w: t — sin(2xt) et v:t+— e~ ’ qui sont de classe C' sur R, donc, par intégration

par parties et comme on a la limite tli_rp u(t)v(t) = 0 et u(0)v(0) = 0, on arrive a la relation suivante :
— 400

+ + +
7o) = [ uov (vat = - I W (tv(t)dt = —2x I * cos(2xt)et dt = —2xf(x). Ainsi, f est solution

0
Jr

sur R de l’équation différentielle (E) : y'+2xy = 0 sur R. Comme on a classiquement f(0) = 5 (intégrale

VTt

2, on a facilement Vx € R, f(x) =

de GAUSS), et qu'une primitive de x — —2x est x — —x

2
c. Méthode 1 : en utilisant la question précédente, on pose by : x e~ (x+iw)? — e—XZ-Q-yZ—ZiXIJ’ alors
by est continue sur R et |[by(x)| = e Xy’ = O(e"‘z) donc, par comparaison, by est intégrable sur
X—> 00
—+o0 +oo
R et g(y) existe. De plus, g(y) = f e X’ cos(2xy)dx + if e Y’ sin(2xy)dx. Mais la fonction
—00 —o0

—+oo
x — e +Y” sin(2xy) est impaire donc f e +Y7 sin(2xy)dx = 0 et, par parité de x > e TY” cos(2xy),

—o0
+ +

on a f ey’ cos(2xy)dx = 2 J; ' cos(2xy)dx = 2eY° f(y) = /7 d’apres a..
—o0

Ainsi, g est constante sur R et on a Vy € R, g(y) = /7.

Méthode 2 : définissons a : R? — R par a(x,y) = e~ ¥+

2
(H7) Pour x € R, la fonction y — a(x,y) est de classe C! sur R et g—g(x,y) = —2i(x +iy)e’("+i‘3)z.
2

= 0(e ™)

(H2) Poury € R, x = a(x,y) et x — g—g(x,y) sont continues sur R et |a(x,y)| = ey’ ;
(o)

donc, par comparaison, la fonction x — a(x,y) est intégrable sur R.
(H3) Pour b >0 et (x,y) € Rx [~b;b], %g(x,y)’ < 2fx+iyley” " < 2(Jx|+b)e? ¥ =Py (x). Py est
continue et paire sur R et Py (x) = o(%) par croissances comparées : \, est intégrable sur R.
oo \x

7 By 7. . . . p— 1 2
Par théoréme de dérivation sous le signe somme, g est de classe C' sur R et, comme 1111 e~ (W) =0, on
X—>00
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400 L o\2 .27t .
ag(y)=-i f_oo Z(X—i—iy)e_("“y) dx = —i [e_("““y) } = 0. Comme R est un intervalle, g est constante

— 00

sur R et vaut donc g(0) = Zf e’ dx (par parité) donc Yy € R, g(y) = /7.
. sin(t)\? . . L L ) .
5.37) a. La fonction g : t — — est continue sur R’} par théorémes généraux et 111(1)1+ g(t) =1 car on sait
t—
que sin(t) Tt De plus, g(t) = O(tlz> donc g est intégrable sur R et I, existe.
oo

sin?(xt)
t2(1+t%)
posant f, (0) = x? car sin(u) T et fx(t ) = O( 1 ) donc fy est intégrable sur R* : F est bien définie sur R.

b. Pour x € R, soit fy : t — fx est continue sur R?, elle se prolonge par continuité en 0 en

c. Soit f: R x R’ — R définie par f(x,1) = Sm(<t)_
+ par f(x,t) t2(1 +t%)
in(2tx) 92h cos(2tx)
Pour t > 0, x — h(x,t) est de classe C? sur R et oh t:%77 t) =2—"7-"""57%.
(H1) x (x,t) ax( ) t(1+t2) GXZ(’) 1+ 2
(Hz) Pour x € R, fyx : t — h(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir).
(H3) Soit a >0, x € [—a;a], t > 0, il vient ’6 x,t ‘ < 2t Zaz = @q(t) car on a 'inégalité

t(14+t%) T 1+t
Yu € Ry, |sin(u)| < uet g4 est continue et intégrable sur Ry car @q(t) o i—g. De méme, on a
(o)

V(x,t) € [-a;a] x R,

’h 2 . .
o2 (x, t)‘ < T2 P2 (t) et Py est continue et intégrable sur R .

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme applique deux fois, la fonction f de classe C2 sur R et on

+
a les formules F/(x) = fo * %dt et F/(x) =2 f cos( th dt pour tout réel x.

. . +oo 2cos(2tx) +00 4 5in?(xt) .
2 "
d. Six € R, comme cos(20) =1 —2sin"(0), F'(x) —4F(x) = j;) 0+ j;) 20+ 1) dt devient
+00 2 — 45in? (tx) +00 4 sin? (xt) too gt +oo (14 tz) sin? (tx)
F/(x) — 4F(x) = £ 2o A e — S X gt =2 —4 LTS ) gt
(x) (x) fo a tz) j; t2(1 tz) j;) 142 ];, t2(1 tz)
Of+ —[At (t)r_ =T et le ch td iable t = % = @(u) (si 0)
= = = = = = >
] t retan(t)| 5 et avec le changement de variable L = e (ix avec

¢ de classe C! strictement croissante et bijective de R?% dans R?, on trouve, dans la seconde intégrale,

+ 2 +
fo > Smt#dt = Xfo = g(u)du = xI,. Par conséquent, Vx > 0, F’/(x) —4F(x) = m — 4xIy (E) et cette

relation est aussi vérifiée si x = 0 car F(0) = 0 et F/(0) = 7.
e. On résout (E) sur R,. Les solutions de I’équation homogene associée sont classiquement les fonctions
y : x = Ae?* +Be~2* et une solution particuliere de (E) est clairement yo : x — xI> — % Ainsi, les solutions

de (E) sur R, sont les fonctions y : x — xIy — Zl + Ae?* + Be 2* avec (A,B) € RZ. Or F(0) = F/(0) =0

donc A + B = Z{ et 2A — 2B = —I, donc, apres calculs, on trouve A = % — 172 et B = % + 172 Au final,
I 1 —
o0 F (F B (5o )

+o0 “+oo 2 2
f. Comme Yu € R, |sin(u)| < u, on a |F(x \—U Sl(“ift")) t] < fo et 72~ pour tout x.
Pour déterminer un équivalent de F en 400, on doit traiter deux cas :
eSi T — I—z # 0, par croissances comparées, on a F(x) ~ (ﬂ - I—2>e2".
4 fo\4 2
eSi T — 1—2 =0, on a par contre F(x) ~ Ipyx (car I; > 0).
4 2 +oo
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2
Mais comme Vx > 0, |F(x)| < %, le premier cas est & proscrire car x> = o(e?*). On en déduit donc
—+oo

IZ +oo (Sln(t))z T
— =2 =0d I, = — ) dt= .
2 onc que 12 -./;) T 2

g. Dans cette derniere intégrale, on pose u : t — sin?(t) et v : t —%, u et v sont de classe C! sur R%

13

et lim u(t)v(t) = Um u(t)v(t) = 0 car sin®(t) ~t? et sin est bornée. Ainsi, par intégration par parties,
t—0t t—+oo 0

el fsin(t)\? too _pteosin(2t) ., o0 sin(u) o q s
I = j;) ( " ) dt = fo u(t)v(t) = j;) " dt = fo " du en posant t = > (facile &
oo o
justifier). Par conséquent, on retrouve la valeur de l'intégrale de DIRICHLET : fo = @dt = %

N

2

el

N

+o0 .
t* de sorte que f(x) = fo g(x,t)dt si elle converge.

a. Soit g: R x R% — R définie par g(x,t) = e
(Hy) Vt € R%, la fonction x — g(x,t) est continue sur R par opérations,
(H2) ¥x € R, la fonction t — g(x,t) est continue sur R* par opérations,
(H3) ¥x € R, Vt € R%, [g(x,1)] < et = @(t) et @ continue et intégrable sur Ry car ¢(t) = o(lz)
o0
par croissances comparées.
Par continuité sous le signe somme, f est bien définie et continue sur R.
b. Comme f est clairement paire, on s’occupe de Paspect C! sur R% :

_2ox2
(H) Vte Ry, x— g(x,t) est C' continue sur R par opérations et %%(x, t) = —%e Y ,

(Hz) ¥x € R, t — g(x,t) est continue et intégrable sur R d’apres la question a. sur R, et t %%(x, t)

est continue sur R’ par opérations,
_2_a’
(H3) Soit [a;b] C R%, Vx € [a;b], Vt € RY, %%(x,t)| < %’e YT o @a,b(t) et @qp est continue

N . 7 — 2 . . 7
sur R ot elle est intégrable car @q p(t) = o(e™'") et lim @a,b(t) = 0 par croissances comparées
0o t—0

a

Y =0 en posant v = ;)

(car lim ve™
v—+00

2

+oo _42_Xx_
Ainsi, f est de classe C' sur R*, donc aussi sur R* et on a Vx > 0, f'(x) = fo f%‘e YT
c. Pour x > 0, on pose t = * = @ (u) avec @ bijection strictement décroissante de classe c! de R% sur R%
u
; 0 2 x? 2) (=x N
donc, par changement de variable, f'(x) = —2x f 25 exp ( — 5 — )(—Z)du d’on f'(x) = —2f(x) (E).
+o0 X u u

~[S

On résout (E) sur l'intervalle RY et il existe A € R tel que Vx > 0, f(x) = Ae™?* (R). Comme f(0) =
et que f est continue en 0, on a A = f(0) en passant a la limite quand x tend vers 0 dans (R). Ainsi,
Vx 20, f(x) = ?e_z". Par parité de f, Vx € R, f(x) = f(|x]) = ?e‘z"".

d. Comme f est continue en 0 et que X@& f'(x) = Xllr&(fo(x)) = —/m, f est dérivable a droite en 0 avec
fq(0) = —/m. Par parité de f, on a i (0) = ++/m # —/7. Ainsi, f n’est pas dérivable en 0.

e. Pour x > 0, on peut écrire eroo e tat = f+oo 2teat 1

x X 2t 2t
Les fonctions u et v sont de classe C! sur [x; +oo| et tliT u(t)v(t) = 0 par croissances comparées. Par
—1+00

et on pose u(t) = —e~t et v(t) =

2 42

. , . . . +oo _¢2 e +oo e t .
intégration par parties, on obtient donc f e " dt = ~ f ?dt. Or, par croissance de
X X X
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2 2 2
o0 gt j‘+°° te”t 1 f+°° 2 1 [ et Troo 2 e *
dt = dt < — te dt=—%| — =— te dt =
2t° x 2t3 =3 Jx 23 2 43
2 2 2

oo ot e * . oo 4 e
donc f 5>dt = 0( ) ce qui permet de conclure que f e " dt ~
x 2t +oo 2x x

. 7’ +
I'intégrale, on a 0 < f
X

. . ) In(1 + t2) . _ 1
a. e Pour x € R*, la fonction gy : t — i est continue sur Ry et gy(t) fooo(ﬁ) donc gy est
intégrable par comparaison aux intégrales de RIEMANN.
In(1 4 t2)
2

e Si x = 0, la fonction go : t — est continue sur R*, prolongeable par continuité en 0 en posant

go(0) =1 car In(1 4 t?) fgtz et on a toujours go(t ) O( 31/2> donc go est intégrable sur R .

Ainsi, la fonction f est bien définie sur R.

b. On pose u(t) = In(1+t%) et v(t) = —; les fonctions u et v sont de classe C' sur R? et 111(1)1 u(t)v(t) =0
t—
car u(t)v(t) ~—t et lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées.
0 t—+o0
Ainsi, par intégration par parties, on a f(0) = t(lzﬁz)dt = Z[Arc’can(’c)]o+Oo =T
c. Pour u > 0, par TAYLOR reste intégral, on a In(1+u) = In(14+0) +u+ o 1 T tdt donc In(+1+u) >
+o00 +o0o 2

A. . _ — (]7 _ 1 ) 2 _ X 2 ]

insi, pour x > 0, f(0) — f(x) fo oSl . In(1 4+ t)dt fo T2 1) In(1 + t=)dt. Or on
sait que 0 < In(1+2) < 2 donc 0 < 1(0) ~1(x) < [ o yar=x [~ 4. Ainsi, on obtient

q X X X =~ Jo + tz o T+ (t/x)z . )
“+o0

lencadrement 0 < f(0) — f(x) < [Arctan ( }0 = m‘ . C’est aussi vrai si x = 0.
d. Par l'encadrement précédent, on a hm f(x) = f(0 ) = 71 ce qui prouve que f est continue & droite en 0.

Comme f est clairement paire, f est continue en 0.
2
Soit h: (R%)? — R définie par h(x,t) = % Prenons a > 0.
X

e Vt >0, x — h(x,t) est continue sur R .

e Vx >0, t— h(x,t) = gx(t) est continue et intégrable sur R* .

n(1+t?)

o Vx € [a;+oof, Vt >0, |[h(x,t)] < 2112

= ga(t) et gq est continue et intégrable sur R7.

Ainsi, par continuité sous le signe somme, f est continue sur R* | donc aussi sur R* par parité. En conclusion,
la fonction f est bien continue sur R.

a. Soit f: Ry x Rf — Ry définie par f(x,t) = 1_‘;%(%*“.

e Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est continue sur R.

e Pour tout x > 0, la fonction t — f(x,t) est continue sur R%.

e Pour (x,t) € Ry x R, on a [f(x,t)] < o(t) = T%(t) et ¢ est continue sur R avec tl;r& o(t) = %
par développements limités et ¢(t) = 0 (t]—z) donc ¢ est intégrable sur R .

D’apres le théoreme de continuité sous le signe somme, la fonction F est définie et continue sur R,.

b. Continuons :
e Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C? sur R.

e Pour tout x > 0, la fonction t + f(x,t) est continue et intégrable sur R (fait ci-dessus). De plus, les
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1 — cos(t)

2
. e *tetts %(x, t) = (1 — cos(t))e ™" sont continues sur RY.
x

; of
fonctions t — §-(x,t) = —

of

e Soit a > 0, alors pour (x,t) € [a;+00[x RY , on a ‘H(X, t)‘ < ﬂe—at

i < [oo, €74 = 04(t) avec

h:t— T—cos(t) qui est continue sur R et lim h(t) = 0 par développements limités et lim h(t) =0

t t—0+ t——4o00

2
donc h est bornée sur Ry. De plus, %(x, t)‘ < Pa(t) = 27, Comme 04 et Pq sont continues et

intégrables sur R* , on déduit du théoréme de dérivation sous le signe somme que F est de classe C? sur R%
+oo 1 —cos(t) _ Foo _
/ _ xt 1 — _ xt
et que Vx > 0, F(x) = fo — ¢ dt et F’(x) fo (1 — cos(t))e *'dt.
c. Soit x > 0, avec les fonctions bornées ¢ et h ci-dessus, on a par inégalité de la moyenne (tout converge),
[lelloo, &
X

. . . too too .
les majorations suivantes : |F(x)| < j;) lo(t)[e ™ dt < [|@][oo, r, j;) e Xtdt = . De méme,

oo 1 — +
comme F'(x) = — | ~ %e”‘tdt et F'(x) = [ (1 = cos(t))e-*tdt, on a [F(x)] < IMleuBe o
X

[F’(x)| < <Zcarogi1- cos(t) < 2. Par encadrement, on a donc lim F(x) = lim F(x) = lim F(x) =0.
X X——+00

X——400 X——+00

e too i—x)t7+oo
d. Pour x > 0, on a F’'(x f (1 — cos(t))e~*tdt = % ~_ Re (fo eltfxtdt) — 1 _Re ([e(‘ X) } )

0 X i—x Jo

donc F'(x) = 1_ (

) 5. On integre sur lintervalle R7 et il existe une constante
X +x

—1i

C € R telle que ¥x > 0, F(x) = () ;m(1+x2)+czlm<

2 2) 4+ C. Comme on sait que

X
1+x

2
im F(x) = lm Lin ( X 2) =0, on trouve C = 0. On intégre & nouveau et on trouve classiquement
X——400 x—+o0 2 1T+ x

~xIn(1+x%)
2
on sait que lim F(x) =0, on trouve K = g Ainsi, Vx > 0, F(x) = %—&—xln(x) —xIn(v1+x2) — Arctan(x).

X—+00

1

F(x) =xIn(x) — +x—Arctan(x) + K =K — %ln (1 + —2) — Arctan(x) avec K € R. Comme
X

e. Comme F est continue en 0, on a F(0) = lh?)h F(x) =K = g par croissances comparées et DL. On effectue
x—
+oo 1 —
dans F(0) = f %dt une intégration par parties en posant u(t) =1 — cos(t) et v(t) = —%, wetv

0 t

sont €' sur RY et lim u(thv(t) = lim w(t)v(t) =0 done F(0) = [ £l

dt = T (DIRICHLET).
t—0+ t—+o00 0 t 2

—xt? (1 g2 2
a. Pour x € R, fy : t— % est continue sur R% . Comme fx(t)? -0 Xttz +o(t7)) §><+0(1)7 la

fonction fy se prolonge par continuité en 0 en posant fy(0) = x donc fy est intégrable sur |0;1].

e Si x =0, fy est la fonction nulle donc elle est intégrable sur R7 .
—xt?

. xt? xt? . ) . _ —
eSix<0,1—e* e *t" donc, par croissances comparées, lim fy(t) = 400 car fy(t) ~ >

[e%s) t—+o0 —+00 t
et fx n’est pas intégrable sur [1;4o00].
e Six >0, fy(t) fox 2—2 donc fy est intégrable sur [1; +o00[ d’aprés RIEMANN.
o0
En résumé, fy est intégrable sur R* si et seulement si x > 0, et comme fy est de signe constant sur son
+o0o
ensemble de définition, fo fx converge dans les mémes conditions. L’ensemble de définition de f est R,.
b. Défini :(RY)2 = R 1oy - [ ix >
. Définissons g : (R%)” — Ry par g(x,t) = —z—de sorte que f(x) = fo g(x,t)dt si x = 0.
(Hy) Pour t > 0, x = g(x,t) est de classe C' sur R* et %%(X, t) = et

Hz) Pour x > 0, t — g(x,t) = fx(t) est continue et intégrable sur R* (déja vu en a.).
9 +
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(H3) Pour a > 0, x € [a;+o0[ et t > 0,

%}%(x, t)’ e at’ = ¢@q(t) et @q est continue et intégrable sur

R car, par croissances comparées, ¢q(t) = 0 (lz)
oo

t
. . PPN Ja . . 1 * / +oo —xt?
Ainsi, par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur R et f'(x) = f 5 € dt.

On effectue le changement de variable t = P (u) = %, licite car ) est de classe C', strictement croissante
X

x x / oo - Vr . .
et bijective de R dans R*, et on a f'(x) = —= f Wau = VYT en se rappelant de la tres classique

2V/x

3

+
intégrale de GAUSS j;) = e Wdu = ?

c. Comme R est un intervalle, d’apres b., il existe C € R telle que Vx > 0, f'(x) = y/mx + C.
Méthode 1 : montrons que f est continue sur R .
(H1) Pour t > 0, x — g(x,t) est continue sur R par opérations.
(Hz) Pour x > 0, t — g(x,t) = fx(t) est continue et intégrable sur R* (déja vu en a.).
(H3) Pour a > 0, x € [0;a], t >0, [g(x,t)| < Pa(t) avec Pq(t) =1sit €]0;1] car T—e ™ < u par concavité
et Pqo(t) = t] sit>1car1—e ™" <1;etg est continue et intégrable sur R% car Pq(t) +:OOO(2—2)
Par le théoreme de continuité sous le signe somme, f est continue sur R;.
Méthode 2 : Pour u € [0;1], comme on a classiquement Vv > —1, In(1 +v) < v, en posant v = —u, on a
In(1 —u) < —u dong, par croissance de 'exponentielle, 1 —u < e™™. Comme cette inégalité est clairement

2 .y
vraie aussisi u > 1, on a donc Vx > 0, ¥t > 0, 0 < 1—e %" < xt?. Ainsi, pour x > 0, ona Vt > 0, f, (t) < xet

1/v/x +
on a aussi fy(t) <L 2 . Par conséquent, 0 < f(x) = j;) fx(t dt—i—f x(t)dt < Cxx 4 [T dt 2/x.

Vx v 2

Ceci prouve par encadrement que lhg)lJr f(x) =0 = f(0) donc que f est continue sur Ry.
xX—
Ainsi, comme Yx > 0, f(x) =+/nx+ C, on a lim, f(x) = C =0donc Vx € Ry, f(x) = /mx.
x—0

. , . eixt -1 +o00 )
a. Soit f: R x RY — C définie par f(x,t) = fe_t de sorte que F(x) = fo f(x,t)dt si elle converge.

(H1) Pour tout t > 0, la fonction x + f(x,t) est de classe C' sur R.

(Hz) Pour tout x € R, la fonction fy : t +— f(x,t) est continue et intégrable sur R, car fy(t) = o(e™)
o0
et que fy se prolonge par continuité en 0 en posant fy (0) = ix car e™t —1 Nixt si x #£ 0.

(H3) Pour tout x € R, la fonctlon te gf (x,t) = ie~te™! est continue sur R*

(Hs) Pour (x,t) € R x R%,

ax (x,t ‘ =e ' = ¢(t) et @ est continue et intégrable sur R

+oo .
Par le théoréme de dérivabilité sous le signe somme, F est de classe C! sur R et F/(x) = f ie(x=Ntgt,

- je(ix—DtqHeo i i(14ix i
b. Ainsi, F/(x) = {wixi—]}o = l—lix = (1—|—x2) =3 —:xz + 3 —|—lx2' Comme F(0) = 0 et que R est

un intervalle, en intégrant, ¥Vx € R, F(x) = -1 1n(1 +x2) + iArctan(x).
. w2 P 51n(t) —xt +o0 .
a. Soit f: (R%)* — R définie par f(x,t) = — e de sorte que F(x) = fo f(x,t)dt (si elle converge).

e Pour tout t > 0, la fonction x + f(x,t) est de classe C' sur R’ par opérations.

e Pour tout x > 0, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R* car elle se prolonge par

continuité en 0 en posant fx(0) =1 car lim sin(t) _ Tet fi(t) = O(e™") (avec x > 0).
t—0+ t 400
e Pour tout x > 0, la fonction t — gf (x,t) = —sin(t)e " est continue sur R%.
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e Pour a > 0 et (x,t) € [a;+oo[x R, ‘%(x, t)‘ <e * =1Pq(t) et Pq est continue et intégrable sur R*.

+oo
Par le théoreme de dérivabilité sous le signe somme, F est de classe C! sur R et F/(x) = — f o sin(t)e”*tdt.

Ainsi, F/(x) = —Im (j:roo e(i_")tdt) = —Im [%]Z‘X’ = Im ((1 l x)) - _Hjixz.

est continue sur R* et prolongeable par continuité en 0 en posant fo(0) =1

1

sin(t)

b. La fonction fg : t —

car sin(t)gt. En posant u : t + + et v : t + 1 — cos(t), les fonctions u et v sont de classe C' sur

R et lim u(t)v(t) = 0 car 1 —cos(t)~ = et lim u(t)v(t) = 0 par 1 — cos(t) = O(1). Les intégrales
t—0+ +oo

400 ¢F +oo _ _
fo %dt et fo %%mdt sont donc de méme nature. Or go : t — 1‘;‘%@) est continue

1 2

et positive sur R, prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = > toujours car 1 — cos(t) t

72
+oo 1 —
lg(t)] < t% ce qui garantit son intégrabilité sur R.. Ainsi, fo 1i%(t)dt converge car elle converge

+oo si too 1 —
absolument, fo > &(t)dt converge aussi donc F(0) existe et on a F(0) = f > 1 cos(t)

dt.
0 12

e—xt

Méthode 1 : pour x > 0, en posant u:t—1—cos(t) et v:t— , les fonctions u et v sont de classe C'

sur R et lim u(t)v(t) = lim wu(t)v(t) = 0 par croissances comparées donc, par intégration par parties a
0+ t=4o0
—+o0 —
nouveau, comme v’ (t) = —%e"“, on a F(x) = fo 1)?%@) x (14 tx)e *tdt.
. 1 — cos(t) xt .
e Pour t > 0, la fonction x — —z (1 4 tx)e™** est continue sur R, .
e Pour x > 0, la fonction t — T?%(t) X (1 + tx)e” " est continue et intégrable sur R% (déja vu).
e Posons h: s — (1 +s)e” ", alors h est dérivable sur Ry et h/(s) = —se™® < 0 donc h est positive
et maximale en 0 donc Vx € Ry, Vt > 0, ’1_:%(” X (14 tx)e™™ | < go(t) = T%(t) car

(1 +tx)e ™ =h(xt) <h(0) =1 et go est intégrable sur R%.
Par continuité sous le signe somme, F est continue sur R, notamment en 0.

(k+1)7 sin(t)e "

—+oo
Méthode 2 : Par CHASLES, pour x > 0, F(x) = > f dt et, en posant t = u + km dans

k=0 v k7t
. +oo T i (u)efxu “sin(u)eixu
h tégrale, F = —1)kekmx SIMWE  gu. Posons D x b e kX ——du.
chaque intégrale, F(x) kZ::o( )<e fo wtjor - Posons we - x e fo gl

s 3 —Xu
Pour x > 0 fixé, les suites (e ™™ )ycy et (j;) %
u+ k7

7T oF —Xu 7T
f %du’ < j;) 1l qug ™ = % donce (uk(x))ken

du) sont décroissantes (car sin(u) > 0 et
keN

(u + km)ken croit), de plus, pour k > 1,

0 u—+ km u+ km k7t
+o0
est décroissante et tend vers 0. Par le critere spécial des séries alternées, en notant Ry (x) = > (—=1)*u(x),
k=n+1

1
n+41

continuité des uy se montre par application du théoréme de continuité sous le signe somme sur un segment)

ona Ry (x)] < unsi(x) < ﬁ donc [[Rn|]so, ry < ce qui prouve que la série de fonctions continues (la
n

S (=1)*uy converge uniformément vers F sur R, donc, d’apres le cours, F est continue sur R, .
k>0

c. Par une petite étude de fonction, on montre classiquement que Vt > 0, |sin(t)| < t. Ainsi, [f(x,t)] < e **
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+o0 efxt +o0o 1
et, par inégalité de la moyenne, |F(x) f e *tdt = [ —} = -. Par encadrement, lim F(x) =0.

0 X Jo X X—>+00
Comme R est un intervalle et que F/(x) = T2 il existe A € R telle que Vx > 0, f(x) = A — Arctan(x).
Or xET@o F(x) =0 donc A = 721 Ainsi, Vx > 0, F(x) = E — Arctan(x) = Arctan (i)
e g . . T +oo sin(t) s
Par continuité de F en 0, on a aussi F(0) = lim F(x) =2 = f =———~dt (intégrale de DIRICHLET).
x—0+ 2 0
—(14+t2)x?

a. Soit h: R x [0;1] — R définie par h(x,t) = £ e

Hy) ¥Vt € [0;1], x = h(x,t) est de classe C! sur R par opérations.

Vx € R, t— g];(x t) = —2xe~ (%" st continue sur [0;1].

a) V(x, t) € Rx[0;1],

H3

(H1)

(H2) Vx € R, t = h(x,t) est continue donc intégrables sur le segment [0;1].
(H3)

(H

< 2|x|e*"2. Orbv:x+— 2|x|e*"2 est continue et positive sur R, et elle

o (x,t)
tend vers 0 en oo par croissances comparées, on en déduit classiquement que b est bornée sur R et on

note M = Sup(2|x\e_"2). Ainsi,
xeR

g—z(x, t)‘ < ¢(t) = M et @ est intégrable sur le segment [0;1].
Par le théoreme de dérivabilité sous le signe somine, 1a fonction f est de classe C! sur R et on a la formule
de LEIBNIZ, & savoir Vx € R, f'(x fzf e~ (149

Par le théoreme fondamental de I'intégration, comme a : t — e~t* est continue sur R, la fonction g est de
classe C' sur R car c’est la primitive de a sur R qui s’annule en 0. On a donc Vx € R, ¢/(x) = e .

b. Pour x € R*, f/(x) = -2 f e~ I+ 34t = — 2~ f()] e~ (1) xdt = —2e%° J;)X e W du = —Zefng(X)
en posant u = tx = ll)(t) si x # 0 avec  qui est une bijection de classe C' strictement monotone (croissante
si x > 0 et décroissante si x < 0) de [0;1] dans [6,\;] Alors, ¥x € R, f'(x) = —2¢’(x)g(x). Mais si x = 0, on
a clairement f'(0) = 0 donc '(0) = —Ze_ozg(O) est encore vrai car g(0) = 0. Comme R est un intervalle et

que (f+ g%)’ = 0 sur R, il existe une constante C € R telle que Vx € R, f(x) + g?(x) = C.
1
Or £(0) = fo

2 2 2
c. Pour x >0, Vt >0, 0 < e IT)X" L ex" o

1 _ 1_m _ 2(,y =TT
. dt = [Arctan(t)]y = 2 et g(0) = 0 donc Vx € R, f(x) + g~ (x) .

1 —X.Z —Xz
. l,doncogf(x)éfoe dt = e et

-~ =0 donc, par encadrement, hm f(x) = 0. Comme g est une fonction positive, on a donc

lim e
X—+00

—+oo
Vx € R, g(x) =+/g / ) donc hm g(x) ?:fo e tdt =1.

a. Pour x € R, soit gy : R} — R définie par g.(t) = ’c"(]lith)

gx(t) Y tl" donc gy est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si x < 1 et g(t) o t"% donc gx est intégrable
o0

La fonction positive gy est continue sur R7,

sur [1;4+o00] si et seulement si x + 1> 1. Ainsi, g« est intégrable sur R si et seulement si 0 < x < 1. Or f(x)
existe si et seulement si gy est intégrable sur R* donc le domaine de définition D de f est D =]0; 1.

+
b. Définissons g :]0; 1[x R% — R par g(x,t) = t"(l]i—kt) de sorte que f(x) = fo ~ g(x,t)dt si elle converge.

(H1) ¥t > 0, la fonction x — g(x,t) est continue sur |0; 1] par opérations.
(H2) ¥x €]0;1], la fonction gy : t — g(x,t) est continue (et intégrable) sur R* d’apres a

(H3) Soit (a,b) €]0;1[2 tel que 0 < a < b < 1, V(x,t) € [a;b] x RY, |g(x,t)] = g(x,t) < @a,b(t) avec
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1 . 1
t) == w—F—— t€(0;1] et t) = ———M—
(Pa,b( ) tb(] t) S1 G] ) } € (Pa,b( ) ta(1 t)
1

L (et b<1) et @ap(t)~ ta% (et a+1>1).

sit > 1. Or @q,p est continue et intégrable sur R

d’aprées RIEMANN car ¢q,p(t) v

Par théoréme de continuité sous le signe somme, f est continue sur D =|0; 1[.
c. Six € D =]0;1], on a clairement 1 —x € D. Dans lintégrale définissant f(x), on pose t = 1- o(u)
u

avec @ qui est une bijection strictement décroissante et de classe C! de R% dans R% et, par changement de

variable, on a f(x) = fo é(— i)du = f+<><> —— 1 _dudonc f(1 —x) =f(x)
’ oo u (14 (1/u)) u? o u X(u+ 1) '
d. Méthode 1 : pour x €]0;1[, par CHASLES, f(x) = j;) = ] =y dt + f 1 y dt. De plus, on majore
1 1 —x+171 1
1 1 t 1 . . 1
< fo " (1+t)dt < s t"dt [1_)(}0 T aui garantit que fo t"(]—i—t)dtoo(]) Dans la

seconde intégrale, on pose t = u'/* = ¢(u) avec ¢ qui est une bijection de classe C' strictement croissante

+oo Foo Foo

. . 1 _1 1 (1/x)—1 _1 1
de [1;4o00[ d 1; 40| et dt = du = d
e [l; [ dans | Le f1 (1 +1t) f1 u(1+u1/x)u " Xf1 w (1 +u %) "

Or pour tout réel u > 1, on a 1 —u™'/* < ﬁ < 1 donc, par croissance de l'intégrale, on a
u
u—l/x

ooy — 1 too 1 oo
I d t =% qu=1- X = < dt < 1 = —du. P
encadremen L U,z uw X—|-1 X—i—] XL tx( —|—t) L uz u ar

1
(1 +1t)
Méthode 2 : comme ci-dessus, on pose t = u'/* = @ (1) avec @ qui est une bijection de classe C' strictement

+
croissante de ]0;+oo[ dans ]0;+oo[ pour x € D, et on obtient xf(x) = fo ~ w
u u

. 1 _ 1 (1/x)—1 . _ [T
s (xu) = u de sorte que xf(x) =
9: (o) VI +u %) w1 +ul) 4 &) fo

(H1) Pour u>0,0on a lim g(x,u) =h(u) avec h(u) =0 si u €]0;1[, h(1) = 1 et h(u) = iz siu>T.
x—0+ 2 u

1 Dapres c., f(x) ~

+oo
théoreme d’encadrement, f1 dt Y 1. Par somme, on a f(x)
X

11 —x

X

du. Posons

g(x,u)du si x €]0;1[.

(Hy) Vx € }0; H, u— g(x,u) et h sont continues sur RY .

(H3) ¥x € }O; !

ﬂ, Yu > 0, [g(x,u)] < @(u) avec @(u) = 1si u <1 (car 0 < ul/* < u?), o(1) = % et

o(u) < ﬁ siu> 1 (caru™'/* >0)) et ¢ est continue par morceaux et intégrable sur R* car ¢(u) o iz

oo u

. too
Le théoreme de convergence dominée & parametre continu permet de conclure que lim xf(x) = f o h(u)du
x—0+

¢ tim xf(x)= [ Q4 [ T}M 1A f(x) ~ ]
ce qui montre que im X — = —_ = = 1. nouveau X) ~ —.
d due Tu? uli ’ +o0 X

a. Pour x € Ry, la fonction gy : t — t*e™ " est continue sur R’ et prolongeable par continuité en 0 en
posant go(0) = 1 ou gx(0) = 0 si x > 0. De plus, par croissances comparées, g(t) +Ooo(t1 ) donc gy est
intégrable sur R* . La fonction f est définie sur [0; +ool.

b. Définissons g : Ry x R% — R par g(x,t) = t*e~* de sorte que f(x) = f:oo g(x,t)dt.

e Vt > 0, la fonction x — g(x,t) est continue sur Ry par opérations.

e Vx > 0, la fonction gy : t — g(x, t) est continue (et intégrable) sur R*% d’apres a

e Soit a € RY, V(x,t) € [0;a] X RE, |g(x,t)] = g(x,t) < @a(t) avec q(t) =e ' sit€]0;1] et pqo(t) =t% "
sit>1. Or @, est continue et intégrable sur R% d’apres a..

Par théoreme de continuité sous le signe somme, f est continue sur R,.
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t

c. Soit x > 1, dans I'intégrale définissant f(x), on pose w:t+ t* et v:t > —e~t wet v sont de classe C'

sur RY et lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées donc, par intégration par parties,
t—0+ t—=+o0
: TOO 1 -t

on trouve bien f(x) = [u(t)v(t)]§> + fo xt* e tdt = xf(x — 1).

—+oo
d. Pour x € Ry, la fonction gy est continue, positive et non nulle sur R* donc f(x) = fo gx(t)dt > 0.
Ainsi, d’aprés a., la fonction h : u — In(f(u)) est continue sur R4 et on note H une de ses primitives.
Comme ¢(x) = [H(u)]X_; = H(x) — H(x — 1), la fonction ¢ est dérivable sur [1;+o0[ et on a la relation

x—1 =

Vx> 1, o'(x) =H'(x) —H(x—1) = 1n(f( )) - ln(f(x - 1)) = In(x) d’apres c..

X
e. D’apres la question précédente, ¢(x )+ f] o'(t)dt = (1) + fl In(t)dt = @(1) + [tIn(t) — t]} ce
qui montre que lim ¢(x) = +o0. Comme vn = @(n ), on a donc lim vy, = 0 et, avec le critere spécial
X—+00 n—-+oo
_ n
des séries alternées, on conclut a la convergence de ) (=1) .
n>1 VYn

a. Soit x > 0, posons u : t — 1 —cos(t) et v :t — ﬁ Alors u et v sont de classe C' sur R et le
x

crochet [uv]§™ converge car lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 puisque 1 — cos(t)

~ L Ainsi les intégrales
t—0+ t——+oo 0o 2

+oo
fo u'v et f . wv’ sont de méme nature. Or uwv’ est continue en 0 si x > 0 et se prolonge par continuité en

0six =0 car u(t)v'(t) = f]_i%(t) — f% donc wv’ est intégrable sur ]0;1]. De plus u(t)v/(t) = 0] (t]—z)
oo
“+o0
donc wv' est intégrable sur [1;+oo[. Par conséquent, uv’ est intégrable sur R* , 'intégrale fo wv’ converge

+ +oo gi
donc, tout comme fo Sy = fo = %dt (de méme nature). De plus, comme le crochet est nul, on a
X
oo sin(t 1 ) +o0 1 — cos(t)
Gt = — (1— -1 at= ——cos dt.
J; x-l—t == J5 0 eos) < ( CETA Jo et &
b. Soit maintenant g : Ry x R% — R définie par g(x,t) = %.
x

e Vt > 0, la fonction x — g(x, t) est continue sur R .

e Vx > 0, la fonction t — g(x,t) est continue et intégrable sur R’ (déja vu avant).

1 — cos(t)
tZ

o V(x,t) € Ry x RY, [g(x,1)] = g(x, t) < = ¢(t) avec ¢ intégrable sur R* (déja vu avant).

On peut donc conclure par continuité sous le signe somme que f est continue sur R, .

< sin(t)
dt =
t 2

c. Utilisons le théoreme de dérivation sous le signe somme deux fois.

. ’ ) +
L’intégrale de DIRICHLET est f(0) et vérifie f(0) = fo

e Vt > 0, la fonction x — g(x,t) est de classe C? sur R%.

(
(

e Vx > 0, la fonction t > g(x,t) est continue et intégrable sur R (voir a.).

_ 2 _
e Vx >0,t— %!(x, t) = w et t — a—g(x, t) = 6(]7&.55:)) sont continues sur RY .
x (x+1) ox (x+1t)
. * 4 12 _
e Va > 0, V(X,t) S [(1,+OO X R_,H 6}%(7{,’[)‘ < m (pa et ’49 X, t)‘ < m = 'Ll)a(t) et les

fonctions @4 et 4 sont continues et intégrables sur R* par RIEMANN.

+oo _ “+o0 —
Ainsi, f est de classe C% sur R* et que f'(x) = — fo %dt et f"(x) = fo W

1 1
———— etv:t— 6(1 —cos(t)), uetvsont de classe C
3(X t)3 ( ( ))a

dt.

Dans cette derniere intégrale, on pose u : t — —
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sur Ry et u(0)v(0) = tl}ﬂloou(t)v(t) = 0 donc, par intégration par parties, f’/(x) = 2 . mdt On
o 1 . . " oo cos(t)

pose cette fois-ci u : t = ———— et v = sin et, avec les mémes arguments, '’ (x) = f ———>dt. Par
2(x +t) 0 (x+1)

, +00 cos(t) — 141 too gt 1]t 1

t, f/(x) = O Tt = —f —dt _ — {— ] = —f i

conséquen (x) j;) o t)z (x) + fo o+ t)z (x) + ~+tlo (x) + N

ce qui montre que la fonction f est solution sur R* de I'’équation différentielle (E) : y” +y = 1
X

a. Pour « € R, la fonction g4 : x — m est continue sur RY et g“(x)rg;—“ et gu(x) ol x"‘]ﬁ

D’apres le critére de RIEMANN, g4 est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si « < 1 et gy est intégrable sur
[1; +o00[ si et seulement si 1+ « > 1. Comme g, est intégrable sur R’ si et seulement si elle I'est sur ]0; 1]
et sur [1;400[ et que gy est positive, f(«) est définie si et seulement si « €]0;1]. Ainsi, D =]0;1][.
b. Soit h :J0; 1[x RY — R définie par h(«,x) = m

(H1), pour x >0, « — h(a,x) est continue sur ]0; 1.

)
(H2), pour a €]0;1], g : x — h(e, x) est continue et intégrable sur R (vu en a.).
)

—x —-b
(H3), soit 0 < a < a < b <1, V(,x) € [a;b] X RE, [h(e,x)| = 1X—|—x < 1X—|—x si x €]0;1] et
_ —b
[h(e, x)| < ]X+ax si x € [1;400[. Soit @q,p : R} — R définie par @q,p(x) = T x si x €]0;1] et
—a
x

Pa,b(x) = six € [1;+00[. Alors @q,p est continue sur R (avec ¢qu(1) = %) et elle est

14+ x
intégrable sur R7 .

Par le théoréeme de continuité sous le signe somme, f est continue sur ]0;1[.

c. Dans f o —dX _on pose x = 1 = ¢(t) avec @ qui est bien C', strictement décroissante et
0o x*(1+x) t
0 0
e . . 1 dt 1 dt
bijective de R* dans R* pour avoir f(a) = 7( — —) = 7( — —) donc
] Vi + + b Vi ((x) f-l—oo tfoc(] +t71) t2 f+oo tfoc(] +t7]) tZ
fla) = f+oo ]L = f(1 — «). Ainsi la courbe de f est symétrique par rapport a la droite x = 1
0t T¥(1+41) 2

d. La symétrie précédente suggere que c’est en % que f atteint une valeur particuliere, pourquoi pas son

o f(l — +oo
- % - fo (2x°‘(11 T 2x1’“](1 +X))

+ —(1/2) (1/2)-
linéarité de I'intégrale. On I'écrit f(«) = f = x2 £ x :

0 2[(1 +x)
“+oo
a+b > 2vab pour (a,b) € (R%)? de sorte que f(a f A059 +x)

minimum. Soit « € D, alors f(«) = f(1 — «) dx par

dx et on se rappelle de 'inégalité classique

dx = £(0) = [2 Arctan(\/i)]:00 =n

Ainsi, la valeur minimale prise par f sur D est f(0) = 7.

e. Quand o« tend vers 0, c’est au voisinage de +o0o qu’il va y avoir un probleme. D’aprés CHASLES,

1 +o00 400
— dx dx : @ ’ » dx
on a f(a) = fo 1) + f1 4% est certainement “de l'ordre” de f] 0 ) et, comme

+ ,
x“(1]+ 9 ol xo‘]+1 , la quantité f(«) se doit d’étre assez proche de f] OO Xg_’ﬁ = j;. Evaluons la différence,
1 e ax e ax Y ax ot dx
f(o) o j;) (1 +%) f1 T = fo ) f1 TR ) Or on peut encadrer

1 1 +00 +o00
dx dx 1 dx dx 1 o
< N2 < - < I < = < ]. A
0 < j;) X“(] I ) B j;) Xoc(1 +X) 1— o et 0 < j‘] X]+‘X(1 X) B J‘] X2+(X 1 x I 1msli,

f] (d:_X ? ) et f ch ) =0(1). Par somme, f(x) — 1 :0(1)20(12) donc f(«)

0 x 0 0 0«
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—(14+t2 1
a. Soit h: Ry x [0;1] = R définie par h(x,t) = # de sorte que f(x) = fo h(x,t)dt.

14+t
. 1 frot oh _ _—(14tH)x
k) I ) ) .
(H1) Vt € [0;1], x — h(x,t) est de classe C' sur R, par opérations et 5>(x,t) = —e

ox
(H2) Vx € Ry, t— h(x,t) et t— g—};(x, t) sont continues donc intégrables sur le segment [0;1].

oh

(H3) V(x,t) € Ry x [0;1], |55 (%, t)‘ <e ™ < 1=¢(t) et @ est constante donc intégrable sur [0;1].

1
Par le théoreme de dérivabilité sous le signe somme, f est de classe C! sur R et f/(x) = — fo o= (1% g

1
b. Classiquement, f(0) = fo 1 —:tz dt = [Arctan(t)] = % De plus, pour x > 0, Vt > 0, 0 < e~ (1+t)x < e=x

m f(x) =0.

1
et —! > < 1, donc 0 < f(x) < fo e Xdt=e X et XET@O e~ = 0 donc, par encadrement, XE+OO

14+t

. 2 . . x 2
c. Comme la fonction t — e~ est continue sur R, la fonction h : x — fo e ' dt est de classe C' sur R

d’apres le théoréme fondamental de 'intégration et h'(x) = e’ De plus, d’apres a., g est de classe C! sur

R, avec g'(x) = 2xf'(x?). Ainsi, la fonction a : x + g(x) + h(x)? est de classe C! sur R, par opérations et
1 X
Vx = 0, a/(x) = 2xf'(x?) + 2h/ (x)h(x) = —2x fo e~ (1H)x% g4 4 2e—x° j; e=t’dt. Six =0, a’(0) =0 et, si
1 X X 1
/ — —x? —t?x? —x? —t? _ —x? —t? _ —t%x?
x>0, onaa(x) =—2e fo e xdt + 2e fo et dt =2e (fo e tdt fo e xdt). Or par
. . . x 42 T 2,2 o

le changement de variable u = xt, il est clair que fo e tdt = fo e xdt. Ainsi, Vx € Ry, a'(x) = 0.
Comme a’ = 0 sur l'intervalle R, il existe C € R telle que Vx € Ry, a(x) = g(x) +h(x)? = C > 0. Comme
h(0) = 0, on en déduit C = g(0) = f(0) = % d’apres a..

d. Comme f est une fonction positive, Vx € R, f(x) = /f(x)2 = [T —g(x). De plus lim g(x) = 0 ainsi,

4 X——+o00

+oo
on a la valeur de l'intégrale de GAuss, lim f(x) = % qu’on note fo et dt = v

X—r+00 2

—tx
a. Pour un réel x, la fonction hy : t — ]e+ 2 est positive et continue sur R;.

eSix<0,ona tlizl h«(t) = +00 donc hy n’est pas intégrable sur R..
— oo

e Six =0, ho(t) = ] +]t2 donc hy est intégrable sur R, car une primitive de ho est Arctan qui
admet une limite finie en +o0.

o Six >0, hy(t) +:ooo(ti2> ou hy(t) = o(e™™) donc hy est intégrable sur R par comparaison aux
intégrales de référence.

Ainsi, le domaine de définition de la fonction f vaut D = R,.

eftx .

1+t

(Hy) Pour t € Ry, la fonction x — h(x,t) est de classe C? sur R.

b. Soit h: R} x Ry — R définie par h(x,t) =

(H2) Pour x > 0, la fonction hy : t — h(x,t) est continue et intégrable sur Ry (voir ci-dessus). De
—tx
plus, la fonction t — g—};(x, t) = *;ce_i_itz est continue et intégrable sur R, car g—g(x, t) = o(e ™).
2 2 —tx
Enfin, t — 0h(y ) = toe est continue sur R .
el g *

2 —at
(H3) Pour a > 0 et (x,t) € [a; +00[x Ry, on a la majoration ’W(X’ t)‘ < t1 j—tz <e % =u(t) et la

fonction ¢4 est continue et intégrable sur R, .
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- P . 2 " +oo tZ
Ainsi, par théoréme, la fonction f est de classe C~ sur R% et f/(x) = f

0 T+t
4oo /2 —tx —tx +
conséquent, ' (x) + f(x) = fo > (J[] j_tz + 1e—|—t )dt L/;) Textgt =

2 dt par LEIBNIZ. Par

1
o

c. Les fonctions u: t — sin(t) et v:t — % sont de classe C! sur [1; +o00] et lizl u(t)v(t) = 0 donc la nature

+
de f cos( dt est la méme, par intégration par parties, que celle de f1 ST( )dt Or 51112(t) = (@) (t]—z)
oo
f+°° cos(t)
1 t

srrL(t) smn( )

+
donc t — est intégrable sur [1; +o00[ donc f] dt converge, ainsi dt converge aussi.

De méme, u:t— 1 —cos(t) et v:t— % sont de classe C' sur R* avec lim u(t)v(t) = liT u(t)v(t) =0,
o0

+ + — _
donc f = mdt converge car elle est de méme nature que f = wdt et lim % =1 e
0 t 0 t—0+ t 2
1 — cos(t)

1 . . o N
=0 (—) On en déduit que g est bien définie sur R? .
2 oo \t2 que 9 +

d. Comme les fonctions t +— Coi(t) et t — Sui(t) sont continues sur R%} et que pour tout x > 0, on a

+ + + i + :
| > cos(t) 4y — f1 > cos(t) 4y _ ff —Cost(t) dt et f > —S”f[(t) at = f1 sin(t) gy f1 S”f(( ) at, il vient

x t t t

Ql(X) = 7008()() sin(x) - (f+oo COS( ) )cos( ) — Sln( )COS(X) - (f+oc Sln( )dt) sin(x) par le théoreme

x x x
+
fondamental de I'intégration donc g'( (f > cos( ) cos(x) — (f > sin(t )dt> sin(x). De méme,
X
+ in? +
g’ est de classe C! sur RY et g”(x) = cos® —|—( > cos( dt) sin(x )+M _ (f o0 San'[( )dt> cos(x)
X X
donc g”(x) = 1_ g(x) car cos?(x) + sin ( ) = 1. Par conséquent, g est de classe C* sur R* et solution sur
x

RY de (E) : y'4+y= %

e. h = f—g est C2 par opérations et h”(x) = f/(x)—g"(x) = —f(x)+ L +g(x) = L = —(f—g)(x) = —h(x) donc
X X
h’+h = 0sur R%. On sait qu'alors 3(A,B) € R?, Vx > 0, h(x) = A cos(x)+ B sin(x) = VA2 + BZ cos(x+0).
+
Or 0 < f(x) < fo T et gt — % car 0 < H—Ltz < 1. Par encadrement, on a donc XETOO f(x) = 0. En tant

+oo sin(t)

L . +o0 cos .
que “reste” d’intégrales convergentes, on a lim (t )dt = Um dt = 0 donc, comme

x——4o0 Jx t X——+00

cos et sin sont bornées, on a aussi lim g(x) = 0. Ainsi, lim h(x) =0 ce qui impose VA% + B2 = 0 donc
X—+00 X—+00
A =B = 0. On déduit donc f = g du fait que h = 0.

f. Avec les notations de la question b., comme ¥x € Ry x Ry, |h(x,t)] < —— = P(t) et que P est

1 + t
intégrable sur R, la fonction f est continue sur R, par continuité sous le signe somme car x — h(x,t) est

continue sur R.. Ainsi, f(0) = [Arctan(t)]™ = % = Um f(x).
X

—0+
+oo cos(t) +00 cos(t) T cos(t) +o0 cos(t) cos(
En écrivant f dt = j‘] fdt + f fdt f] " dt + f dt + f
X
1 — — +o0
comme f Mdt:O(l) car t — cos(t) —1 est bornée sur Ry, on trouve f mdtw —In(x).
x t 0 x t 0

. . +oo sin(t) . T ez . .
Ainsi, 1 =1= —dt = 1 f =f0)=%. A I'int t ties de c.
insi, Wm g(x) fo " m (x) (0) 5+ Avec lintégration par parties de c., on a
+00 gi +oo 1 — +
la relation f = Mdt = f = %dt = f > 2sin ( )dt. On pose t = 2u dans cette derniere
0 t 0 t 0
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+00 25in?(u) (2du) = f+oo sin?(t) =T

—+oo
intégrale, facile a justifier, et on a fo sin(t )d = f o 2 >

t 0 du?

3 —xt
a. Sixe R, gy:t— € est positive et continue sur Ry et gx(t) e te ', Traitons deux cas :
oo

Vise

e six <0, 1111 te”*' = 400 donc gy n’est pas intégrable sur R et f(x) n’existe pas.
t—+o0
e si x > 0, par croissances comparées, g (t) o te™xt = O(t] ) donc, par comparaison aux intégrales
o0 o0

+oo
de RIEMANN, g est intégrable sur R, donc fo gx (t)dt converge et f(x) existe.

Par conséquent, le domaine de définition D de f vaut D = R%. Pour 0 <x <y,onaVte Ry, e ™ > e Yt
donc gx(t) = gy(t) et, par croissance de l'intégrale, f(x) > f(y). Ainsi, f est décroissante sur R .

. , . t3e7Xt
b. Soit h: R} x R — R définie par h(x,t) =

+
——=—— de sorte que f(x) =
V1+tt ) fo

(Hy) Pout t > 0, la fonction x — h(x,t) est de classe C' sur R%.

oo
h(x,t)dt.

(H2) Pour x > 0, la fonction gy : t — h(x,t) est continue et intégrable sur R (on vient de le voir) et la

oh

—t4e_Xt
fonction t — Fo(x,t) =

Vi

(H3) Pour a >0, (x,t) € [a;+00[x Ry,

est continue sur R .

4 —xt
g—};(x, t)‘ = &6774 < t?e™ % = @4 (t) avec @4 qui est continue
14+t

et intégrable sur R4 car a > 0.

Ainsi, par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur R et, avec la formule de

+oo xt

LEIBNIZ, Vx > 0, /( f \/%dt. Pour 0 < x <y, on aVt € Ry, e ** > 7Yt ce qui donne
1+t

g]; (x,t) < g}; (y,t) et, par croissance de l'intégrale, f'(x) < f'(y). Ainsi, f' est croissante sur R*. On peut

donc conclure d’apres le cours que f est une fonction convexe sur RY.

c. On peut utiliser le théoreme de convergence dominée a parametre continu mais, plus élémentairement,

400 e~ Xt +oo oo o—xt e~ Xt +oo 1 L, . .
0<f(x) < f te™*tdt = {— t } + f = [— i } = — par intégration par parties
0 x 1o 0 X X 0 X
—xt
avec u:trrtetv:trs —€— quisont C' sur Ry et lim u(t)v(t) = 0. Par encadrement, lim f(x) = 0.
X t—oo x——+o00

1

d. La fonction t + t3e™*! est continue sur R, et t3e™** = O(t
o0

) par croissances comparées car x > 0.

Ainsi, g(x) existe. On peut procéder & trois intégrations par parties successives (pour passer de t> & t°) ou,

plus simple, poser t = % = ¢(u) avec ¢ qui est une bijection C' strictement croissante de R, dans R, et
X

. +oo 3 T(4 3! 6
avoir g(x):fo ‘;Te “du:%:?:?,

t3e—xt

V14t
+ + A/ 4 _
[f(x) —g(x)| = f T 3ot (1 f+>dt = f Ootse*"t(y)dt et, avec la quantité conjuguée,
0 V1+tt 0 VI1+t4
+ RA +
() = g()| = [ Oot%*’“( (+t)—1 )dt =/ Oot7e”‘t< 1 )dt. Or on
0 VIHtH(1+ V1 +t4) 0 VIH(1+ V1T +t4)

+
minore Vt > 0, V1 +t4(14+v/1+t%) > 1 donc |f(x) — g(x)| < j;) T e xtar = iSS) 7' comme ci-dessus.
x x®

+oo
Pour x > 0, par linéarité de l'intégrale, on a |f(x) — g(x)| = ‘ f ( - t3e*"t) dt’ qu’on écrit aussi

On a donc f(x) — g(x )+C>o O()JT;) = O(L) = o(g(x)), ce qui prouve que f(x) ol g(x

~—

X4
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+oo “+o0
e. Méthode 1 : pour x €]0;1], par CHASLES, f(x fo h(x,t)dt + f1/ h(x,t)dt > f]/ h(x,t)dt. Or,
X x

“+o00 “+o00 3 7Xt +o00 ,3 7xt +o00
_ t’e 7 t’e ™ _ 1 —xt 4 2
onauf]/X h(x,t)dt—f]/X ]+t4 \[f] = \/§f1/x te™*tdt car 1+ t4 < v/2t? pour

— +oo +oo —xt —xt1+o0
€ [1/x;+oo[C [1; 400, dou\ff h(x, t)dt > [—tex] +f1 e dt:el—z—k[—ez} =2

1/x /x X X 1/x ex

avec la méme intégration par parties qu’a la question c.. Comme liT % = 400, par encadrement, on
x—+00 ex

obtient finalement lim f(x) = +o0.
X—>+00

7’ +m
Méthode 2 : pour x > 0, par CHASLES, f(x f h(x,t)dt + f +ooh(x,t)d f] t)dt. Or, on
+oo +o00 —xt +o0 3 —x
te gt > L e at > 1, 14+ t% < 2t Ai
a f1 ! m \[ f1 tz dt car Vt > 1, 1+ < insi, comme

+oo —xtq+oo +oo _—xt —x —xtq+oo —x —x
J te*xtdt:[*te } [ dt:L*[*ez] = &—+ 5, ctquelonala
1 X 1 1 X X X 1 X X

—X —X
limite lim (e— + e—z) = 400, par encadrement, on obtient lim f(x) = +o0.
X x

x—0+ X——+00
Pour aller plus loin, avec le changement de variable t = @(u) = LL avec la fonction ¢ qui est de classe
] “+o0 —u .
! bijective et strictement croissante de R, dans R, on a f(x) = f \/:du donc la relation
+ut

+o0 3, —u
2 _ _ _u’e
x“f(x) = fo a(x,u)du en posant a(x,u) = N
(H1) Pour tout u € R4, on a 1112)1+ a(x,u) =ue ™ =b(u).
X—
(H2) Pour tout x € R, u— a(x,u) et u > b(u) sont continues sur R.

(H3) Pour x € R et ue Ry, |a(x,u)| = ’\/7‘ < ue ™ = b(u) avec b continue et intégrable sur

R4+ comme avant.

+oo
Ainsi, par le théoréme de convergence dominée & parametre continu, lim, x2f(x) = j;) b(u)du=T'(2) =1.
x—0

Par conséquent, f(x) N iz donc li%1+ f(x) = 4o0.
X x—

1
+oo tx'H

a. Pour x € R, la fonction gy : t — ’8‘(117+t) est positive et continue sur R, gx(t) ~ S ti et gx(t) ~

D’apres RIEMANN, gy est intégrable sur ]0;1] si et seulement si x < 1 et g5 est intégrable sur [1;+o0[ si et
seulement si 1+x > 1. Ainsi, gx étant intégrable sur R’ si et seulement si elle I'est sur ]0; 1] et [1; +-00[, g« est
intégrable sur R’ si et seulement si x €]0; 1. Par conséquent, le domaine de définition de f est D =]0; 1] car
pour une fonction continue positive, la convergence ou l’absolue convergence de 'intégrale sont équivalentes.

+
b. Soit h :J0; 1[x R% — R définie par h(x,t) = de sorte que f(x) = fo > h(x,t)dt.

1
t(14+1t)
(H1) pour t > 0, x — h(x,t) est continue sur ]0;1].

(H2) pour x €]0; 1], t = h(x,t) = gx(t) est continue et intégrable sur R d’apres a

—X —-b
(H3) soit 0 < a <b < 1, ¥(x,t) € [a;b] x R%, |h(x,t)] = ]t? < 1t+t sit €]0;1] et |h(x, t)] < ]t?

—b _
" sit€]o;1] et @a,p(t) =

t a
1+ t
€ [1;4+00[ et V(x,t) € [a;b] x R%, [h(x,t)] < @q,p(t) d’apres ce qui précede. La fonction @q,p

sit € [1;400[. Soit @q,p : RY — R définie par ¢qp(t) =

est continue sur R* (avec @q,p(1) = ;) et elle est intégrable sur R car ¢@qp(t )moz tib avec b < 1

1
et @a,p(t) 3 TasT avec T+a>1.
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Par le théoréme de continuité sous le signe somme, f est continue sur ]0; 1[.

+
c. Six €]0;1], on a clairement 1 —x €]0;1[. De plus, en effectuant dans f(x) = j;) ~ t"(]di:—t)
1

de variable t = — = ¢(u) avec ¢ est de classe C ! bijective et strictement décroissante de R% dans R%, on
u

le changement

0 “+o00

_ 1 ( du) _ du _ o .

a f(x) = — | - = ——%—— = f(1 — x). Ainsi la courbe de f est symétrique

(x) f+w X +u 2 fo T T (1 —x). Ainsi ur st symétriqu

par rapport a la droite d’équation x = l De plus, f<] ) f+oo ——dx [2 Arctan(ﬁ)] o =
2 0 \/;(1 + X) 0 :

d. Méthode 1 : quand x tend vers 0, c’est au voisinage de t = +o0o qu’il va y avoir un probleme et que

inté & 1 teo At _ 1 ¢
lintégrale va étre grande. Or gy (t) fodin=os donc on approche f(x) par f1 AT = Evaluons la

sz iy 1 o dt °° _dt ! dt > dt
diff tre ces tités, f(x) — + = —at at [ a4 o
ifférence entre ces quantités, f(x) " j; 0+ 1) f1 e fo 0+ 1) f1 ()

! 1 +oo
dt dt 1 dt dt 1 ‘s
Oro< | A= < _ <1
rO\fot"(1+t)\fot"(1+t) 1fxet0\f (1 +1) \f1 e

Tooar +oo dt _ . _1_ _.(1
I tX(Ht)Eo(])etf] g 5 01 Par somme s 1(x) XEO(I)EO<X> donc f(x) ~

1
X
Méthode 2 : on pouvait aussi poser t = u'/* = @(u) avec ¢ qui est de classe C! et une bijection strictement

: * * : 1 Foo LL]/X s * 4 s
te de R% d R* et la relation f(x) = = —————du. Soit a :J0; 1[x R} — R défi
croissante de R* dans R¥ et on a la relation f(x) xfo 20107 u. Soit a :J0; 1[x R éfinie

1/x 1o
u — =
20 a7 de sorte que xf(x) fo a(x,u)du.
(H1) siue Ry, lim a(xu) = d(u) avec d(w) = 0siu <0, d(u) = Lgu=1etd(u) = uiz

par a(x,u) =
siu>T.

(Hz) six €]0;1], les fonctions gy : t +— g(x,t) et d sont continues par morceaux sur R .

(H3) si (x,u) €]0;1[x R, on a [a(x,u)| < @(u) avec (u) =1siu< 1, o(1) = % et o(u) = 5 et ¢
u

est continue par morceaux et intégrable sur R* par RIEMANN.

+oo

Par le théoreme de convergence dominée & parameétre continu, comme lim xf(x) = lim a(x,u)du,

x—0+ x—0+ JO

+00 +o0 +o0
) du 1 1
on a Xll:n0+ xf(x) = L/; d(u)du = f1 i [ u}o =1 donc f(x) N

a. Pour x € R, la fonction fy : t — %Tﬁ(;) est continue sur ]0; +o00[ avec un prolongement par continuité

fx(0) = x en 0 car Arctan(xt) Tt si x # 0. De plus, fx(t) = O(t%) car Arctan est bornée donc fy est
(oo}

intégrable sur R par comparaison aux intégrales de RIEMANN (3 > 1). Ainsi, g est définie sur R et elle est
clairement impaire car Arctan lest.
Arctan(xt)
t(1+t%)
(H1) Pour t > 0, la fonction x + f(x, t) est de classe C! sur R et %(x, t) =

b. Soit f: R x R% — R définie par f(x,t) =

]
(1+x"t5) (1 + %)
(Hz2) Pour x € R, la fonction fx t — f(x,t) est continue et intégrable sur R* (déja vu).

Pour x € Ret t >0, X ’ = ‘ < o(t) = —1— avec ui est continue et
(Hs) ax> +Xt +t2)\@() Ty ¢ q
intégrable sur R .
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, g est C' sur Ret ¥Vx € R, ¢'(x) = f o dt .
’ ’ o (1T+x*tH)(1+t%)
X 1 _ 4 t?) - (14 )

en réduisant au

C. SlX;’é +lette ]R, (X2_1)(] —|—X2t2) + (] —XZ)(] +t2) = (X2—1)(] —|—t2)( 14+ x 2)

40



2 2
meéme dénominateur, X 1 = X~ —1 = 1 .
(x> = 1)1 4+ x*t%) N (1A +t3) =D+t +x2) (1 +5)(1 4+ x%t9)
+oo 2
d. Sion prend x > 0 et 1, d’apres c., ¢’ = ( X 1 )dt donc
prend x > 0 et x 7 P g'(x) =, o) I e gy
+oo 1 +o0
gx) = sz_1 [Arctan(xt)}o + m[/&rctan(t)}o et, comme tl}roo Arctan(xt) = 72l, cela donne
’ X7t s (x—1m s C : ’ : TN

= = = . Comme la fonction g’ est continue en 1 d’apres b.,
)= T T 2 =) 20 4% 9 p
onag(l)= )El_T:’% g(x) = % = ﬁ donc Vx € Ry, ¢'(x) = 2(177—?—x) Comme R est un intervalle, il
existe A € R telle que ¥x € Ry, g(x) = w +A. Or g(0) =0 donc ¥x € Ry, g(x) = w
e. Par imparité de F, on a Vx € R_, g(x) = —g(—x) = —w d’apres d..

_¢sin(xt)

Pour x € R, la fonction hy : t e

est continue sur R, prolongeable par continuité en 0 en posant
hy(0) = x car sin(xt) =xt+ o(t) donc hy(t) =x+ o(1) et hy(t) = o(e™") donc hy est intégrable sur R par
o0

comparaison & des intégrales de référence. Ainsi, la fonction ¢ est définie sur R.
Soit I'application f : R x R% — R définie par f(x,t) = e‘tsmtﬂ.
(H1) Pour tout t > 0, x ~ f(x,t) est de classe C! sur R.
(Hz) Pour tout x € R, hy : t + f(x,t) est continue et intégrable sur R% (on vient de le voir) et

te= %(X, t) = cos(xt)e™* est continue R%.

(H3) V(x,t) € R x R%, %(x, t)‘ = |cos(xt)[e™t < e ' =1(t) et P est intégrable sur RY.

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, ¢ est de classe C! sur R et, avec la formule de LEIBNIZ,

+ +oo
il vient @’(x) = fo oocos(xt)e‘"dt = Re (fo Ooe‘”‘t_tdt) = Re(1 L ) = 1_: >. Comme R est un
—ix x

intervalle, g’(x) = ] J:xz implique l'existence de C € R tel que Vx € R, g(x) = C + Arctan(x). Or g(0) =0,

d’ailleurs g est clairement impaire, donc C =0 et Vx € R, g(x) = Arctan(x).

a. Clairement, la fonction fy est continue sur 0;1[ et elle est de signe constant sur |0;1[ : fy est positive

— X In(t)

si x < 0 et fy est négative si x > 0. De plus, si x # 0, comme t* — 1 — 1 et que ].iT]Il In(t) =0,
t1-

onat®—1 ~ xIn(t) donc fy(t) ~x donc fy se prolonge par continuité en 1 en posant fy(1) = x. Ainsi, la

fonction fy est toujours intégrable sur le segment B, 1}.

e Six =0, alors fo = 0 donc fy est intégrable sur 0;1].

Si 0, frt)~——1 et lim —
e otx <V o In(t) Rty In(t)

fx(0) = 0. fx est donc intégrable car elle se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1].

= 0 donc fx se prolonge par continuité en 0 en posant

e Six <0, fx(t) v t*"lin(t) donc fy(t) ?O(t*%) car tl_i>1(1)1+ In(t) = —oo et, d’aprés RIEMANN, fy est

intégrable sur ]0;1] car —x < 1.

Ainsi, fy est intégrable sur ]0; 1] pour tout réel x € D.

b. Soit g : Dx]0; 1[— R définie par g(x,t) = t:nzt)] . Alors :

Hq) Vt €]0; 1], la fonction x — g(x,t) est de classe C! sur D.
( ) ] 3 [7 9 )
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(H2) Vx € D, la fonction fyx : t — g(x,t) est continue et intégrable sur ]0;1] (on vient de le voir) et

t— %%(x, t) = t* est continue sur ]o; 1 [

(H3) Soit a € D, V(x,t) € [a; +00[x]0; 1],

ajL(X, t)’ =1* < t% = pq(t) et @4 intégrable sur ]0;1[.

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, f est C' sur D et ¥x > —1, f/(x f trdt = —]
Comme D est un intervalle et que f(0) = 0, en intégrant, on a donc ¥x > —1, f(x) = In(1 + x).
. In(t) . In(t) 1
5.56 | a. Pour x € R* | la fonction fy : t — dt est continue sur R;. De plus, fy(t)~ :o(—) ar
x X2+ 2 + p x(t) N vt p

croissances comparées et fy (t) ol h}(g ) =0 (#) donc fy est intégrable sur |0; 1] et [1; +o0], donc sur R*,

par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Ainsi, F(x) existe pour x € R* et la fonction F est bien définie.

Soit g : (R*%)% — R définie par g(x,t) = E“fzz_
X

2x1n(t)
(x? +t3)*
(Hz2) Vx > 0, la fonction fy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur R d’apres ce qui précede et la

(Hy) Vt > 0, la fonction x — g(x,t) est de classe C' sur R* et g%(x, t)=—

fonction t — %%(x, t) est continue sur RY.

. 2x| In(t )| 2b| In(t)]
H3) Soit [a;b] € R*, V(x,t) € ;be*,i,(_ < = t) et t
( 3) o1 [(1 ] + (X ) [a ] 4 | 9x X 25 )2 (al th2)2 (Pa,b( ) e ®a,b €S

: _ . 2b| In(t )\7 (L) 2b|In(t)] _ (L)
continue et intégrable sur R* car @q,p(t) 3 el v et ¢q,b(t) A mole)

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, F est de classe C' sur R7.

b. Dans F(1) = f+oo tn (u) du, on effectue le changement de variable u = 1 = P(t) avec P qui est une
) 0 1+ uz ’ t

0
bijection strictement décroissante de classe C' de R% dans R* pour avoir F(1) = f+ %( — %)
(o)
donc F(1) = —F(1) et F(1) = 0.
+
Méthode 1 : par la formule de LEIBNIZ et a., on obtient Vx > 0, F/(x) = —fo = %dt qu’on
x

1 1
- — our que
242 pJ (p q

+
écrit F/(x) :xf > In(t) x ——2t > dt et on pose u : t > n(t) etv it
0 t (x* +t%) t
: ’ 1 * ! Foo !

la fonction v s’annule en 0) de sorte que u et v sont de classe C' sur RY et F(x) = Xfo u(t)v/(t)dt.
—tin(t) . . .
SLELLLY 1 th(t) = 1 thv(t) = 0

2 on a tJTmu( v(t) JLim u(t)v(t) par croissances

Comme u(t)v(t) ol h}[& et u(t)v(t) ~

+
comparées ce qui montre, par intégration par parties, que F/(x) = X[u(t)v(t)]goo — xfo =

B oo 1 — ln —¢2 ot 1—1In(t) 1Lt Gt F(x
écrit F = - f Z(XZ _|_t2) dt = fO mdt = ; fo Xz _|_t2 — 7 (leS deux

+oo +oo F( )
s at |1 t _ T X) __ m
intégrales convergent). De plus, fo il = [; Arctan (;)} o donc ¥x > 0, F/(x)+ T LI
On résout cette équation différentielle classiquement par variation de la constante pour avoir I’existence d’une

MJrA. Or F(1) =0 donc A =0 et on a Vx > 0, F(x):m.
2x X 2x

constante A € R telle que ¥x > 0, F(x) =

Méthode 2 : pour x > 0, on effectue le changement de variable t = ux = @(u) avec @ qui est bien une

+oo ln(ux)

bijection strictement croissante de classe C' de R dans R? et on a donc F(x) = f 5 2xdu d’ou

0 x + x
+oo ln +oo In(x) iy
la relation F(x =1 ——=—du (les deux intégrales convergent comme en a.) de
f u + fO X(] +u2) u ( g g )
sorte que F(x) = m + M[/\rc’tan(u)]gOo _ ) + min(x). Ceci prouve aussi que la fonction F est de

X X X 2x
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classe C' sur R sans théoreme de dérivation mais ce n’est pas I'esprit de I'exercice. Comme F(1) = 0, on
mtin(x)

en déduit que Vx > 0, F(x) = >
x

a. Pour x € R, la fonction fy : t — %Tﬁ(;) est continue sur ]0; +o0[ avec un prolongement par continuité
en 0 donné par £, (0) = x car Arctan(xt) S xt—+o(t) donc fy(t) = x+o0(1). De plus, fx(t) = 0 (g—s) car Arctan
o0

est bornée donc fy est intégrable sur R, par comparaison aux intégrales de RIEMANN car 3 > 1. F est donc

définie sur D = R et elle est clairement impaire car Arctan l’est.
Arctan(xt)
t(1 +t%)

(H7) Pour t > 0, la fonction x ~ f(x,t) est de classe C° sur R.

Soit f: R x R% — R définie par f(x,t) =

(H2) Pour x € R, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R* (déja vu).

. ) | Arctan(xt)| 1
(H3) Pour a € R}, x € [—aja] et t > 0, [f(x,1)] = . X T2 S < @q(t) = ]_"_1 et @q est
continue et intégrable sur R, car Arctan est 1-lipschitzienne sur R car 0 < Arctan’(t) = + v, <1

donc | Arctan(xt)| = | Arctan(xt) — Arctan(0)] < 1 X |xt — 0] = |x|t < at
Par le théoreme de continuité sous le signe somme, F est continue sur R.

b. On souhaite maintenant dériver.

H;) Pour t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C! sur R et of t 1 .
( 1) x (X ) aX(X ) (1+X2t2)(1+t2)

(H2) Pour x € R, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R, et la fonction t — gf (x,t)

est continue sur R% par opérations.

x| =

1 1 ;
< t) = et est continue et
’(1 +x2tH) (1 + %) b =5 e Y
intégrable sur R, comme ¢, ci-dessus.

(H3) Pour x € Ret t > 0,

+
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, Fest C' sur Ret Vx € R, F/(x) = f = 5 g‘t >
0 (1+x7t9)(1 +1t9)
] = x? + 1 en éléments
T+22)(0+2) =10 +x*) 1=+

c. Six # 1, x> 0, on décompose

simples donc F/(x) = f o ( x? + ! ) et comme lim Arctan(xt) = T, cela
o \Z-10+x22)  (1-xH)0+1?) t—r+o0 2’
d l X too 1 +oo T
F(x) = [ Arctan(xt)] Arctan(t)] = = .
onne F(x) Z 7| AT an(xt) . = rctan(t) . 02 1) + 20— 20 +)
s

Comme F est continue en 1, on a F/(1) = limF(x) = & = —™—_ Ainsi, la relation F/(x) =
x—1 4 2(1 + 1)

XTT i

+

s
2(1 +x)
est valable pour tout x € R%. En intégrant sur Iintervalle R7, il existe une constante C € R telle
In(1+x)
2
_7win(1+0)
x—0+ 2

de F,onaVx € R, F(x) = sgn(x)w'

que Vx € RY, F(x) = + C. Comme F est continue en 0 d’aprés a. et que F(0) = 0, on a

+C = Cdonc C = 0. Ainsi, Vx € Ry, F(x) = W

et, par imparité

a. Pourx € R, fy : t — %ﬁg;) est continue sur ]0; +0o[ avec un prolongement par continuité en 0 donné

par fy(0) = x car Arctan(xt) yxtt o(t) et fy(t) = 0 (%2) car Arctan est bornée donc fy est intégrable sur
o0

R, d’aprés RIEMANN (2 > 1). F est donc définie sur R et elle est clairement impaire car Arctan est.
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b. On va utiliser le théoreme de dérivation sous le signe somme. Soit la fonction f : R x Ry — R définie
Arctan(xt)
t(1+t%)
(H1) Pour t € Ry, x = f(x,t) est de classe C' sur R par opérations et g—i(x, t) =

par f(x,t) = sit>0etf(x,0) =x

]
(1 +x"t) (1 +1%)
(H2) Pour x € Ry, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur Ry (déja vu).

of 1 1 :
H3) Pour x € Ry ett e R ~—(x,t ‘ = ‘ ‘ < = @(t) et la fonction ¢ est
(H3) x + +5 aX(X ) ( thz)(] tz) 1+ {2 o(t) ©
1

continue et intégrable sur R par comparaison aux intégrales de RIEMANN car ¢(t) fodiv2

ot
+o00
Par le fameux théoreme, F est C! sur R, et Vx € Ry, F/(x) = dt .
* set¥e Ry, i) = [ (0 +x52) (1 + 2)
: , 1 x2 1 s
c. Six>0et 1, on décompose = + en éléments
* i PO 20+ )~ (Z-n(+2) T =) +8)
simples donc F/(x) = f+oo ( x? + ! ) et comme lim Arctan(xt) = T, cela
o \Z-=1+x*2) " (1-xH0+1?) t=+o0 2’
+oo +o0
d F’:X[At t} [At t]dF' T =t .
onne F'(x) T | At an(x)o —1—1_ > | Arctan(t) . ouF(x) = 202 _])+ (0—x3) ~ 20+
Comme F’ est continue en 0 et en 1 d’aprés b., on a F/(0) = Um F(x) = Z et F(1) = UmF(x) = &
x—0+ 2 x—1 4
s

ce qui montre que Vx € Ry, F(x) = Comme R, est un intervalle, en intégrant, il existe

201 +x)°

une constante A € R telle que Vx € Ry, F(x) = min(l +x)

5 + A. Mais F(0) = 0 donc A = 0 et on a

min(1l — x)

_ 7win(1 4+ x)
(x) = ———= 5 , ce

Vx € Ry, F
X + 2

. Puisque F est impaire, on a Vx € R_, F(x) = —F(—x) = —

qu’on peut résumer en Vx € R, F(x) = sgn(X)M.

d. La fonction h : 8 — In (sin(e)) est continue sur l'intervalle I = ]O; E} et, comme lim sin(0) _ 1,0n a

o—o0+ O

el_i>7(r)1+ In (%) =1 donc In (sin(0)) im(e) +0(1) ce qui implique que In (sin(0)) :ln(G) +0(1n(0)) car

lim In(0) = —oo d’ou h(0) Y In(e) = = 0<\/§) donc h est intégrable sur I par comparaison aux intégrales de

t—0+
RIEMANN donc J existe. On pose t = tan(0), ou® = Arctan(t) = ¥ (t) avec P qui est une bijection strictement

+
croissante de classe C' de R* dans }O; E{ et | = f Ooln( t ) X ( 1 >
2 0 V1+ 2 1+t

) et vt — Arctan(t), u et v étant de classe C' sur R} avec u(t) fgln(t) et v(t) Tt

)dt. Posons maintenant

t
V1+1t2

donc u(t)v(t) moztln(t) donc tljg)h u(t)v(t) = 0 par croissances comparées et tLiToou(t) =1 car V1+1t? ot

u:tl—>ln(

. _ T . — . / . . _ o l 2
et tL}—Ti]-looV(t) =3 donc tBT@o u(t)v(t) = 0. Par intégration par parties, comme u(t) = In(t) P In(1 4 t%)

t 1 _ +oo Arctan(t) .. _ min(2)
ona]——f —— 5 dt —15(1)——T

d y=1- = , =
one w(t) = ¢ T+t2 t(1+t9) o t(14+1t%)

~ —1,09 d’apres c..

a. Pour x € R\ {~1,1}, comme x? — 2x cos(8) + 1 = (x — cos(8))? + sin?(8) > 0 car sin(6) > 0 si 8 €]0; 7| et
que (x — cos(8))? > 0si 6 =0 ou 6 =7 car x # £1, la fonction fy : 8 — In(x?> — 2xcos(8) + 1) est continue

sur le segment [0; 7] donc I(x) existe.
b. Pour x € R\ {—1,1}, (x—cos(8))?+sin?(8) = (x—cos(8) —isin(8))(x—cos(® )—Hsin(e)) = [x—e'%]2 pour
0 € [0;7] donc fx(8) = 21n(|x — e'®|) de sorte que, par linéarité de I'intégrale, 1(x) = 2 f In (Jx — ) de.

2
c. Par propriété du logarithme, on a Sy (x) = in ln( H [x — eTﬁ\) =I ln( H (x — elan)‘ ) donc
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-1 : i 2n-1 .
Sn(x)z%ln((x—])z‘:ﬂ1 (x—elan)(x—e 1rlm)’) zfln<(x—1)2 Lt[] (x—elkTﬂ)D. Or on connait les
k#n

2n racines distinctes de X?™ — 1 qui sont les éléments de Uy, = {e e | k € [0;2n — 1] } ainsi on factorise

2 ot ikm , m 2 x—1
X" —1= ] (X—en ). Par conséquent, Vn € N*, S (x) = T in (|x n— 1|’—D
k=0 n x+1
=0 k(rmt —0) SN :
Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN Ry, (x) = E fix (0 + 7> associée a la fonction fy
n n
continue sur le segment [0;7t]. D’apres le cours, hm Rp (x f fx(0)de. Or, avec la question b., on a

n—1 :
Rn(x) = “T_O kzo In (|x— I 2) donc Ry (x) = Sn(x) et Jlim Sn(x) = fo In(x? —2xcos(8) +1)d6 = I(x).

eSifx|] <1, Um x*™=0donc lim In (|xZTL - 1\’g’) =1n (’X —1 D ce qui montre avec ce
n—+oo n—+o0 x+ 1 x+1

qui précede (pas d’indétermination) que lim 27 (|x -1 g‘) =0 dou I(x) = 0.
n—+oo M x4+ 1
«Sifx| > 1,ona8,(x) = Zin <|x|2“ 1—x—2n|. ]X—1 ) :zmn(|x\)+§lm(|1—x*2n|)+§m( :;}D

et, avec les mémes arguments, hm Sn(x) = 2mIn(]x|) donc I(x) = 2min(|x|).
d. Soit h: (R\ {-1,1}) x [0;7] — R deﬁme par la relation h(x,0) = In(x? — 2xcos(0) + 1) de sorte que
Vx € R\ {-1,1}, I(x) = fo h(x,0)do.
(Hy) V6 € [0; 7, la fonction x + h(x,8) est de classe C' sur R\ {—1,1}.

(H2) Vx € R\ {—1,1}, la fonction fy : 6 — h(x,0) est continue et intégrable sur [0;7] (on l'a vu en
2(x — cos(0))
x* — 2xcos(0) 4 1

ah(x 9)’

question a.) et 0 — ah( ,0) = est continue sur [0; 7.

2(x —cos(0)) _ 2(b+1
=7 S a-1)

)
2

(H3) - Soit x € [a;b] C]1;4+00[ et 6 € [0;7],

x = (Pa,b(e) et 9ab

est continue donc intégrable sur le segment [0; 7].

d _ 2(cos(0) —x) _ 2(=a+1) _
i(x,e)‘f T S Ty = an(®) et

- Soit x € [a;b] C] — oc0; —1[ et & € [0;7],

Pq,b est continue donc intégrable sur le segment [0; ]

dh ’ — cos(0)] < 2(a +
(1

- Soit x € [—a;a] C]—1;1[ et 6 € [0;7], — O

= 04(0) et O est

continue donc intégrable sur le segment [0; 71].

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, la fonction I est de classe C' sur R\ {—1,1} et, d’apres

7™ 2(x — cos(0))
la formule de LEIBNIZ, Vx € R\ {-1,1}, I'(x) =
xe R\ {-1,1}, I(v) = [ SO
On pose 8 = 2 Arctan(u) = @(u) avec ¢ qui est de classe C', strictement croissante et bijective de [0; +0o]
1—

de.

2 5, on obtient la relation

u2
dans [0; 7t et, par changement de variable, comme cos(0) = > et @' (u) =

T+u T+u
+oo  2(x(1+u?) — (1 —u?) 2 +o0 (x—1)+ (x + DHu?
I'(x) = ( )du =4 du. Pour
) fo (1T+x3) (1 +u?) — 2x(1 —u?) \ 1 +u? fo (1 +ud)((x =17+ (1 +x)*u?)
. — 1)+ (x+ 1)U B 1 .
x # 0, on décompose (x = 4 en éléments simples et,
7 P (1+U)((X—1)2+(1+x)2 u)  14+U (x—1)2+(0+x7%U P
2 “+o00 _
classiquement, o = 2]7x et B = 71 Ainsi, T'(x =2 f (1 —l—]u + & (X)Z l_)((x * 1)) )du. Les deux
x4+ 1
intégrales convergent donc, par linéarité, on a I'(x) = 2 {Arctan(u)} +Oo+ 2 f o +Ldu donc
) 3 x 0 x Jo 1y ((X + 1)u)2
x—1
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I'(x) 2 [Arctan(u)} o +2 {Arctan (M)} +OO.

x 0 X x—1 0
o Si x| >1, x£1 50 donc [Arctan (M)]gw =T etonal(x)= 2.4
x—1 x—1 2 X
o Sifx|<1etx=#0, % < 0 donc [Arctan (%)]Oﬂx’ = —% et on a I'(x) = 0. Par continuité
X — X —
de I en 0, on a aussi I'(0) = lim I'(x) = 0 donc Vx €] — 151, I'(x) = 0.
x—0+

En intégrant sur les trois intervalles | — oo; —1[, | — 15 1] et ]1; 400, il existe trois constantes C1, Cz, C3 réelles

telles que Vx €]—o0; —1], I(x) = 2nIn(|x|)+C1, Vx €]—o0; —1[, I(x) = Cz et ¥x €]1; +00[, I(x) = 2t In(x)+C3.
Comme 1(0) =0, on a C; = 0. Pour |x| > 1, on a I(x) —2nIn(|x|) = j;)ﬂ (In(x? —2xcos(0) + 1) — In(|x|?))do.

Ainsi, I(x) — 2nin([x|) = fon In (1 _ 2cos(0) + iz)de = I(l) = 0 donc I(x) = 2 In(|x|) ce qui montre que
x X x
C1 = C3 = 0. On retrouve, comme avant, Vx € R\ {—1,1}, I(x) = 2nin(|x|) si [x| < 1 et I(x) =0 si |x| < 1.

3 —xt
a. Sixe R, gy:t— e ot positive et continue sur Ry et gy (t) e te™*t. Traitons deux cas :
o0

V1+t4

xt

esix <0, lim te ™ =400 donc gy n’est pas intégrable sur R, et f(x) n’existe pas.

t—+oo

e si x > 0, par croissances comparées, gy (t) o text = o(tlz) donc, par comparaison aux intégrales
oo oo

+
de RIEMANN, gy est intégrable sur R} donc fo > gx(t)dt converge et f(x) existe.

Par conséquent, le domaine de définition D de f vaut D = R%. Pour 0 < x <y, on a Vt € R, e Xt > et

donc gx(t) = gy(t) et, par croissance de I'intégrale, f(x) > f(y). Ainsi, f est décroissante sur R .
. , . t367Xt +00
b. Soit h: R} x R — R définie par h(x,t) = == de sorte que f(x) = f h(x,t)dt.
V1+t4 0
(Hy) Pout t > 0, la fonction x — h(x,t) est de classe C' sur R*.
(H2) Pour x > 0, la fonction gx : t — h(x,t) est continue et intégrable sur R (on vient de le voir) et la
4 —xt

—te

est continue sur R, .
1+t

; dh
fonction t — Fr(x,t) =

4 —xt
%(X) t)‘ = \J‘/% < t2e7 9 = @4 (t) avec @4 qui est continue
1+t

N

(H3) Pour a >0, (x,t) € [a;+oo[x Ry,

et intégrable sur R4 car a > 0.
Ainsi, par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur R et, avec la formule de
+oo 44 _ —xt
LEIBNIZ, Vx > 0, f/(x) = —fo t€74dt. Pour 0 < x <y, on aVt € Ry, e > e Yt ce qui donne
1+t
oh

T (b)) < %(g,t) et, par croissance de l'intégrale, f'(x) < f'(y). Ainsi, f’ est croissante sur R%. On peut
donc conclure d’apres le cours que f est une fonction convexe sur RY.

c. On peut utiliser le théoreme de convergence dominée a parametre continu mais, plus élémentairement,

400 t e~ Xt +oo oo —xt e~ Xt +oo 1 L, . .
0<f(x) < fo te*tdt = [f t ] + f dt = [f > ] = — par intégration par parties
x Jo 0 X X 0 X
—xt

avecu:t—tetv:t— —£

qui sont C' sur Ry et lim u(t)v(t) = 0. Par encadrement, lim f(x) = 0.
t—oo X—>400

d. La fonction t + t3e™*! est continue sur R, et t3e™** = o(t]—z) par croissances comparées car x > 0.
oo

Ainsi, g(x) existe. On peut procéder & trois intégrations par parties successives (pour passer de t> & t°) ou,

plus simple, poser t = % = @(u) avec ¢ qui est une bijection C' strictement croissante de R, dans R, et
X
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: oo s - I'(4) _ 3l _ 6
avoir = U e tdu = =2 =&
g(x) fo N u & AT A
e s ez . , too t3e_xt 3 —xt ;. -
Pour x > 0, par linéarité de I'intégrale, on a |f(x) — g(x)| = ‘ f (7 —t7e )dt’ qu’on écrit aussi
0 V1+tt
n + \/ 4 _
[f(x) —g(x)| = f T et (1 — +> dt = f T et (L> dt et, avec la quantité conjuguée,
0 V14t 0 V144

oo —xt 1 +t4 —1 _ oo —xt
[f(x) —g(x)| = fo tle (\/1 —|—(t4(1 +)\/1 +t4)>dt = fo t’e (\/] o0 ! e —|—t4))dt. Or on

+
minore Vt > 0, v1+t*(1++1+t4) > 1 donc [f(x) — g(x)| < \[;) T et = ( ) — 7—8 comme ci-dessus.

On a donc f o(i) = (i) , i f(x) ~ =56
n a donc f(x) — g(x )+oo 3) 0 +Oco(g(x)) ce qui prouve que f(x) +O<>g(x) -
+oo “+o0
e. Méthode 1 : pour x €]0;1], par CHASLES, f(x fo h(x,t)dt + f]/x h(x,t)dt > f]/x h(x,t)dt. Or,

“+o00 “+00 3 7Xt +o00 ,3 7xt +o00
_ t’e 7 t7e & _ 1 —xt 4 2
onaf]/X h(x,t)dt—f]/X ]+t4 \[f] _7\/§f1/x te™*tdt car V1 + t* < /2t pour

— +oo +oo _—xt —xt 7+
€ [1/x; +oo[C [1; +o0], dou\ff h(x,t)dt > [—tex ]1/X+f1/x ex dt:el—z+[_ex2 L/Xzé

avec la méme intégration par parties qu’a la question c.. Comme liT % = 400, par encadrement, on
x—+00 ex

obtient finalement lim f(x) = +o0.
X—>+00

/ 1 +oo
Méthode 2 : pour x > 0, par CHASLES, f(x) = fo h(x,t)dt + j‘] +ooh(x,t) f] t)dt. Or, on
+ + 3 —xt + 3 —xt
a f ooh(x,t)dt = = - A1 f it ezx dt car Vt > 1, 1 +t* < 2t*.  Ainsi, comme
| Ve t

400 —xtq+oo 400 —xt —x —xtq+oo —x —x
fl te_"tdt:{—te } —|—f1 £ dtze——i-{—ez} =&+ € et quel'on ala
X X X

x 11 x~ 11 b
—X
limite lim (——i— ) +00, par encadrement, on obtient lim f(x) = +o0.
x—0+ X x X—++00
Pour aller plus loin, avec le changement de variable t = ¢(u) = 5 avec la fonction ¢ qui est de classe
] “+o0 3 —u .
! bijective et strictement croissante de Ry dans R, on a f(x) = f —~———du donc la relation
x4 4+ ut
+o00 3 ,—u
2 u’e
f(x) = f d t = —
x“f(x) . a(x,u)du en posant a(x,u) A

(H1) Pour tout u € Ry, on a lim, a(x,u) =ue ™ = b(u).
x—0
(H2) Pour tout x € R, u a(x,u) et u+ b(u) sont continues sur R.

(H3) Pour x € R et ue Ry, |a(x,u)| = ’\/7‘ ue ™ = b(u) avec b continue et intégrable sur

R4+ comme avant.

+oo
Ainsi, par le théoréme de convergence dominée a parametre continu, lhz;r X2 f(x) = fo b(u)du=T'(2) =1.
x—

Par conséquent, f(x) N iz donc li1g)1+ f(x) = 4o0.
X X—

5.61| a. Pour x € R, soit :]0; 1[— R définie par t) = [In(t)]* = exMUMMD La fonction est continue
) 9x Y5 par gx 9x
1

BEDR

e Six <0, um+ | In(t)| = +oo donc um+ gx(t) = 0 et gy se prolonge par continuité en 0 avec gx(0) = 0.
t—

sur |0; 1 par opérations. Comme In(t) ~ t—1, on a gx(t) 1~7(1 —1)* Traitons plusieurs cas :

e Si x > 0, par croissances comparées, gx(t) O(ﬁ) donc gy est intégrable en 0.

0
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e Comme gy (t) ]~7(1 —t)* = %, par comparaison aux intégrales deRIEMANN, g, est intégrable

(1-1

en 1 si et seulement si —x < 1 <= x > —1.
Ainsi, gy est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si x > —1. Comme la fonction gx est positive sur |0; 1], gx

1
est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si fo gx converge. Par conséquent, D =] — 1;400].

—_

b. Posons g :|1; +-00[x]0; 1[— R définie par g(x,t) = | In(t)|* = X ™M MOD de sorte que f(x) = fo g(x, t)dt.
akg
(H1) Pour t €]0;1[, x = g(x, t) est de classe C*® sur D et Vk € N*, SJ(xt) = (tn(| ln(t)|))kg(x, t).
ox*

(H2) Pour x € D, gx : t — g(x,t) est continue et intégrable sur ]0; 1] d’apres a..

k
(H3) Pour k€ N* et x € D, t — g—%(x, t) est continue sur |0; 1.
x

k
(H4) Pour [a;b] C D, t €]0;1] et x € [a;b], on a ‘g—%(x,t)‘ = ‘ln(|ln(t)|)|ke"m(|m(t)‘). Comme on
x

aln(|in(t))) <0 <=1t > 1 ona ‘—9 X, t)‘ < @q,p(t) en définissant @y q,p :J0;1[— R, par
e

POk,a,b(t) = ’ln(|1n(t)\)‘keb n(lnMD g t Tt Px,a,b(t) = ‘ln | n(t) | eamnMD gi ¢ > 1
e e

La fonction @, q,b est continue par morceaux sur ]0;1[ et elle y est intégrable car on a comme
k
[n( 1n(0))]
(1-1)7°
@ —1)"
$k,a,b(t) ~ =0 <]1_b par croissances comparées et 1 ; b .
(

1- (1—’() b 1- 1—t)T

a la question a. @i q,p(t) ? <\/{> par croissances comparées et @i q,b(t) ~ d’ol
1=

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C* sur D et, pour tout entier k € N*
et tout réel x € D, on a f(x) = f; (tn(] ln(t)|))ke"1“(‘ O gt.

c. Pour x > —1, dans l'expression de f(x), on pose t = e™" = @(u) avec ¢ de classe C', strictement
décroissante et bijective de R* dans ]0;1[ et, par changement de variable, f(x) = ffoo eX (W (_e~)qy
donc f(x) = fo+oo u¥e "du = I'(x + 1). Ainsi, comme on sait que VYn € N, '(n+1) = (n+1—-1)! =n!
(puisque par intégration par parties, on montre que Vx > 0, I'(x + 1) =xI'(x)), on a Vn € N, f(n) =nl.

a. Pour x € R, la fonction hy : t — e*tw est continue sur R* , prolongeable par continuité en 0 en

posant h(0) = x car sin(xt) ?xt—l—o(t) donc hy(t) = (1+0(1))(xt +o(t)) ?x—&—o(]). De plus, hy(t) = o(e™")

t
donc hy est intégrable sur R* par comparaison. Ainsi la fonction ¢ est définie sur R.
. too
b. Soit f: R x R} — R définie par f(x,t) = e*tm de sorte que @(x) = fo f(x,t)dt.

(H1) pour t > 0, x > f(x,t) est de classe C° sur R.
(Hz) pour x € R, hy : t — f(x,t) est continue sur R .

(H3) Soit a > 0, Y(x,t) € [—a;a] x R, [f(x,1)] <

—t
%Mt = |x|e7" < ae”t = @q(t) car sin est

I-lipschitzienne sur R et @ est continue et clairement intégrable sur RY.
Ainsi, ¢ est de classe C° sur R.
Utilisons maintenant le théoreme de dérivation sous le signe somme :

Hi our t > 0, x — f(x,t) est de classe C! sur R.
(Hi) p ; (1)
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(H2) pour x € R, hy : t — f(x, t) est continue et intégrable sur R (on vient de le voir) et la fonction

t— gi (x,t) = cos(xt)e " est continue RY.
(H3) V(x,t) € Rx RY, gi (x, t)‘ <e ' =1(t) et P est continue et clairement intégrable sur R .
Ainsi ¢ est de classe C! sur R.
+oo

+ . +oo |
c. Avec LEIBNIZ, Vx € R, ¢'(x) = fo = cos(xt)e tdt = fo Re (e™*~')dt = Re (fo > e”‘t_tdt> donc on

(ix—=T1)tq+oo .
a@'(x) =Re ([ - }0 ) Re (] e Re =00 + ) s Comme R est un intervalle,

en intégrant, Vx € R, ¢’(x) = ]_:72 implique l'existence de C € R tel que Vx € R, ¢(x) = C 4+ Arctan(x).
x

Or ¢ est clairement impaire et ¢(0) = 0 donc C = 0. Ainsi, ¥x € R, g(x) = Arctan(x).

5.3 Officiel de la Taupe]

—xt

Posons f: RY x Ry — R définie par f(x,t) = 11d qui est C* sur son domaine de définition.

Pour x > 0, f(x,.) est intégrable sur R, car continue et f(x,t) = O (g—z) quand t tend vers +oo.

of 9?2

—xt 2 2 —xt
—te "~ ot &F(x,t) = L€ . Les fonctions (%) et a—;(x) .) sont intégrables car
X

T+t5  ax o1+t
gi (x,t) = 0(t1 ) et g f (x,t)=o0 (%2) quand t tend vers +oo (cette fois-ci x > 0 est primordial).

of
Pour x > 0, 51 (x,t) =

e Pour t € Ry, la fonction (f,.,t) est de classe C' sur R?.
e Pour x € R%, les fonctions f(x,.) et %(x, .) sont continues et intégrables sur R, .

_te—at
14+ t°

e Pour a > 0, V(x,t) € [a; +oo[x Ry, ’%(

~ = @q(t) et @q est intégrable sur R, .

x,t)‘ <

+oo —xt
te _at.

D’apres le théoreme de LEIBNIZ, g est de classe C! sur R% et g/(x) = — fo T
A 2 : " Foo Zext
On recommence (en s’éloignant de 0), et g est de classe C (d’ailleurs C*) et g”(x) = fo e dt.

+
Vx >0, g’ (x)+g(x) = fo " extat = L. Les solutions de Péquation homogene sont y = A cos(x) + psin(x).
X
On effectue une double variation des constantes : A’ cos(x) + p’ sin(x) = 0, —A’sin(x) + p' cos(x) = 1 et on
X

sin(x) ot 1 = cos(x)

trouve \' = — . On peut prendre, comme les convergences de ces deux intégrales sont

+oo
classiques par IPP : A(x) = f sm( )

X

+
dt et p(x) = — f = COiﬁdt. Les solutions de I’équation sont les

x

y = Acos(x)+psin(x)+cos(x) f: slT}[( )dt sin(x) f:'OO coi(t) at — 7\COS(X)+usin(x)—|—f+oo Mdt

+oo sin(u)
u—+x

Par le changement de variable u =t — x, on trouve y = Acos(x) + psin(x) + f du.

“+o0
1 < —xt = l ] < i = V.
Mais |g(x)| < fo e *tdt AT T S 1 donc XETOOQ(X) 0

b i b b
De plus, pour b > 0, o sm—éu) du= [— %] - fo %du. On fait tendre b vers +oo et on obtient
u+x u+x u+x
+oo sin(u) 1 oo cos(u ‘ +oo cos(u) ‘ +o  qu { 1 rfoo 1
——du=-— du or < = |- = - donc
fo u—+x u X fo (u+ 2 v f u+x \-[;) (qux)z u+x X
. toosin(u) , 2 % sin(u)
xEToofO 7u+xdu70' Comme (A, 1) € R* tel que Vx > 0, g(x) = Acos(x) + psin(x Jrf Pl

on en déduit par soustraction que HT Acos(x) + psin(x) = 0 ce qui ne se peut que si A = p = 0.
X—+00
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+oo
Enfin, on peut affirmer que : Vx > 0, f ﬁ = f Sanr
u+x

. , . —xt _ -yt
a. Soit gy : R} x R% — R définie par g(x,t) = %.

e Pour t > 0, la fonction x — gy (x,t) est de classe C' sur R*.

e Pour x > 0, la fonction t — gy (x,t) est continue et intégrable sur R’ car e ** —e~Y* ?(y —x)t+o(t) donc

gy se prolonge par continuité en 0 avec gy(0) =y —x ; gy(t) = 0] (t]—z) et on conclut avec RIEMANN.
o0

ot aa—gxﬁ(x t) = —e*" est clairement intégrable sur R .

0 e
e Pour a > 0, x € [a; 400 et t > 0, —Q(Hx, t)‘ =e ' < e = @q(t) avec @4 intégrable sur R%. On en

déduit d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme que f est de classe C' sur R%.
+oo
b. Et on a la formule de LEIBNIZ : g(x,y) =f(x)=— f e *tdt = —1 d’apres ce qui précede.
X 0 X

c. RY est un intervalle donc il existe K(y) € R tel que Vx > 0, F(x,y) = — In(x) + K(y).
Comme F(y,y) =0, K(y) = In(y) d’'ou : V(x,y) € (R})?, F(x,y) = In(y) — In(x).

a. Comme t — e~ est de classe C* sur R, la fonction f est de classe C*° sur R par le théoreme fondamental

2

de lanalyse avec Vx € R, f'(x) = e=*". Pour x € R, la fonction t — e <05’ (1) est continue sur le segment
2
X

[O; %} donc g(x) est bien défini. Soit h: R x [O; %} — R définie par h(x,t) = e €0s° (1) Alors :
e Pour t € {O; %}, la fonction x — h(x,t) est de classe C! sur R.
2 XZ

e Pour x € R, les fonctions t — e €0s°(t) ef t gh(x t) = ——2% ¢
cos“(t)

X
cos®(t) sont continues sur le
segment {O; %} donc y sont intégrables.

2

e Soit a > 0, et (x,t) € [—a;a] X [O; %}, alors ’g—};(x,t)‘ < 4a car cos(t) > ? et e cos’(t) <1,

Comme t — 4a est intégrale sur {0; %} , le théoreme de dérivation sous le signe somme nous permet d’affirmer

2

/4 . cosZ(t)
que g est de classe C! sur R et que Vx € R, ¢'(x) = —2xf Mdt.

0 cos?(t)
X.Z
/4 T 21
b. ¥ = f2+g est paire. Pour x € R, ¥/(x) = 2f'(x)f(x)+g'(x) = 2e% fx e du—2x fﬂ wdt. On
0 0 cos“(t)

a’(0) = 0. Six # 0, on posev = xtan(t) = @(t) avec ¢ qui de classe C' sur [O; %} dans la seconde intégrale

2

/4 eicosz(t) . /4 “x2(1+tan? t),./ R /4 —e)? 1 N2
et onafo xTz(t)dtffo e P'(t)dt=e fo e e'(t)dt=e fo eV dv.

Ainsi, P’(x) = 0 pour x € R donc  est constante sur I'intervalle R et comme (0) = %, on a finalement

vx € R 4t cos (t dt = T, Mais 0 < /4 —Co’s‘f(t) ar< [ etar me d’ot
x € ,(f )+f i ais fo e \fo e =" ou

_ )2 T oo, Ma ) VA
xEToc g(x) = 0. Alors xl}Too f(x)* = 4 avec ce qui précede. Mais comme f(x) > 0, on a xEToc f(x) 7

+oo
qui nous redonne la classique l'intégrale de GAUSS : fo e dx = %
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a. Pour x € R, la fonction fy : t — %ﬁg’? est continue sur ]0; +oo[ avec un prolongement par continuité
1

en 0 f,(0) = x et fx(t) = O(t—z) car Arctan est bornée donc fy est intégrable sur Ry d’apres RIEMANN
oo
(2> 1). F est donc définie sur R et elle est clairement impaire car Arctan est.
Arctan(xt)
t(1+t%)

e Pour t > 0, la fonction x + f(x, t) est de classe C! sur R.

b. Soit f: R x Ry — R définie par f(x,t) = sit>0etf(x,0) =x.

e Pour x € R, la fonction t — f(x,t) (donc fy) est continue et intégrable sur R (déja vu).

of _ 1
W(X’t)‘ - ’(1 +x22) (1 + t%)

e Pourxe Rett>0,

<ot)= l—litz avec ¢ qui est intégrable sur R, .
Hoo dt

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, Fest C! sur Ret Vx € R, F/(x) = fo 2053
1 2 1
= X +
O+ +17) =D +xt%) (1 =x°)(1+t%)
+o0 2
done F(x) = ( X ] )t lim Arctan(xt) = T, cela d
onc F(x) fo (1120 + IS et comme lim Arc an(xt) 5 cela donne
+oo
F(x) = 5% [A tan(xt }
(x) | ATe an(xt) .

Six # 1,x > 0, on décompose en éléments simples :

+—1 {Arctan(t)} o d’ott F/(x) = M 4 u = LI
(1—x%) 0 262 —1) " 20—x%)  2(1+x)

Comme F est continue en 1, on a F/(1) = lin% F(x) = % donc ¥x € RY, F(x) = (R est un
X—

intervalle). Au final, par imparité de F, on a Vx € R, F(x) = sgn(x)w.

—xt?
.67 a. P R, la fonction f, : t — & i : <) < 7 = o(%)
a. Pour x € R, la fonction fy : t — . est continue sur [0; 400 et 0 < fx(t) < Y. +ooo 2 donc
fx est intégrable sur Ry d’aprés RIEMANN (2 > 1). F est donc définie sur R;.

—xt?

b. Soit f: Ry x Ry — R définie par f(x,t) = 1e+t2'

e Pour t > 0, la fonction x — f(x,t) est continue sur R,.

e Pour x € Ry, la fonction t — f(x,t) (donc fy) est continue et intégrable sur Ry (déja vu).

e Pour x € Ry, [f(x,t)| = ﬁ <ot) = ] —|1t2 avec ¢ qui est intégrable sur R, .

Par le théoreme de continuité sous le signe somme, F est continue sur R.
Passons maintenant a la dérivabilité mais on doit s’éloigner de 0 :
e Pour t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C' sur R .

e Pour x € R, la fonction t — f(x, t) (donc fy) est intégrable sur Ry (déja vu).

2 —xt?

e Pour a >0, x € [a; o0 et t >0, %(x,t)‘ = ’% <ot)= e~ ot @ est intégrable sur Ry.
PN J . . 1 , 400 tZe—thdt
Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, F est C' sur R et Vx € RY, F(x) = — fo e

2
. too (142 —1)e ™ dt too 2
.S 0 donc F/(x) = — = - *dt + F(x). On effectue 1
c. Six > 0, on a donc F/(x) fo . fo e + F(x) n effectue le
. s / 1 too 2
changement de variable u = t/x dans cette intégrale et on a donc F/(x) — F(x) = v fo e " du
x
et on reconnait lintégrale de GAUSS : F/(x) — F(x) = —% \/? On résout cette équation différentielle
x
avec la méthode de variation de la constante : F(x) = A(x)e* avec A (x) = —% Te~x. Ainsi, on peut
x
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+<>o -
prendre A(x \F f dt (car cette intégrale converge classiquement) et on pose t = u? pour avoir

x) = \/Efﬁ e v du.

+
Par conséquent : Jax € R, Vx >0, F(x) = (oc + \/%ffoo e du) eX
X

oo gt

Mais F est continue en 0 et F(0) = fo i g, ainsi « = 0 (toujours avec Uintégrale de GAUSS) :

400

N3
w0, ) = va( [ e e [eau)er = ﬁ(? - @e(\/;))ex. Alors F(x) = T (1~ 0(y/%))e*.
0 0

Pour x > 0, la fonction t — ) est continue sur [0;x[ et f(t)

1 .
O( ) avec t — ul est
Vx—t VX —tx— \Wx— Vo

intégrable sur [0;x[ d’apres RIEMANN. Par comparaison, I; ,,f(x) est défini si x > 0.

On effectue le Changement de variable affine (simple & justifier) t = @(u) = ux dans l'intégrale et on obtient
Vx > 0, I]/zf \/» f M

du Soit g : Ry x [0;1] — R définie par g(x,u) = .
V1i—u
e pour u € [0; 1], x — g(x, u) est continue sur R,.

e pour x > 0, u+— g(x,u) est continue et intégrable sur [0;1].

e pour a > 0 et (x,u) € [0;a] x [0;1],|g(x,u)| < J]Mfu = YPq(u) avec M = 7?6[;%?|f| (continuité sur un

segment) et P, est intégrable sur [0;1].

F(x) est continue sur R;. On

P ey . flux
Alors par théoreme de continuité sous le signe somme, x — f (wy)

0 vV1—1u

peut conclure que Iy, est continue sur Ry si on pose Iy,,(0) = 0 car Iy »f(x) = Un F(x).

0 _
On pose t = x — u dans la définition de Iy /,f(x) pour obtenir I ,f(x) = — f Mdu. = fx fx—1) dt.

x  Ju
e pour u € [0;1], x = g(x,u) est de classe C! sur R,.
uf’ (ux)

VvV1i—u

ﬁ(x u)| < Max |f'| (continuité sur un segment).
[0;a]

e pour x > 0, u > g(x,u) est intégrable sur [0;1] et u %l(x u) = est continue sur [0;1].

e pour a >0 et (x,u) € [0;a] x [0;1],

Alors par théoreme de dérivation sous le signe somme, F est de classe C' sur Ry et on a la formule de

LEIBNIZ : Vx > 0, F/(x f

_1 ! uw y
= fo m(xf (ux))du. On peut conclure que I;,, est de

classe C] sur Rj_ car I]/zf(x) = % F(X) De plus Vx > O, D1/2f(x) - I]/zf’(x) = (11/2f)/(x) - I]/zf/(X) qui
. VX Vx ol flux) T flux) | uxf(ux)  xf(ux)

vaut donc aussi 2\/7_TXF(X)+%F (X)_ﬁfo 7 _udu— W[L (2\/1 —u+ v Vi _u)du].

o — ' _ f(0) ; N f(0)

— 1 — uf(ux)} = \/? On a bien Vx > 0, D1/2f(x) = Iy )of (X) + \/?

du d’apres 'expression précédente et on effectue le

Ainsi D]/zf(X) - I]/Zf/(x) = % |:
X
POSOHS fn(x) = Xn; alOrS I]/zfn( — X f fo \/]

1 2n41 p2on+d
n-+ n | 2
changement de variable u = sin? t pour avoir I 2fn(x) = Zxﬁl Wong1 = %
n+l n—H
Posons gn(x) = x" "2, alors, comme avant, Iy,,gn(x) = fo \/1 du et on pose a nouveau le
—u
n+1 K1
changement de variable u = sin?t pour avoir I1/zgn(x) = ZX\/;T Winy2 = (222?11_2?()11 T )\)F
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22n+l(n|)2
(2n+1)'f
22 (D2 2n + 2)XM

I+ 1)r 2P (n+ 1)) n+1
n+1

X X
fo fa(t)dt = Xf_‘_], on a Iyl nfn(x) = fo fn(t)dt. Par linéarité des opérateurs ”primitive” et Iy /,, la
n

Soit n € N, alors Iy /211 /2fn(x) = I129n(x) d’apres ce qui précede et par linéarité de Iy .

On en déduit que Iy 21 /2fn(x) = apres simplification. Comme

relation I 21y /2f(x) = fox f(t)dt montrée pour les mondmes est vrai pour les polynémes.
2n+41/1\2 2n+41/.1\2 /
De méme, soit n € N, D]/zI]/zfn(X) = (2 (;\/»D]/Zgn( ) = ﬁ(l]/zgn( )) qu’on trans-

2n+1 12 |
(Zzn T ](;\)/7; ZZT(ES :(_nz:_ \()') 5 (x““) = x™ apres simplification. Encore une fois,

une formule vraie pour les monomes et linéaire est donc vraie pour tous les polynoémes f : D /211 /zf =f.

forme en Dy /51y /5fn(x) =

+oo \[
Supposons maintenant que f est DSE : Vx € R, f(x) = > anx™, puisque I 2f(x f ] u, il
= - u
OO n_n
vient Iy 2f(x ( M)du. On pose hp (xu aputx our
1/2 \/*f = T—u p n(X ) \/7 p X =2
o la série Z h,, converge simplement vers u — ) sur [0; 1] (on en vient).
n>0 vV 1—u
. oy L 2™nl)?2 z\[
les fi 1 1 1 -2 n+1/2 (
e toutes les fonctions h, sont intégrables sur [0;1[, de plus fo [hn [an|x ant i S \f lan [x™
n_ 2
car on a l'expression (2Tnh)” =24... I
2n4+1)! 3 2n+1

L 2y/x .
o la série > i|an|x“ converge (convergence absolue dans l'intervalle ouvert de convergence).
n>0 VT

—+ oo

\/{ T Ny +oo
= du = I of .
VE Y an [ A du= X anliafal)

On déduit du TITT que Iy /»f(x) =

. +oo a xn+1 x
On recommence pour obtenir Iy 51y 2f(x) = > 25— = f f(t)dt.
n=0 n + ] 0
Montrer que cette relation est aussi vraie pour les fonctions continues requiert le théoreme de WEIERSTRASS

qui est hors programme : approximation uniforme de f € C°(R, R) par une suite de fonctions polynomiales

x ||fHoo [0; a] \/E
< o=, A e <R o o
Pour « € R, la fonction g : x m est continue sur R et g(x) N X]T‘ et g(x) ol XOL_]
critére de RIEMANN, g est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si a < 1 et g est intégrable sur [1;4o00[ si et

sur un segment et I'inégalité Vx € [0; a],

. D’apres le

seulement si 14 « > 1 donc f est définie sur ]0;1][.

Soit h :]0; 1[x R — R définie par h(x,x) = ﬁ
X X

e pour x > 0, o — h(a,x) est continue sur |0; 1.

e pour « €]0; 1[, x — h(«,x) est continue et intégrable sur R .

—x ~b —a
e Soit 0 <a<a<<b<T,V¥(xx) € [a;b] x RY, [h(axx)| = 1X+x < 1X—|—x si x €]0;1] et |h(e,x)| < 1X+x si
€ [1;400[. Soit @q,p : RY — R définie par ¢q,p(x) = ]X+ six €]0;1] et @q,p(x) = ]X:l six € [1;400[.
X

Alors @qp est continue sur RY (avec @qp(1) = %) et elle est intégrable sur R* .

Par le théoreme de continuité sous le signe somme, f est continue sur ]0;1[.
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+
Quand o — 0, c’est au voisinage de +0o qu’il va y avoir un probléme. On approche f(«) par f] = gj‘ﬂ =1
x o
. “+o0 +oo 1 “+o00
Evaluons la diffé fla) — 1 = _dx dx [ __dx __d&x 9
valuons la difference, (CX) o fo chu —i—x) f1 Xoc+1 j;) Xoc(] +X) f1 X1+°‘(1 +X) T
1 1 +oo +oo
dx dx 1 dx dx 1 B
< —— K = < —0—— < = < 1. :
O\fOX( ) f (x( +X) .I_(xeto\j‘] X1+(X(]+X)\j‘1 X2+(X 1+0Q\] AlnSl
1 +o0o
dx dx _ ) _1_ —of1 ~1
fo 0+ 8O ) et f (112 0 O(1). Par somme : f(o) " o(1) = O(a) donc f(«) S
+ 1/
On pouvait aussi poser x = u'/* dans l'intégrale et f(a) = ifo - mdu. Si (etn)n>o0 est une

+oo 1/01n
suite de réels strictement positifs et inférieurs & + qui tend vers 0, alors oy (o) = — T _du
suite de reels strictement positiis et 1mrerieurs a 2 qu1l tenda vers U, alors on ((Xn) fO ( + u]/“n)

1/0tn
m, alors les f,, sont continues et intégrables sur R, la suite (fy) converge
simplement vers la fonction f: R} — R définie par f(u) =0siu <1, f(1) = % et f(u) = ﬁ siu>1.Orf

est continue par morceaux et intégrable sur R* et Vn € N, 0 < f, < g ol g(u) = iz siu>1,4¢4(1)= % et
u

On pose fn(u) =

. s N JR . . Foo oo du
g(u) =1siu< 1. D’apres le théoreme de convergence dominée, Um onf(an) = f = = =1.
n— oo 0
Puis la caractérisation séquentielle des limites permet de conclure que limo af(o) = 1 done f(«) Y 1
s x
On effectue le changement de variable x = % = ¢(t) (@ est bien C' et bijective) dans f(«) pour avoir
0 0 “+o00
- 1 ( dt) _ 1 ( dt) _ dt _ -
fla) = _at) _ —4ar) — = f(1 — «). Ainsi la
(=) f+oo e AN f+oo e AN fo (1 + 1) (-
courbe de f est symétrique par rapport a la droite x = %
De pl f(1)—f+°° b~ — [2Aret (f)roo—
eplus, f(5) = |, N retan(yx)| - =7

Pour x € R, la fonction h : t — e’t@ est continue sur R* ., prolongeable par continuité en 0 en

posant h(0) = x et h(t) = O(e™") donc h est intégrable sur R% . Ainsi la fonction g est définie sur R. Soit
oo

ot sin(xt) .
t
e pour t > 0, x — f(x,t) est de classe C' sur R.
e pour x € R, t — f(x,t) est continue et intégrable sur R et t — gf (x,t) = cos(xt)e™" est continue R%.

o V(x,t) € Rx R, |2

+o0 too .
B } PN | / _ —t g, ixt—t _ 1 _ 1
Alinsi g est de classe C' sur Ret g'(x) = j;) cos(xt)e tdt = Re (fo e dt) = Re (1 — ix) =112

d’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme. Comme R est un intervalle, g’ (x) = ] _: ~ implique :
x

f: R x RY définie par f(x,t) =

(% t)‘ <e "= ¢(t) et ¢ est intégrable sur R7.

3C € R, Vx € R, g(x) = C+Arctan(x). Or g est clairement impaire donc C =0: Vx € R, g(x) = Arctan(x).
—(14t%)x?
Soit f: R x Ry — R définie par f(x,t) = e]?
e pour t € Ry, x — f(x,t) est continue sur R.
e pour x € R, t — f(x,t) est continue sur R..

e V(xt) € Rx Ry, [f(x,1)] < o(t) =

1 ltz et ¢ est classiquement intégrable sur R..

Ainsi par le théoréeme de continuité sous le signe somme : g est définie et continue sur R.
Il est clair que g est paire, on n’étudie sa dérivabilité que sur R.
e pour t € Ry, x — f(x,t) est de classe C! sur R.
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e pour x € R, t — f(x,t) et t — gi (x,t) = —2xe~ (%" gont continues sur R et g(x) existe.

esi0O<a<betV(xt)€a;b] x Ry, %(x, t)‘ S VUqap(t)= 2be=(1+t9)a’ o U, b est intégrable sur R.

Ainsi par le théoreme de dérivabilité sous le signe somme : g est de classe C' sur R% et
1 X
— _ (1+t — _ —x? 7(tx)2 — _ —x? —u? — _ —x?
Vx>0, g'( Zf e *xdt 2e fo e xdt 2e fo e " du 2e ™ h(x).
On en déduit alors que Vx > 0, g’'(x) = —2h/(x)h(x) car x — e~ est continue sur R. Comme R?* est un
intervalle et que (g + h?)’ = 0, il existe une constante C € R telle que Vx > 0, g(x)+h?(x) = C > 0.
1 2 2

< < 4 = e ¥ i — 0. Ainsi, li — JC. Mais 2

Comme 0 < g(x) < fo e dt=e,0na XETOOg(x) 0. Ainsi, XBTOO h(x) = v/C. Mais on a g +h

1 +
continue en 0 donc g(0) +h?(0) = C = g(0) = f ] ydt =2 Ainsi lim h(x) = f e dax = ﬁ

014t 4 x——+00 0 2
Soit f: R x [0; 7] définie par f(x,t) = cos(x sint).
e pour tout t € [0;7], x > f(x,t) est de classe C' sur R.
esix € Rt f(x,t) est continue sur [0; 7t] donc intégrable et t — gf (x,t) = —sintsin(x sint) est continue.

o V(x,t) € R x [0;7], a—i(x, t)‘ < 1ett— 1 est intégrable sur [0; 7.

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, la fonction ® est bien définie et de classe C' sur R
7T

avec Vx € R, ®y(x) = —f sintsin(xsint)dt. Si x € [0;7], alors Vt € [0;7], on a xsint € [0;7] donc
0

sin(xsint) > 0 et, comme sint > 0, on a ¢pj(x) < 0. Alors ®y est décroissante sur [0;7t]. De plus $¢(0) =1

s
et Op(n) = %fo cos(msint)dt. Il ne reste plus qu’a vérifier que ®¢(m) est négatif.

. ] /2 1 7T Lo
Or par le changement de variable t = m — 0, on a - fo cos(xsint)dt = - f cos(x sint)dt ce qui fait

/2
/2
que Pp(x) = = fo cos(xsint)dt. De nouveau, dans cette intégrale, on effectue le changement t = % -0
T
_2 “/4( ) ) _ 4 [T/A (x(sint—l—cost)) <x(51nt—cost )

et p(x) = - fo cos(xsint) + cos(xcost) Jdt = - fo cos 5 cos

/4 int—
Ainsi @ (n _4 f” ( n(sint + cos t)) cos (T[(Slﬂ.t cos t))dt.

2 2

oVt e {O; %}, sin(t) + cos(t) € [1;1/2] donc cos (M) <o0.
oVt € [O; %}, sin(t) — cos(t) € [—1;0] donc cos (w) > 0.

Par conséquent, ®o(m) < 0 et $o(0) > 0 donc Py s’annule une fois et une seule sur [0; 7).
—at

—bt
Pour a,b,x réels, soit hy : RY — R la fonction continue définie par hy(t) = % cos(xt). Par DL,
la fonction hy se prolonge par continuité en 0 en posant hy(0) =b — a.
Bien siir, si a = b, la fonction hy est nulle donc intégrable sur R, et F(x) = 0.
On peut imposer 'ordre entre a et b par symétrie : par exemple 0 < a < b.

Alors hy(t) = o(e™9) car cos(xt) _ at

o(1) et e Pt = o(e™°") donc h, est intégrable sur Ry car t — e~
oo
. o . . +oo
Pest. Par conséquent, F est définie sur R, et elle y est clairement paire, par F(x) = fo g(x,t)dt avec

—at __ efbt

g: R x R, — R définie par g(x,0) =b — a et g(x,t) = & cos(xt) si t > 0.

e Vt € Ry, la fonction x + g(x,t) est de classe C! sur R.
e Vx € R, la fonction t — g(x,t) est continue et intégrable sur Ry (on vient de le voir).

o Vx € R, la fonction t — %g(x, t) = (e7®' — e~ 9% sin(xt) est continue sur R,.
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eVx e R Vte Ry,

%%(x, t)‘ e @ —e Pt Lea = (1) et @ est intégrable sur R..

+ + ‘
Ainsi, F est de classe C! sur R et F/(x) = fo Oo(e_bt — e ) sin(xt)dt = Im (fo Oo(e_bt — e‘at)e”‘tdt)

(—=b+ix)t (—a+ix)tq+oo +oo
doncF’(x):Im([e — — € } ):Im([%—%} )Z 72— — 52— On
—b+ix —a-+ixlo b —ix a—ixlo x“+D x“+a
integre et il existe une constante C telle que Vx € R, F(x) = ; n (X _'::b ) +C.
x4+ a
oo ,—at _ _—bt oo ,—at _ _—bt
Or F(0) = f € __—€ _dt= lim € ___—€ 4t mais, puisque les deux intégrales convergent :
0 t e—0t t

“+o0 7at +oo 7at
[T - f
€ t €

oo ,—at _ e—bt Foo —u oo o—u be e U
la seconde intégrale pour avoir f fdt = f —du — fb =—du = f £—du. Or
£ ae

= Y dans la premiere et t = % dans
a

£ u u
be —u be
Vu}O,1—u<e‘“<1doncln(h)—(b—a)ezf Tau— f f € __dug ldu:ln(b)
a ag u u as u a
2
En passant & la limite : F(0) = ln( ) donc C=0etVx € R, F(x) = Lin (X +b )
a 2 x> +a’
xt
Pour x > 0, soit la fonction continue hy : Ry — R définie par hy(t) = %. Comme hy(t) o~ tlz, la
o0
fonction hy est intégrable sur R4 donc f est bien définie sur R} .
—xt
Soit g : R% x Ry — R définie par g(x,t) = %.

e Pour t >0, x = g(x,t) est de classe C* sur R*.
e Pour x > 0, la fonction t — g(x,t) est continue et intégrable sur Ry (on vient de le voir). De plus, la

—xt —xt
fonction t %%(X, t) = ;[e_’_ 2 est continue et intégrable sur R, car %}%(x, 1) o £ o oe™) et x > 0.
o0 o0
2 2 —xt
Enfin, la fonction t — a—%(x, t) = —L€  est continue sur R, .
ox 1+t

2
e Soit a > 0, V(x,t) € [a; +oo[x R4, a—g(x, t)' <e ¥ e = @q(t) et @q est intégrable sur Ry (a > 0).
x

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme appliqué deux fois, la fonction 0 : x — xf(x) est de classe

oo .2 —xt
C? sur R et que Vx >0, 0”(x) = — fo t] j_ >dt. Par conséquent f : x — 8() est de classe C? sur RY.
X
- too (12 41 —1)e ™t 1 oo o—xt 1
" — —_1 € - _1_ s
Le calcul précédent montre que 6”(x) = fo Y. dt .t fo e dt (x)+ >
+o0 oo —xt oo ,—xt
On peut scinder Vintégrale : Vx > 0, f(x) = 1 LI P € at=on -1 € dt.
pet ! 1teg x ’ (X) xfo l—i—tz xfO l+t2 2x xfO 1—|—t2
1 [T e T[T —xt 1 (1) n
<1 <1 =1 — oL ~ T
Commeo\xfO ]+t2dt\le) e *tdt x2+ooo . ,onaf(x)Jroozx
Par continuité sous le signe somme, 0 est continue sur Ry (en dominant |g(x,t)| < 1 —:tz) et 8(0) = 0.

On résout Iéquation différentielle 8”(x) 4+ 8'(x) = 721 -

y : x — Acos(x) + Bsin(x) et, par méthode variation des constantes (hors programme depuis quelques
années), on résout le systeme A’(x) cos(x) + B’(x) sin(x) = —A’(x) sin(x) + B’(x) cos(x) — (5 - l) = 0 pour
x

Les solutions de I’équation homogene sont les

xR |=

2
avoir A(x) = — (% - l) sin(x) + A et B(x) = (% — l) cos(x) + p. Ainsi, il existe deux constantes réelles A et
x x
i telles que ¥x > 0, 8(x) = (?\ + fox (% - %) sin(t)dt) cos(x) + (u + % fox cos(t)dt — f1 cos(t )dt) sin(x).
xcos(t) ,,  (*cos(t)—14+1. ~* 1 —cos(t) 1 — cos(t)
Comme f1 — dt = f1 — dt = In(x) f] — dt. Ort — — e prolonge en une
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fonction continue donc bornée sur [0; 1] ce qui montre que f]x %dt = O(1). Ainsi ff Cmit(t)dt N In(x).

sin(t) 1

X
De méme t — se prolonge en une fonction continue sur [0;1] donc fo (t - th) sin(t)dt? 0(1). On

trouve finalement 0(x) v In(x) donc f(x) v In(x).

Soit g : (Ry)? — R définie par g(x,t) = % Alors :

T4x7 +1
oVt >0, x — g(x,t) est continue sur R.

e Vx >0, t — g(x,t) est continue et intégrable sur R, car g(x,t) fox 3—3
o0

o V(x,t) € (Ry)2, |g(x,1)] < —— = ¢(t) et @ est intégrable sur R, (clest t — g(0,t)).

14+t
D’apres le théoreme de continuité sous le signe somme, f est définie et continue sur R,.
Comme 1+x3 = (1+x)(x2 —x+1), on sait qu’il existe trois réels a, b, c tels que LI bx + ¢
( N ) d 7 d T+x° x+1 x2—x+1

T=a(x*—x+1)+(bx+c)(x+1) <= (a+b=0, b+c—a=0, a+c:1)<:><a:f, b=—

1
3
4 ; : ; e [C_dt ¢ 1 2t — 1 1 )
en procédant par identification. Ainsi fo I fo (3(t+1) — 6(t2—t—|—1) +2(t2—t+]))dt qu’on

a 2
integre classiquement fo ]_6’1_71‘4[3 = %In (%) + % Arctan (2(1\/*g 1 ) _ \Lfs Arctan (%)
dt 1 s s 271
=1In(1) + + = ~1
(1) 2V3  6vV3 33
+
1 3 de sorte que f(n) = fo = fn. Alors la suite de fonctions (fn)n>o (intégrables sur

T+n° 4t
R, ) converge simplement la fonction nulle et toutes les f, sont dominées par fo qui est elle-méme intégrable

Par conséquent f(0) = lim 21.

asteedo T+6 6

Posons f,; : t —

+oo
sur R;. Par le théoreme de convergence dominée, on a liT f(n) = fo 0 = 0. Or la fonction f est
n—+oo

1 S 1
T+ 4+t0 7 14y’ +t°
finie £ en +oo par le théoréme de la limite monotone. Comme lim f(n) =0,onal= lm f(x)=0.

n—-+oo X—+00

clairement décroissante (car x < y =

) et positive donc elle admet une limite

x +oo x +oo
Pour x > 0, on a f(x) = fo g(x,t)dt + fx g(x,t)dt > fo ] —?—txs + fx % = —Exs + 217 en majorant

directement et on conclut & nouveau que lim f(x) = 0.
X—>+00

o7



