DM 09 : DEMOCRATIE

PSI 1 2024/2025 pour le vendredi 20 décembre 2024

(PARTIE 1: TOUS LES CANDIDATS)

Premier tirage
{Up, Uy, -+, UN} est un systéme complet d’évenements car Up, Uy, -+, Uy sont incompatibles deux a

deux et que le premier tirage se fait dans une des N 4 1 urnes numérotées de 0 a N donc que €2 = U U.
0<kEN

Pour k € [1;N] et j € [0;N], on a Py, (Ax) = % si k <j (car 'urne j contient une boule numéro k sur N
boules en tout dans Uj) et Py, (Ax) =0si k> j (et ceci méme si j = 0 car k > 1 et que I'urne Uj ne contient

pas de boule numérotée k par hypothese).

Par la formule des probabilités totales, pour k € [[1;N], P(Ay)

N
)Z:o Py, (Ax) P(U;) d’apres la question

N

N
1.1. Par la question 1.2, P(Ay) = j;o Py, (Ax) P(U;) = lgkm car I’énoncé impose P(U;) = N]7+1
(il y a équiprobabilité du choix des N + 1 urnes). Ainsi, P(Ay) = N—k+1
N(N=+1)
La famille {Ap, A1, -+, AN} est aussi un systéme complet d’événements par construction. Par addivité,
N N .
ona P(Q) = P(Ao) + P(A1) + -+ P(AN) = 1. Ainsi, P(Ag) =1— 3 P(Ax)=1-—3 —J—— avec le
k=1 =1 N(N+1)
changement d’indice j = N —k + 1 ce qui donne P(Ap) =1 — % = %

Second tirage
Pour k € [1;N], Pa,(Bx) = 0 (pas de boule numéro k dans Up) et, si i € [1;N], on a Pa,(Bx) = 0 si

k > i (pas de boule k dans U;) et Pa, (Bx) = % si k < i (une seule boule numéro k parmi N boules dans U;).

Sik € [[1;N], {A0,A1,- -+, AN} est un systéme complet d’évenements donc, par la formule des probabilités

N N ) N—k+1 .
_ _ 1l N—id1 ] i (NZk+1)(N—k+2)
totales, P(Bx) = 3 Pa,(B)P(A) =1+ N=i+1_ 1 = .
otales, P(Bx) §O A (Br) P(AL) Ni;kN(N—H) N ]; N(N+1) INZ(N+1)
N
Comme {Bo,B1,---,BN} est & nouveau un systéme complet d’éveénements, P(Bp) = 1 — Y P(By), ainsi
k=1
N _ . N e
P(By) = 1 _kz:% (N ];;91(3\51 1)k+2) =1 —j; % avec le changement d’indice j = N —k+1 donc
1 N(N+1)2N+1)  N(N+1) N(N + 1)(2N + 4) 1 N+2
]P(Bo):]— i ( + ):1_ 7 =1- p) .
INZ(N+1) 6 2 12NZ(N+ 1) NEZN4+T1)\ 3

Généralisation
3.1| Encore, Pa Ant1x) =0 (pas de boule k dans Ugp) et, sii € [[1;N], Pa,. . (Ant1.x) = gk < i (une
n,0 + ) n,i + ) N

seule boule numéro k parmi N boules dans U;) et Pa,  (Ant1,x) = 0si k > i (pas de boule k dans U;).
On procede par récurrence sur n.

N+1-—-k
Initialisation : si n = 1, d’apres 1.3, Vk € [1;N], P(Aqx) = P(Ax) = ]]\I\I(T\Jk+—~_1; Y (T\} +1) ( +1 >



N -k
Hérédité : soit n > 1 tel que Vk € [1;N], P(Anx) = 1 < tn

() G A s

un systéme complet d’événements donc, par la formule des probabilités totales, si k € [[1; N, on a la relation

N N N+n-—i 1 N /MN+n-—1i
P(Ans10) = 2 Pans(Anst ) PAne) = & 3 sl )= 2 )
i=0

N S N (N+1) n (N+1) n
N4+n+1-—-k
ce qui donne, par la formule des colonnes, P(A SRR E— .
q p ( n-H,k) Nn+1(N—|—1)< N )
N —k
Par principe de récurrence, Yn € N*, Vk € [1;N], P(Anx) = m( +: )
Soit n > 1, la famille {An,o,An,1,--~,An,N} est & nouveau un systeme complet d’évenements. Par

addivité, on a P(Q) = P(An,0) + P(An,1) + ...+ P(An,n) = 1. Ainsi, toujours par la formule des colonnes,

P(An,o)=1—k§1 PAny) =1 — 1 3 <N+“_k> :1-‘(”’*“).

CNT(N+1) & n NN +1)\n+1
N +1 N(N +1 1 1
Pour n =1, P(A; 0)21—17 + :1—Qzl—f:fconformémentéul.ll.
> NN+ 2 IN(N+1) 2 2

[PARTIE 2 : ELU)
Au tirage n

Si w € Cp, alors une boule portant le numéro 0 est apparue avant le tirage n, mais comme a partir de
ce tirage on ne tire que dans 'urne 0 puisqu’elle ne posseéde quune seule boule numérotée 0, alors w € An o.
Ceci prouve que Cr, C A 0. Réciproquement, si w € A, o, alors le tirage n donne la boule 0 donc il est
apparu une boule 0 avant le tirage n et on a donc w € Cy, ; ce qui établit I'inclusion An, o C Cp.

N+n
Par double inclusion, C, = A, 0. Ainsi, P(C,) = P(A -1 d’apres la partie 1.
n n,0 s ( n) ( n,O) Nn(N+1)<n+]> p 1%

Il est clair avec les notations de 1’énoncé que C, = Z,, U Cry—1 (selon que I’apparition d’une boule avant
le tirage n intervient pour la premiére fois au tirage n ou avant le tirage n — 1) et que ces deux événements
sont incompatibles. Ainsi, P(Cy,) = P(Z,,) + P(Cn—1) et on en déduit d’apres la question précédente que,

1 N+n-—1 1 N+n
ourn>=>2 ona P(Zy)=P(Cn)— P(Chy) = ——F—— - .
P - (Zn) = P(Cn) = P(Cn-1) N“—‘(N+1)< n NN+ 1) \n+1
Au cours de I’évolution
Par construction, Z = U Z, car pour que 0 apparaisse au cours de 1’évolution, il est nécessaire et
n>l

suffisant qu’il existe n € N* tel qu’'une boule numérotée 0 apparaisse pour la premiere fois au tirage n.
Or ces évenements Z,, étant clairement incompatibles deux a deux, on a par o-additivité la relation

+o00 too
P(z) = 21 P(z,,) = P(z1) + > P(z,). Par conséquent, comme cette série converge, que Z; = Ao avec
e

n=2

P(Ao) = % d’apres la question 1.4 de la partie 1 et que ¥n > 2, P(Z,,) = un, — un41 d’apres la question 1.2
N —1 1 N —1
de la partie 2 avec u, = 11_1]7 tn = — n , on obtient par dualité
N (N +1) n N '(N+1)\ N-1
N+1 N(N +1
suite/série la relation P(Z) = P(Z7) +uz — lim u,. Comme ( i ) = g, on en déduit que
n—+oo 2 2
_1ly 1 (N _1 NN+ - n -
P(z) = 2+N(N—|—1)( 5 nhTooun_2+2N(N+]) nETooun—l nETooun. Or on sait que
N+n-—T 1 N+n—T)(N4+n—2)-- 1 Nt
Up = ] +n - ((NFn—T)(N+n-2)---(n+1) = n _ Par
N"(N+1)\ N-1 N (N +1) (N—=1)! oo (N —=1)IN

croissances comparées, comme N > 2, on a nN~! = o(N™) d’ot lim un, =0 et on a enfin P(Z) =1.
oS} n—-+oo



