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CHAPITRE 10
SERIES ENTIERES

@© Brook TAYLOR découvrit en 1715 qu’une fonction suffissamment dérivable au voisinage d’un point
peut étre approchée par une fonction polynomiale dont les coefficients dépendent uniquement des dérivées de
la fonction en ce point. Il convient néanmoins d’expliciter ou de majorer efficacement ce reste (la différence
existant entre la fonction et le polynéme de TAYLOR).

Si on raisonne localement et a un ordre fixé, on obtient le théoréeme de TAYLOR-YOUNG et la théorie
des développements limités : mais c’est local et limité !

Si on raisonne globalement et & un ordre fixé, on obtient le théoreme de TAYLOR avec reste intégral de
LAPLACE, ou les égalités de TAYLOR-LAGRANGE ou TAYLOR-CAUCHY avec les inégalités qui en découlent,
mais ca reste limité !

Si on raisonne globalement et a tout ordre pour une fonction a valeurs réelles indéfiniment dérivable, on
peut définir la série de TAYLOR associée a la fonction et & un point de son ensemble de définition mais se
pose alors la question de la convergence de cette série et, dans le cas de la convergence, de la correspondance
entre la fonction et la somme de la série : c’est la théorie des séries entieres.

Quand la fonction est localement égale a la somme de sa série de TAYLOR au voisinage de tous les points
de son ensemble de définition, on dit qu’elle est analytique, comme le sont la plupart des fonctions usuelles.

La configuration est totalement différente si on s’intéresse aux fonctions de la variable complexe qui sont
dérivables (au sens complexe bien str) : on dit qu’elles sont holomorphes. Dans ce cas, cette dérivabilité
entraine miraculeusement 'aspect C* de la fonction et le fait qu’elle soit analytique. Cette fantastique
propriété fait des fonctions holomorphes un pilier de I'analyse complexe, et un pont vers la physique et les
essentielles fonctions harmoniques.
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(PROGRAMME]

Les objectifs de cette section sont les suivants :

- étudier la convergence d’une série entiére et mettre en évidence la notion de rayon de convergence ;
- étudier les propriétés de sa somme en se limitant a la continuité dans le cas d’une variable complexe ;

- établir les développements en série entiére des fonctions usuelles.

Les séries entiéres trouveront un cadre d’application dans la notion de fonction génératrice en probabilités

et au détour d’exemples de résolution d’équations différentielles linéaires.

1 : Rayon de convergence

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Série entiere de la variable réelle, de la variable complexe.
Lemme d’ABEL : si la suite (anz{) est bornée alors, pour
tout nombre complexe z tel que |z| < |zo], la série > anz™
est absolument convergente.
Rayon de convergence R défini comme borne supérieure  La série > anz™ converge absolument si |z| < R,
dans [0, +0c] de I’ensemble des réels positifs r tels que et elle diverge grossierement si |z| > R.
la suite (anr™) est bornée.
Intervalle ouvert de convergence.
Disque ouvert de convergence.
Avec Rq (resp. Rp) le rayon de convergence de Y anz™, Pour « € R, R( Zn"‘x“) =1.
(resp. Y bnz™):
-si ap = O(bn), alors Rq > Ry, ; Le résultat s’applique en particulier si an, = o(by).

- si ap ~ by, alors Rqg = Ryp.
lant1]

peut étre
lan|

Application de la régle de d’ALEMBERT pour les séries La limite du rapport

numériques au calcul du rayon. directement utilisée.
Rayon de convergence de la somme et du produit de

CAUCHY de deux séries entieres.
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2 : Régularité de la somme d’une série entiére de la variable réelle

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Convergence normale d’une série entieére d’une variable réelle

sur tout segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence.

Continuité de la somme sur U'intervalle ouvert de convergence. L’étude des propriétés de la somme au bord
de l'intervalle ouvert de convergence n’est
pas un objectif du programme.

Primitivation d’une série entiere d’une variable réelle sur Relation R( Y anx™) = R( Y nanx™).

I'intervalle ouvert de convergence.

Caractere C* de la somme d’une série entiere d’une variable

réelle sur l'intervalle ouvert de convergence et obtention

des dérivées par dérivation terme a terme.

Expression des coefficients d’une série entiere de rayon de

convergence strictement positif au moyen des dérivées

successives en 0 de sa somme.

3 : Développement en série entiére au voisinage de 0 d’une fonction d’une variable réelle
P

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Fonction développable en série entiere sur

un intervalle | — 7, 7].

Série de TAYLOR d’une fonction de classe C*°. Formule de TAYLOR avec reste intégral.

Unicité du développement en série entiere.

Développements des fonctions usuelles. Les étudiants doivent connaitre les développements en série
entiere des fonctions : exponentielle, cosinus, sinus, cosinus
et sinus hyperboliques, Arctan, x — In(1 +x) et x — (1 +x)*.
Les étudiants doivent savoir développer une fonction en série

entiére a l'aide d’une équation différentielle linéaire.

4 : Séries géométrique et exponentielle d’une variable complexe

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Continuité de la somme d’une série entiére de la variable La démonstration est hors programme.

complexe sur le disque ouvert de convergence.

Développement de %

sur le disque unité ouvert.

Développement de exp(z) sur C.
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[PARTIE 10.1 : CONVERGENCE D’'UNE SERIE ENTIERE)

’10.1.1 : Définition et rayon de convergence‘

DEFINITION 10.1 :

Une série entieére de variable complexe est une série de fonctions . un telle qu’il existe une suite
n>0
(an)nen € CN pour laquelle : Yz € C, Vn € N, un(z) = anz™ ; on la note alors par abus > anz™.
n=0
Les complezes an sont appelés les coefficients de la série entiére .

Une série entiére de variable réelle est une série entiére > anx™ ot x € R et (an)nen € CN.
n>0

REMARQUE 10.1 : e Les sommes partielles des séries entiéres sont des fonctions polynomiales.

o Avec ap = -+ = an,—1 = 0 pour ng > 1, on peut considérer des séries entieres notées Y, anz™.
n>ng

—+ 00

e Pour z € C, en cas de convergence en z (par ex. siz=0), on note Y. anz™ la somme de la série.
n=0

e [’ensemble des séries entiéres de variable complexe est une algébre commutative et intégre pour :

(i) la loi externe }\.( > anzn) =Y (Aan)z™,

n=0 n>0
(ii) la somme ( > anzn> + ( > bnz“> = > (an +bn)z",
n=0 n>0 n>0
n
(iii) le produit de CAUCHY ( > anzn) X ( > bnz“) =3 ( > akbn_k)z“.
n>0 n=0 n>0 ‘k=0

e Les fonctions polynomiales sont des séries entiéres particuliéres (a, = 0 pour n assez grand).

+oo
EXEMPLE FONDAMENTAL 10.1 : e Série géométrique : Y z" = ]]— pour |z| < 1.
n=0 -z

+00 n
e Série exponentielle : Z—' = e* pour tout z € C par la formule de TAYLOR reste intégral.
n=0 M-

PROPOSITION DITE DU LEMME D’ABEL 10.1 :
Soit (an)nen € CN et zop € C*, si la suite (anzd)nen est bornée alors pour tout z € C tel que

|z|] < |z0], la série > anz" converge absolument.

REMARQUE 10.2 : Soit (an)nen € K, Pensemble E = £y = {r € Ry | (an™)nen est bornée} est une
partie non vide de Ry car 0 € E : c’est méme un intervalle de R.
Comme, pour z € C, la suite (anz™)n>0 est bornée si et seulement si la suite (an|z|™)n>o l'est, on a

aussi By = {|z] € Ry | (anz™)nen est bornée} = {r € Ry | 3z € C, |z| = et (anz™)nen est bornée}.

DEFINITION 10.2 :

Soit (an)nen € KN, on appelle rayon de convergence de la série entiére > anz™ la borne supérieure
n>0

R € [0;+00] de E (on a donc R = +00 si E nlest pas majorée).

REMARQUE 10.3 : e Si R = +00, on a forcément E = [0; +00[= R;.

e SiR< +00 : on akt =|[0;R] si (anR™)nen est bornée et E = [0; R[ sinon.
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THEOREME , CONDITIONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE/DIVERGENCE 10.2 :

Soit (an)nen € CN et R le rayon de convergence de la série entiere > a,z", alors Vz € C :
n=>0
e si |z| <R alors la série ) anz™ est absolument convergente,
n>0

e si |z| > R alors la série Y. anz™ est grossiérement divergente.
n>0

DEFINITION 10.3 :

Pour une série entiére de la variable complexe > anz™, on note :
n=0

e disque ouvert de convergence le¢ disque B(0,R) = {z € C | |z| < R} de C.
e disque fermé de convergence le disque B¢(0,R) = {z € C | |z| <R} de C (adhérence de B(0,R)).
e cercle de convergence le cercle S(0,R) = {z € C | |z| =R} (frontiére des deux précédents).

Pour une série entiére de la variable réelle Y anx™, on note :
n=0

e intervalle ouvert de convergence [’intervalle | — R; R[ de R.

e intervalle fermé de convergence [’intervalle [—R;R] (segment si R < +00).

REMARQUE 10.4 : e Par définition R = Ry = Sup {|z] € Ry | z € C et (anz™)nen bornée}.

e On a aussi R =Ry = Sup {|z| € Ry | z€ Cet Y anz™ converge absolument} = Sup(Ey).
n>0

© On a aussi R=R3 =Sup {|z| € Ry | z€ C et (anz™)nen tend vers 0} = Sup(E3).
e OnaaussiR=Ry=Sup{|z| € Ry |z€ Cet Y anz" converge} = Sup(Ey).

n>0
REMARQUE FONDAMENTALE 10.5 : Avec les notations ci-dessus :

o S’il existe zo € C tel que (anzy)nen est bornée ou ) anz{ converge : R > |zo].

n>0
e S’il existe zo € C tel que (anz{)nen n’est pas bornée ou Y, anzy diverge : R < |zo].
n>0
e Vz € B(O,R), > anz™ CVA et Vz ¢ B¢(0,R), > anz™ DVG. Siz € S(0,R), on ne peut rien dire de
n>0 n>0
la convergence de Y, anz™ : il peut se passer n’importe quoi !
n>0

EXEMPLE 10.2 : o La série ), ——=—=—— est de rayon R = 1 et converge si |z| = 1.
s In(n? +1)

n
e La série > % est de rayon R = 1 et converge pour z € U\ {1} par une transformation d’ABEL.
n>1 n

e La série Y nz™ est de rayon R =1 et diverge pour z € U.
n>0

THEOREME DE COMPARAISON SUR LES RAYONS DE CONVERGENCE 10.3 :

> anz™ et Y bnz™ deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et Ry, :
n>0 n=0

(i) Sian, = O(bn), alors Rp < Rg.
+oo

(i) Si |an| fod |bn|, alors Rq = Rp.
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REMARQUE FONDAMENTALE 10.6 : o Dans (i), on a la méme conclusion si an = o(by,).

o0

e Dans (i), on a la méme conclusion si ¥n € N, |an| < |bn|.

e Dans (i), on a la méme conclusion s’il existe un rang no tel que ¥Yn = no, |an| < |bnl.

EXFERCICE 10.3 : Quel est le domaine de convergence de »_ n(=D"zn 2

n=0

THEOREME DE RECHERCHE DU RAYON DE CONVERGENCE PAR UTILISATION
DE LA REGLE DE D’ALEMBERT (ENORME) 10.4 :

Soit > anz™ une série entiére telle que Inp € N, ¥Vn > np, an # 0 et que la suite (‘MD
n>0 an n>ng

1 1 1

- = tizo.
0 400 e oo

converge vers L € [0;+00]. Alors R = - avec les conventions

n
EXEMPLE 10.4 : o Calculer le rayon de la série entiere n—|z“.
n>1 n.
e Soit F une fraction rationnelle sans pole entier naturel, quel est le rayon de Y F(n)z™ ?
n=0

e Rayon de convergence de > n®z" pour o € R (& utiliser tel quel).
n=0

EXERCICE 10.5 : Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere »_ dnz2™ oll dy, est
n=0

le nombre d’entiers naturels a n chiffres ne contenant pas le chiffre 7.

10.1.2 : Opérations sur les séries entieres

PROPOSITION OPERATOIRE SUR LES SERIES, RAPPORT SUR LES RAYONS 10.5 :
Soit A € K* et ) anz™, ). bnz" deux séries entiéres de rayons de convergence resp. Rq, Rp.
n=>0 n>0
e > Aanz™ a aussi pour rayon de convergence Rg.
n>0
e Y (an +bn)z™ a pour rayon de convergence R > Min(Rq, Rp) avec égalité si Rq # Rp.
n>0
- J

REMARQUE 10.7 : Si Rq = Ry, on ne peut rien dire de la valeur exacte de R a priori.

EXEMPLE 10.6 ; Btudier 3 (1 -1 )zmon 3 (La Lo Dyanou 50 (14 Lo Don,
n n n

n
a1\ A1 1 \n n! w1 2

PROPOSITION : RAYON D’UNE SERIE ENTIERE PRODUIT DE CAUCHY 10.6 :

Soit les séries entiéres > anz™ et Y bnz" de rayons respectifs R, et Ry. Le rayon R de leur
n>0 n>0

n
produit de CAUCHY Y cnz™ vérifie R > Min(R,,Rp) (ot Vn € Ny ¢y = > axbn_x).
n>0 k=0

REMARQUE 10.8 : Méme si Rq # Rp, on peut avoir R # Min(Rq,Rp).

EXEMPLE 10.7 : Rayons de (1 —z), de 3 (1 + %)zn etde (1—z)x 3 (1 + %ﬂ)zn ?
n>0 3 n>0 3
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PROPOSITION SUR LE RAYON DE LA SERIE DERIVEE OU PRIMITIVE 10.7 :

s . os an— ~
Les séries entieres . anz™, > (n+1)an1z™ et S “"=1:" ont le méme rayon de convergence.
n>0 n=0 n>1 n

REMARQUE 10.9 : ¢ >, (n+ 1)any1z™ s’obtient en dérivant terme a terme la série > anz™.
n=0 n>0

an— : . » s s
e Y =1, gobtient en intégrant terme a terme la série S a,z" (elle vaut 0 en 0).
n>1 N n>0

® > nanz" a donc méme rayon que Yy, anz™.
n>0 n>0

[PARTIE 10.2 : SOMME D’UNE SERIE ENTIERE)

’10.2.1 : Modes de convergence et continuité de la somme‘

PROPOSITION : CONVERGENCE NORMALE SUR TOUT SEGMENT INCLUS DANS

L’INTERVALLE OUVERT DE CONVERGENCE 10.8 :

Soit > anz"™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Si r € [0;R[, la série > anx™
n>0 n=>0

converge normalement sur le segment [—r;7], a fortiori sur tout [a;b] C|] — R;R].

REMARQUE 10.10 : 1l n’y a pas convergence uniforme, a fortiori il n’y a pas convergence normale, sur
n+1
le disque ouvert B(0,R) ! Voir la série entiere Y z™ telle que Ry (z) = ‘;‘
n>0

_Z.

THEOREME DE CONTINUITE DE LA FONCTION ASSOCIEE A UNE SERIE 10.9 :

—+o0
Soit Y anz" une série entiére de rayon R > 0. Alors S:x— > anx™ est continue sur | — R;R].
n=0 n=0

REMARQUE 10.11 : Si la série Y anR™ est absolument convergente alors la série entiere Y anx™
n>0 n>0

+oo
converge normalement sur [—R;R| donc S : x — > anx™ est continue sur [—R;R].
n=0

PROPOSITION OPERATOIRE SUR LES SOMMES DE SERIES ENTIERES 10.10 :

Soit deux séries entiéres > anz™ et Y byz"™ de rayon respectifs R, > 0 et Ry, > 0 et de sommes

n>0 n>0
+oo +00
f(z) = > anz™ et g(z) = > bnz™ la ou elles sont définies, alors si A € K, on a les opérations :
n=0 n=0

+oo +o00
(i) Vz€B(O,Ra), Y. (Aaw)z" = 7\.( ) anzn>.
n=0 n=0

“+o0 “+o0
(an —l—bn)z“ = ( > anz“> + ( > bnz”).
n=0 n=0
n +o0 +o0
( akbn,k)z“ = ( > anz“) X ( > bnz“).
0 k=0 n=0 n=0

+
8

(ii) Vz € B(0,Min(Rq,Ry)),

g

0

%

(iii) Vz € B(0, Min(Ra,Rp)),

n
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REMARQUE HP 10.12 : Classique : soit une série entiére Y anz™ de rayon R tel que 0 < R < +00 et

n=>0
+oo “+oo

qui vérifie >, anR™ converge, alors lim > ant™ = > anR™
n=0 t—=R~ =0 n=0

+oo +oo
DEMONSTRATION : Soit x € [0; R[, posons S(X) = Z anx™. Si f(x) = Z anR™x™, en posant an, = b, R™,
n=0 n=0
comme (an (Rx)™)ne N est bornée si et seulement si (bnx™)nen, on en déduit que (Eq = [0; R[ et Ep = [0; 1 D
ou (Ea = [0; R] et By = [0; 1]) Toujours est-il que le rayon de convergence de Z bpx™ vaut R = 1 et qu'on a
n=0
Vx € [0;1], f(x) = S(Rx) donc, par composition, lim S(x) = lim f(x). On vient de se ramener 4 R = 1.
x—R~ x—1-

+oo +oo
On reprend donc S(X) = Z anx™ avec R = 1 et on pose R,y = Z ak (convergence par hypotheése). En posant
n=0 k=n+1
—+o0
S = Z an = S(]) la somme de série, on a Vn € N, ap, = R,_1 — R;y avec R_; = S. On effectue alors une
n=0

“+o0o +oo
transformation d’ABEL : S(X) = Z anx™ =S — Z Rn(xn — Xn+1) apres calculs. Puisque lim R, =0,
n=0 n=0 n—-+oo

Mo
pour un € > 0, il existe ng € N tel que Vn > nop, |Rn| < % Orx— Y, Rp(x™ —xn'H) est continue en 1 et vaut
n=0

Mo
Oen 1, il existe Jox > 0 tel que Vx € [1 — s 1], | D Rp(x™ — Xn+1)’ < % Ainsi, Vn > ng, Vx € [1 — ;1] :
n=0

+oo no +oo
S(x) —s(1)| = Rn(x™ — x| < Ry (x™ — x™t1)| + R (x™ — x| < € 4+ € car
S() =S = | 22 Ra( < n n <
n=0 n=0 n=ngy+1 2 2
+oo “+o0
Vx € [0;1], 0 <x™ —x™ < Tdone | > Rn(x“—xn“'])‘ <E T (XM XMy = Exmotl L &
n=no+1 2 n=noy+1 2 2

Ainsi, Ve > 0, Ja > 0, Vx € [1 —;1], |S(x) —S(1)] < €, et c’est exactement la définition de lim S(x) = S(1).

x—1-

_1\yn—1_n
EXEMPLE 10.8 : Le rayon de (Gl M est clairement R = 1 et on verra bientot la relation
n>l
tor (L1)nTyn tor (=7
Yx €] —1;1], >, ~—~—— =1In(1+x). D’apres le résultat précédent : >, ——— =1n(2).
n=1 n n=1 n

’10.2.2 : Dérivation et intégration des séries entieres de la variable réelle‘

THEOREME D’INTEGRATION TERME A TERME D’UNE SERIE ENTIERE SUR UN
SEGMENT DE L’INTERVALLE OUVERT DE CONVERGENCE 10.11 :

Soit (an)neny € CN et Y anx™ une série entiere de la variable réelle de rayon de convergence
n=0

“+ o0
R > 0 et f sa fonction somme définie sur | — R; R[ (au moins) par Vx €] — R;R[, f(x) = >  anx™:
n=0

b +oo n+17b
. p.pl2 _ t
(i) Pour tout (a,b) €] — R;R[*, on a fa f(t)dt nE:o an[n+ Ja.

(ii) La primitive F de f qui s’annule en 0 est somme sur | — R; R[ d’une série entiére :

Vx €] — R;R], F(x) = fox f(t)dt = &Ojo %x“.

n=1

EXEMPLE 10.9 : Trouver une série entiere dont la somme vaut In(1 — x) pour x €] — 1;1].
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TBEOREME SUR LA CLASSE ET LES DERIVEES SUCCESSIVES DE LA SOMME D’UNE
SERIE ENTIERE (ENORME) 10.12 :

Soit (an)nen € CN et > anx™ une série entieére de la variable réelle de rayon de convergence

n=>0

R >0 et f sa somme sur | — R;R[. Alors f est de classe C* sur | —R;R[ et sip € N, on a:
12 R X (n+p)!

Ve €]~ RiR|, fP(x) = 32 n(n— 1) (n—p+ Danxm P = 55 g nop = 3 ER
n=p n=p (n - 'P)- n=0 n:

- P (0)
En particulier,ona: Vp € N, a, = T
p!

EXEMPLE FONDAMENTAL 10.10 : Mines PSI 2013 Gérémy

Soit p € N*, calculer le développement en série entiere de fp, : x —

1
(=%

PROPOSITION : UNICITE DES COEFFICIENTS D’UNE SERIE ENTIERE 10.13 :

+oo +oo
Soit > anz™, > bnz™ et R> 0 tels que Vx €] —R;R[, > anx™ = ) bpx™. Alors, Vn € N, an = by,.
n>0 n>0 n=0 n=0

REMARQUE 10.13 : Autrement dit “les coefficients d’une série entiére de rayon R > 0 sont uniques”.

PARTIE 10.3 : FONCTIONS DEVELOPPABLES
EN SERIE ENTIERE

(10.3.1 : Série de TavLor d’une fonction de la variable réelle|

DEFINITION 10.4 :

Soit 1 un intervalle de R dont 0 est un point intérieur, on dit que f : I — K est développable en série

+oo
entiere s’il existe v > 0 et une suite (an)nen € KV telle que | —v;r[C 1 et Vx €] — v, f(x) = Y. anx™.
n=0

REMARQUE 10.14 : e Alors le rayon de convergence de la série entiére >, anx™ est au moins égal a .
n=0

e Si f est paire et développable en série entiere alors Yn € N, azn41 = 0.

e Si f est impaire et développable en série entiére alors Vn € N, a, = 0.

e On notera DSE pour “développable en série entiére”.

PROPOSITION OPERATOIRE SUR LES FONCTIONS DSE 10.14 :

Soit r > 0, f et g deux fonctions développables en série entiére sur | —r;r[et A € K :

(i) Af est DSE sur | — r;r[ (stabilité par multiplication par un scalaire).

(ii) f+ g est DSE sur | — ;7] (stabilité par somme).

(iii) f x g est DSE sur | — ;7| (stabilité par produit).
- J

REMARQUE 10.15 : Pour un réel r > 0, I'ensemble des fonctions développables en série entiére sur
] — 7;7[ est une sous-algébre de F(] — r;7[, K).



172 SERIES ENTIERES

DEFINITION 10.5 :

Soit T un intervalle de R dont 0 est un point intérieur et f une fonction de classe C*° sur 1, on appelle série

()
de TAYLOR de f en 0 la série entiére de la variable réelle > wxn
n>0 n:

_1\n,.2n
EXEMPLE 10.11 : La série de TAYLOR de la fonction cos est > %
n>o0 nj.

REMARQUE 10.16 : Soit 1 un intervalle de R dont 0 est un point intérieur, f € F(1, K) et r > 0, alors :

oo ¢(n)
(f est DSE sur | — r;r[) = (f e C®(]—nr[, K) et Vx €] — ], f(x) = :;O f n!(O)X“).

THEOREME : CNS POUR ETRE DSE PAR TAYLOR RESTE INTEGRAL 10.15 :

Soit I un intervalle de R dont 0 est un point intérieur, f € 5(I, K) et r > 0, alors :

_ n
(f est DSE sur | — r;r[) = (f e Cc™®(] -7, K) et Vx €] — ;7] liT OX uf(“ﬂ”)(t)dt = 0).
n—+oo n.

REMARQUE 10.17 : 11 y a plusieurs restes de TAYLOR a ne pas confondre :

n (k) —t)"
e Si f est de classe C™*! sur I contenant x : Rp(x) = f(x) — > ka = fx (Xit)f(““)(t)dt.

. o : ~ e 19(0)
e Sif est de classe C™ et si la série de TAYLOR converge au point x : Rn(x) = > TR
k=n+1 .

Cependant, si f est développable en série entiére sur | — v; 7], les deux restes sont égaux pour x €] — ;7|

et tendent vers 0 quand n tend vers +o0o. Cependant, quelques bizarreries peuvent advenir :
o I] existe des fonctions f de classe C*° sur R dont la série de TAYLOR converge mais pas vers f.

e [] existe des fonctions de classe C* pour lesquelles la série de TAYLOR est divergente pour x # 0.

PROPOSITION : CONDITION SUFFISANTE POUR ETRE DSE 10.16 :

Soit r > 0 et [ =] — r;r[, montrer que f de classe C* sur I est développable en série entiére sur I

si Va €]0;7[, IMq >0, Vn € N, Hf(n)Hoc»[—a;a] < Ma.

_ 1
EXEMPLE FONDAMENTAL 10.12 : Soit f : R — R telle que f(x) = e Xl six # 0et f(0) = 0.

Alors f est bien de classe C* sur R et pourtant pas développable en série entiere.
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[10.3.2 : Fonctions usuelles|

THEOREME : DSE DES FONCTIONS USUELLES (ENORME) 10.17 :
Il faut connaitre par cceur les développements en séries entiéres des fonctions usuelles de la

variable réelle suivantes (pour « € R\ N) ainsi que le rayon de convergence R de la série :

x TR
Vx € R, er = nZ::o T R =400
vx e R 2 R
h = X =
x € R, ch(x) ngo )1 +o0
Vx € R h P R
x € R, sh(x) = n§O(2n+1)! =400
Vx € R 3 (it
= — R =
x € R, cos(x) nX::o( ) 2n)! ~+o0
v R ) +oo 1y XZn—H R
X € y SlTl(X) = ngo(— ) m = +OO
1 w
Vx €] — 1;1], = > x" R=1
1T—x n=0
v 1 = ynyn
— 13 = —1 R=1
x €] —1;1], T x nz::o( )X
+oo (7])n+1
Vx €] — 1;1], n(1+x) = > x™ R=1
n=1 n
400 n
Vx €] -1, —n(1-x) = > * R=1
n=1 M
v 11, A 5 (it R=1
x €] —1;1], rctan(x) = nz::o(_ ) o =
Wx €] - 1:1], (1+x)% = "f:coc(oc—l)...(oc—n—i—l) n R =1
n=0 n!
A savoir retrouver assez rapidement :
+oo n
1 (—=1)™(2n)!
R R O CT
= (=" (2n)!
Vx €] —1;1], 1+ = 1+ X" R=1
x €l ! ¥ R
+oo |
Vx €] = 1;1[, Arcsin(x) = > @t X2l R=1

oA (D (2n+1)

REMARQUE HP 10.18 : Les fonctionsth : R —]—1;1[ et sh: R — R sont bijectives et leurs réciproques
et Argsh/(x) = !

sont Argth:] — 1;1]— R et Argsh: R — R de dérivées Argth/(x) = > —_—
T—x 14 %2
+o0  2n+41
. 1 1+x _ _ X _
vxel - 11, Lu (—) — Argth(x) = R=1
x &l -] 2 M\« rgth(x) nZ::OZTL—F]
+00 _1\n |
Vx €] —1;1, In(x+vV1+xZ) = Argsh(x) = Z&XZH—F] R=1

o4t (DA (2n 4 1)

400 n
REMARQUE FONDAMENTALE 10.19 : Pourz =x+1iy € C,onae* = Y, - = e*(cos(y)+isin(y)).

n=0 n!
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]10.3.3 : Méthodes de développement en série entiére\

(© Certaines séries se reconnaissent en distinguant selon le signe de x.

1\ n
EXFERCICE 10.13 : Rayon de convergence et somme de > (Gl i
n>0 ZTL + ]
+o0o +oo k
(© Les séries Y, P(n)x™ se calculent en décomposant P € C[X] sous la forme P(X) = > ax [[ (X+1) et les
n=0 k=0  i=1
=X P(n) . , oo k=1 .
séries nZ—:O o X" se calculent en décomposant P € C[X] sous la forme P(X) = kZ::o ax i];[0 (X —1).

2
EXEMPLE 10.14 : Rayon de convergence et somme de > (n? +1)x™et > T T 35,
n>0 n>o T

(® Se ramener aux fonctions usuelles est la priorité.

EXFERCICE CONCOURS 10.15 : Petites Mines PSI 2013 Camille

2
Rayon de convergence et somme de Y ntntlm
n>o0 n—+ 1

® On peut aussi utiliser des dérivations ou des intégrations, ou la méthode de 1’équation différentielle.

x

ORAL BLANC 10.16 : Soit f : x — e f et’ dt, trouver une équation différentielle linéaire du

0
premier ordre vérifiée par f. En déduire le développement en série entiere de f.

(COMPETENCES|

e Déterminer le rayon d’une série entiere par la définition avec les croissances comparées.

e Trouver le rayon d’une série entiére par minoration/majoration en 1’étudiant en certains points.
e Déterminer le rayon d’une série entiére par encadrement/équivalent du module du coefficient.

e Trouver le rayon d’'une série entiére par la régle de D’ ALEMBERT.

e Maitriser les opérations sur les séries entieres et les relations associées sur les rayons.

e Connaitre la dérivation ou l'intégration de la somme d’une série entiere la ou c’est possible.

o Utiliser 'aspect C*° de la somme f d’une série entiére et la relation entre ses coefficients et f.

e Déduire des relations entre suites de 'unicité des coefficients d’une série entiere.

e Savoir montrer qu'une fonction est développable en série entiere par étude du reste intégral.

o Etablir qu’une fonction est développable en série entiere par opérations et fonctions usuelles.

e Connaitre par coeur les 11 développements en série entiere des fonctions les plus usuelles.

e Maitriser les techniques les plus courantes pour exprimer avec des fonctions usuelles les séries entieres.

e Maitriser les techniques les plus classiques pour développer en série entiere des fonctions.



