SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 9
ALGEBRE BILINEAIRE

[9.1 Espaces préhilbertiens}

n

a. Bien sir, si B = (e1, -, en) est une base orthonormale de E, pour tout vecteur x € E,onax = »_ (x|ex)ex
k=1
n
d’aprés le cours donc la condition ||x||> = Y (ei|x)? est réalisée.
i=1
n
Réciproquement, soit x € Vect(et,---,en )", alors ||x|[> = 3. 0 =0 car Vk € [1;n], x L ey par hypothese
k=1
et x = O puisque seul le vecteur nul a une norme nulle. Ainsi, on a Vect(er,---,en)™ = {0g} donc
Vect(eq, - -,en) = {Og}* = E ; la famille B est donc génératrice de E donc c’est une base de E car dim(E) = n.
n
Par ailleurs, si i € [1;n], |leil|> = 3 (exlei)? > (eilei)? = ||ei]|* ce qui montre que |[ei|| < 1
Soit j € [[1;n], Hj = Vect(er,---,ej_1,€j41, - -, en) est un hyperplan de E donc Dj = H]-J- est une droite dans

n
laquelle il existe un vecteur v; unitaire. Alors, par construction, |[vj||* = Y (vjlex)? = (vilej)* = 1 donc

|(vile;)] =1 = [[v||||ej]].- On obtient donc par CAUCHY-SCHWARZ |(vj|e;j)| = 1 = [[vj|| ||ej|| ce qui est le cas

d’égalité : v; et e; sont colinéaires donc e; € HjJ-.

Ceci qui montre déja (puisque vrai pour j € [1;n]) que la famille (eq,-- -, en) est orthogonale.
n
De plus, pour j € [1;n], |lej]|> = X (ejlex)? = |lej||* d’'ott [|ej]| =1 et B est une base orthonormale de E.
b. NON. On prend E = R muni du produit comme produit scalaire et on pose e; = \Lﬁ =ej.
2 2
Alors Vx € R, |[|x||? = x% = (x|e1)? + (x|e2)? = X? + X? alors que (e, ez) liée car dim(E) = 1.
Comme f est surjective : (Im(f))t = EL = {0g} ; soit ()\, w € R? et (x,y,z) € E3, alors on a
= (f(A + wy)|f(z A(f(x)[f(z)) — u(f(y)|f(z)) donc f € L(E) car :

(FOx + py) — Af(x) — uf(y)lf(Z)g
)

) —
(FO + ny) = AMf(x) = uf(y)[f(z)) = (M + mylz) = A(x]z) — u(yIZ) =0 d’ott f(Ax + py) — M(x) — uf(y) = Ok.

[9.2 Espaces euclidiens et hermitiens}

a. Pour un entier n, ||[Pn||? = (Pn|XPn_1+Pn—XPn_1) = (Pn|XPn_1) car P —XP,_1 € Ry_1[X] (les termes
en X™ s’éliminent) et que Py, € (Rn_1[X])" par construction de I'orthonormalisée.
b. On note an,1 < --- < otn,r les racines réelles d’ordre de multiplicité impair de P, dans l'intérieur de I et
Q= ll[ (X — an,i). Bien sir, Py, peut a priori avoir d’autres racines réelles ailleurs ou des racines complexes

non réelles. Alors Vt € 1, P (t)Q(t) = 0 car les ordres de multiplicité des racines de P,,Q sont toutes paires
pour les racines réelles de P, Q dans I et de plus P, Q n’est pas le polynéme nul (R[X] intégre). Si P,, n’avait
o
pas toutes ses racines simples dans I, alors deg(Q) < deg(Pn) d’ott (P,|Q) = 0 (car Py € (Rn_1[X])%) ce
o

qui est impossible. Ainsi P,, = Q et on en déduit que toutes les racines de Py, sont simples dans 1.
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c. Posons, pourn € N, Py = Xn+2+5n+2Xn+1 +- 5 Pnpr = X1 Fonp1 XM+ -et an = dny2—0n41. On
n
a alors Py — (X+an)Pnt1 € Ry[X] donc on écrit P2 — (X+an)Pnt1 = D, biPx (car (Po, -+, Pn) est une

k=0
base de R, [X]) Mais si k < n, on a (Pn—i-z — (X—|— an)Pn—H |Pk) = (Pn+2|Pk) — an(Pn+1 |Pk) — (PTL—H |XPk) =0
doncbg=---=bn_1=0. Sik=n, (Pry2 — (X+ an)Pns1|Pn) = bn|[Pn||? = —(XPni1|Pn) = —|[Pns1l]*

n

d. Par définition des polynémes d’interpolation de LAGRANGE : P — P(cxn,k)Ln‘k s’annule en tous les
k=1

®n,1, " on,n (quisont distincts deux & deux) donc ce polynéme se factorise par Pr,. Comme deg(P) < 2n—1,

P
il existe Q € Ry_1[X] (car deg(Pn) = n) tel que P — > (an x)Lnk = PnQ. Comme P, € (Ry_1[X])L,

o= (17) = (1 5 ()L + Pu@) = 32 Plon i) (L) + (P Q) = > Plan )
k=1 k=1 k=1

n'

(2n)!"

e. On dérive n fois un polynoéme de degré 2n et de coefficient dominant ainsi Uy, est de degrén = 2n—n

et unitaire car 1L x (2n).2n—=1).---.(n+1)) =

(2n)!
£oona [T (62— 0m ™ (2 -1 Max = -1k [

-1

L2 =™ (2 = )™)Y g sim < e

(m+m+1)

k € [1;m + 1] par des IPP successives et par récurrence, or ((x* —1)™) =0 donc (Un|Upy) = 0.

La famille (U )nen est exactement la famille orthogonale (Py)nen dans ce cas particulier.

g. On a déja vu que ¢ : Ron_1[X] — R?™ définie par ¢(P) = (P(atn,1),**, Pon,n), P’ (ctn,1), -+, P (atn,n))
est un isomorphisme d’ou I'existence et I'unicité de H = @ =" (f(atn,1),++, flom,n), F'(0tn, 1)y -+, F (atnyn))-

h. ® s’annule en n+1 valeurs, les oy ik pour k € [1;n] et xo, on applique ROLLE sur chacun des n intervalles
entre ces valeurs et cela fait n valeurs distinctes (et différentes des an i pour k € [[1;n]) en lesquelles @’
g’annule. Mais ®' s’annule aussi en les oy x pour k € [1;n]] par hypothese. Cela fait donc 2n valeurs
distinctes en lesquelles @’ s’annule. On applique ROLLE sur les 2n — 1 intervalles et cela donne 2n — 1 valeurs
distinctes en lesquelles ®” s’annule. On continue et on aura 2n — k + 1 valeurs distinctes en lesquelles $(%)
s'annule (pour k € [[1;2n — 1]]). Au final on aura une valeur n €] — 1;1[ telle que ®@™(n) = 0. Mais
1£(21)
20 () = 10 x) — EW K done k= M)
(2n)!
i. f&") est continue par hypothese sur le segment [—1;1], elle y est donc bornée.
Si x est 'une des racines de P, 'inégalité de I’énoncé est vraie car elle devient 0 < 0.

!N (m)Pn ()% _ nIManP3 (x)
(2n)! S ()

Sinon, avec h., xop = x, comme ®(xg) = 0 : [f(x) — h(x)| = KPy(x)? =

! 1 My, P2 (x)d L
’ f (f—H ’ o ‘f x)dx = Z Ankf(on,i)| < f,1 f(x) = H(x)[dx < . le(nz—TS'(X)X donc il vient
‘ f 1(f — H)‘ < M d’apres les questions i et d. sachant que Vk € [1;n]], H(an k) = f(otn x)-

(2n)!

n
a. Le vecteur v= > ayvy est solution. Si w I'est aussi, on av —w € E+ = {0¢} donc v =w.
k=1

b. On définit ¢ : E — RP par W € E, ¢(v) = ((v|v1), ey (v\vp)). @ est une application linéaire et 1’énoncé
revient a chercher celles qui sont surjectives. En notant F = Vect(vy,---,vp) et v = dim(F) le rang de la

famille F, on a Ker(¢) = FL donc rang () =n — (n — 1) = r et la CNS cherchée est donc que F soit F libre.

c. (@ bijective) <= (¢ surjective et dim(E) = p) <= (F libre et dim(E) = p) <= (F base).



Si on suppose que la famille est liée, il existe une famille de scalaires non tous nuls (A1,---,A,) € RP telle

P
que Y Ai(ei +vi) = Op et on peut poser ig € [1;p] tel que |Ai,| = ]T\</l.a<x [Ai] > 0. Alors on écrit que
i=1 ISP
po P P
> Ai(ei +vi) =0 done Y Ajei = — Y. Ayv; et on passe & la norme euclidienne :
i=1 i=1 i=1
LI P p p P _
Ao | < A= 2 Avell = 1= 20 Mvil| < X0 Il il < o | 22 [vill < [Aiq | ce qui est absurde.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Ce n’est pas vraiment un exercice de ce chapitre, il suffit de considérer lapplication ¢ : S(0,1) — R définie
P

par @(e) = > d(xk, H)? ot H = Vect(e)! et e est un vecteur unitaire. Alors d(xy, H)? + (xk|e)? = ||xxk||?
k=1

2 2
par projection orthogonale donc ¢(e) = > [Ixk||> — Y (xx|e)? donc ¢ est une fonction continue sur le
k=1 k=1
compact S(0,1), elle est donc bornée et elle atteint ses bornes en un vecteur ep unitaire et Hop = Vect(eo
est 'hyperplan qu’on cherche.

)J_

[9.3 Projections et distance a un sous—espace}

On peut calculer A% et on trouve A% = I,, —4U'U +4U'UU'U or U est unitaire donc *UU = 1 (identification
classique entre la matrice & une base et le scalaire) donc A2 = I, : A est donc une matrice de symétrie et A

est diagonalisable car X?> —1 = (X — 1)(X + 1) est annulateur de A.
e Si X L U ce qui se traduit par 'UX = 0, on a donc AX = X. Ainsi H = Vect(U)* C Eq(A).

De plus AU = U — 2U'UU donc AU = —U. Par conséquent Vect(U) C E_q(A).

Comme ces sous-espaces propres sont en somme directe, on a Vect(U)~ = E1(A) et Vect(U) = E_q1(A) et A
est la symétrie orthogonale par rapport & ’hyperplan H = Vect(U)*.

e Ou alors AX = X <= X = X — 2U'UX <= 2U('UX) = 0 <= 2(X|U)U = 0 <= (X|U) = 0 car U # 0 et
on a directement H = Vect(U)1 = Eq(A). De plus AX = —X <= X = —X + 2U'UX <= X = (X|U)U donc
E_1(A) C Vect(U) et on vérifie comme avant que AU = —U pour avoir I’égalité.

De méme, B est la matrice de la projection orthogonale sur H.

Le plan P est d’équation z = x + y donc admet pour vecteur normal le vecteur unitaire a = %(1, 1,-1).

D’apres ce qui précede, la matrice dans la base canonique de R3 de la symétrie orthogonale par rapport au

1 -2 2
plan P est A =13 — %utu avec 'U = (11 —1). Apres calculs : A = % -2 1 2
2 2 1

(=) Supposons poq = qop. Soit x € (ImpNImq)- NImp et y € (Imp NImq)t NImq. Alors
poq(x) =q(x) € ImpNlimgq, donc (q(x) [y) = (x[y) = 0.
(<=) Si les sous-espaces A = (Imp NImq)- NImp et B = (Imp NImgq)t NImgq sont orthogonaux, alors
Imp = (ImpNImq)PDA (somme directe orthogonale), Imq = (ImpNIm q) B (somme directe orthogonale),
et E=(ImpNImq) PAP®BG (Impt NImgt). Par décomposition, on obtient poq = qop et poq est la
projection orthogonale sur Imp N Imq.



P
a. Il suffit de vérifier que Vj € [1;p]], AX; = > Xi"™XkXj = Xj'X;X; = Xj car (Xy,--+,Xp) est une famille
k=1
orthonormale et que si X € Vect(Xq,--+,Xp))t, on a AX = 0. On pouvait aussi écrire que l'on avait

P
Vx € E, pr(x) = Y (xx|x)xk et passer aux matrices en constatant que ("X X)Xy = Xy (*XkX) = Xy "Xy X.

1 0 0 1

N 1 1 110 1 =1 0

b. On prend la base (x1,x2) de P ot x1 = \72<1,0,0,1) et x; = \72(0,1)—1,0) A= 2o 21 1 o
1 0 0 1

Sipoq=0,onalm(q)C Ker(p) donc Ker(p)* C Im(q)t <= Im (p) C Ker(q) <= qop = 0.
1l suffit de prendre p(x,y) = (x,0) et q(x,y) = (0,y — x) pour avoir deux projecteurs de R? qui vérifient
poq=0mais pas qop =0.

a. Il suffit d’écrire x = x — p(x) + p(x) et se servir du fait que x — p(x) L p(x).

n n
b. Avec ces hypotheses, ona > [|p(ei)||> = 3. (p(ei)|ei) = Tr (p) car la matrice de p dans la base (ei)1<i<n

i=1 i=1

est ((p(e]~)|ei))1<i j<n puisqu’elle est orthonormale. Il suffit de se rappeler que, pour un projecteur, on a

Tr (p) = rang (p) en prenant une base adaptée a la décomposition E = Im (p) & Ker(p) et en exprimant la
matrice de p dans cette base.

a. L’application (.|.) : E2 — R définie par V(P,Q) € E2, (P|Q) = f:oo P(t)Q(t)e tdt est bien définie car
la fonction f : t — P(t)Q(t)e™t est continue sur R, pour (P,Q) € E? et que, par croissances comparées, on
a f(t) Zo t]—z . Cette application est clairement bilinéaire (par linéarité de l'intégrale), symétrique (par
symétrie du produit dans R) et positive (par positivité de l'intégrale) car t — P%(t)e™t est positive sur R,
pour P € E. De plus, si P € E tel que (P|P) = 0, la fonction g : t —+ P?(t)e™* est continue et positive sur R,
ainsi f(;roo g(t)dt = 0 implique g = 0 sur R ce qui prouve que tous les réels positifs t sont racines de P car

e~ ' > 0. Alors, P = 0. Par conséquent, (.|.) est un produit scalaire sur E.

Enfin, F est bien une partie de E et P € F <= P(0) = 0. On vérifie facilement que F est un sous-espace
vectoriel de E car F # ) puisque 0 € F et que si deux polynémes s’annulent en 0, toute combinaison linéaire

de ces deux polyndmes s’annule aussi en 0.

+
Dans ce contexte, Inf \/f D0(1 — P(t))?e~tdt = Inf ||1 —P|| s’interpréte comme la distance du vecteur 1 € E
PEF 0 PEE

au sous-espace F de E. On en déduit que m existe et que m = d(1,F)%. On sait d’apres le cours qu’il existe

un unique vecteur Q de F tel que ||1 — Q|| = d(1,F) et que ce vecteur est Q = pg(1).
+o00
b. On sait d’apres ’étude de la fonction Gamma que Vk € N, fo tfe~tdt = I'(k + 1) = k!. Ainsi, pour

o n LS . (q+x)! )!
q € [1;n], il vient R(q) =1— 3 ax H (a+j) =

)=

-3 a
k=1 =
aR(@) = al= 3 an(atil = [ et o 3 e [T e tar = (x9J1)= 2 an(XX) = (x9)1-Q),

. On en déduit donc avec ce qui précede :

Mais puisque (_2 est le projeté de 1 sur F, on a par définition 1 — Q € F-. Or F = Vect(X',---,X™) donc
X9 L 1—Q pour tout q € [[1;n] ; ce qui prouve que Vq € [1;n], R(q) = 0.
c. Onsait quem=[[1-Q[’=(01-Q1-=Q)=(11-Q)—(Q[1 = Q)= (1|1 = Q) car Q L 1 — Q puisque
Q €Fet1—Q €F. Par conséquent, m =1 — i a(1]X*) =1— i axk! = R(0).
k=1 k=1
k

Or R(—1) =1 car Vk € [1;n], J[(=1+j)=0. Ainsi, puisque R € E et que R admet au moins pour racines
=1



n
les n réels 1,- - - ,n d’apres la question précédente, on a R = A [] (X—q) avec A € R mais la valeur R(—1) =1
q=1

(;)n' ﬁ(X—k). Alorsm:R(O)zﬂ i

) — n! _ 1
CEE IS CEnRIA

_ n
impose A = L)' d’ou R =

(n+1)

(9.4 Exercices aux oraux des étudiants de PSI1]

(<) est clair car A+ est un supplémentaire de A dans un espace euclidien.
(=) Si A et B sont supplémentaires, soit B = (e1,---,ep,ep41, - -,en) une base de E adaptée a cette
n
décomposition. Soit ¢ : E2 — R définie par ¢(x,y) = > xxyk ou (xk)1<kgn €t (Yx)1<kgn sont les
k=1

coordonnées de x et y dans E. Il est classique que ¢ est un pr_oduit scalaire sur E.

On sait que dim(B) =n — dim(A) car A et B sont supplémentaires dans E de dimension n par hypothése.
On sait que dim(A+) =n — dim(A) car A et A+ sont supplémentaires dans E de dimension n.

11 suffit donc de montrer une des deux inclusions B C A+ ou B D A+ pour conclure & I’égalité B = A+ avec

I'égalité des dimensions dim(A+) = dim(B).

P n
(C) Soit b € B et a € A, alors a s'écrit a = > axex car A = Vect(eq,---,ep) et b s’éerit b= > byex
k=1 k=p+1
car B = Vect(epy1,---,en) par construction de B. Ainsi: ¢(a,b) = >  aibip(ei,ej) par bilinéarité de

1<i<p
pHISi<n

@ mais @(ei, ej) = 8;,; par définition de ¢ donc ¢(a,b) =0 et on vient de prouver que B C AL,
n n
On aurait aussi pu dire que si (a,b) € AxB, onécrit a = ) arex avec apy1 =---=an =0et b= > brex
k=1 k=1
n
avec by =--- =bp = 0donc @(a,b) = > axby =0carbx =0sik <petax=0sik>p. Alors ¢(a,b) =0
k=1
donc b € A+ ce qui prouve aussi I'inclusion.

(D) Soit a € A+ qu'on écrit a = i axek. Pour k € [[1;p], comme ey € A, on a ¢(a,ex) = 0 donc ax =0
par définition de ¢. On obtient d](;r:u]: a€BetBDAL
a. Soit (A1,A2) € R? tel que Aqy1 +Az2y2 = Og, alors en prenant le produit scalaire avec y7, puis avec y2, on
Ml1ll? +A2(y1ly2) =0 Ix1 ]2 (x1|x2))
M(yilyz) +A2lfy2l]? =0 (x1lx2)  [lx2l?

dont le déterminant est A = |[x1]|?|[x2||* — (x1]|x2)?. Mais d’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ -et

obtient le systeme (S) : { . Or la matrice de ce systeme est (

surtout le cas d’égalité-, comme x1 et x, ne sont pas colinéaires, on a (x7|x2)? < [|x1]|?||x2||*> donc A > 0 et
le systeme (S) est de CRAMER, son unique solution est A1 = A, = 0 ce qui prouve que (y1,y2) est libre.
b. X est libre et dim(E) = card (X) donc X est une base de E et 'endomorphisme ¢ vérifiant ces conditions

est donc unique d’apres un théoréme du cours, ¢’est méme un automorphisme car Y est aussi une base de E.

n n n
Soit x € E qu’on écrit x = Y Axxy, par linéarité, on a || (x)||2 = || 3 Mo (xi)||? = || 32 Ayxl|?. Ainsi,
k=1 k=1 k=1

n n n

o0l = (X nwe| Svv) = 5 Al = 5 Adlxilxy) = Il X oal 2 = [Ix][. Au final,
i=1 =1 1<ij<n 1<ij<n k=1

Vx € E, ||lo(x)|| = ||x]| et @ est appelé une isométrie vectorielle (ou un automorphisme orthogonal) de E.

c. Soit r € [0;n — 1] le rang de la famille X. On peut, sans perte de généralité, supposer que les vecteurs

(x1,-+,%y) forment une famille libre et que Vk € [r+1;n], xx € Vect(x1,--,%;). Montrons que rang (Y) = r.
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T T T T
Soit (A1,-++,Ar) € R" tel que Y Aryi = O, alors || 3 Agyl]? = (Z Ayil Y 7\;'14]') = > AMA(vilyy)
k=1 k=1 i=1 i=1 1<h<r

T T T
donc, par hypothese, || 3° Mykl[? = 3 MAj(xilx;) = [| 2 Axkl[* =0 doit 3T Awxic = Ok et la liberté
K=1 =1 K=1

1<tj<r
de la famille (x1,---,x;) montre que A; = --- = A, = 0. Par conséquent, la famille (yi,---,yr) est libre.
T T
Pour k € [r +1;n], on peut écrire xi = > pmxm ce qui s’écrit aussi [[xxk — > wmXxm||[? = 0 et on montre
=1 =1
m . m .
comme précédemment que ceci se transforme en |[yx — Y. pmym||? =0, c’est-a-dire en yx = > WmYm-
m=1 m=1

On déduit de tout ceci que le rang des familles X et Y sont égaux.

Posons F = Vect(x7,---,x;)" et G = Vect(y7,---,yr)" et prenons deux bases orthonormales (f.y1,---,fn)
de F et (gr+1,---,9n) de G pour avoir deux bases X' = (x1,- -, %y, fry1,- -+, fn) notée X' = (x},---,x4) et
Y = (Y1, Yr, g1, 005 gn) Dotée Y = (yy, - yp) de B Onoa V(i,j) € [in]?, (x{ix}) = (vily}) par
construction. En effet, c’est 'hypothese de 1'énoncé si (i,j) € [1;7]%, sii € [1;7] et j € [r+ 1;n], on a
(xilx5) = (vilyj) = 0 et, si (i,j) € [r+ 1;n]? (xi1x5) = (yilyj) = 8i;. Comme avant, on peut construire une
isométrie @ en envoyant les vecteurs x} sur les vecteurs yj. Si ¢ est directe, c’est parfait, sinon, il suffit de

remplacer y}, par —y’, et la nouvelle ¢ sera une isométrie directe de E.

a. Soit (x,y) € E?, on associe & x (resp. y, f(x) et f(y)) le vecteur colonne X (resp. Y, U, V) de ses
coordonnées dans la base canonique. On sait qu’alors U = AX et V = AY, de sorte que, puisque A est
antisymétrique (f(x)|y) = Y(AX)Y = 'X'AY = 'X(—A)Y = —='X(AY) = —(f(y)|x).

Ainsi, f est un endomorphisme antisymétrique.

b. Naturellement, det(f) = det(A) = det(*A) = det(—A) = (—1)"det(A) = (—1)"det(f).

Si n est impair, on en déduit que det(f) = 0 donc f n’est pas un automorphisme de E.

c. Soit (x,y) € Ker(f) NIm(f). Alors f(x) = Og et 3z € E, y = f(z) et on montre que x L y car

(xly) = (x|f(z)) = —(f(x)|z) = —(0g|z) = 0. On a montré Ker(f) C (Im(f))L or, par la formule du rang,
1L

dim(Ker(f)) = dim(E) — dim(Im (f)) = dim((Im (f))*) donc Ker(f) C (Im (f))*. Ainsi E = Ker(f) @ Im (f).

d. Soit g 'endomorphisme induit dans Im (f) (qui est stable par f) par f. g est encore antisymétrique car il est

clair que ¥(x,y) € (Im (f))?, (f(x)|y) = —(f(y)|x). Comme on a classiquement Ker(g) = Im (f)NKer(f), il vient

Ker(g) = {0g} donc g est un endomorphisme antisymétrique injectif donc un automorphisme antisymétrique.
On en déduit avec la question b. que dim(Im (f)) est paire.

e. On sait d’apres la question d. que Im (f) est de dimension 0 ou 2.

e Si f =0, alors on prend n’importe quelle base et a = 0 et le tour est joué et toute base est base de vecteurs
propres de f !

e Si f # 0, alors Im (f) est un plan donc Ker(f) une droite. Comme E = Ker(f) é_a Im (f) d’apres la question c.,
il existe une base orthonormale B = (v1,v2,v3) de E telle que Ker(f) = Vect(v1) et Im (f) = Vect(vz,v3). En
notant P la matrice de passage entre la base canonique et cette nouvelle base B, on a P = P~ puisque P est
une matrice de passage entre deux bases orthonormales. Or, en notant M = Mat ¢ (f), on a A = PMP~! =
PM'P d’olt M = 'PAP et 'M = 'P'AP = —M donc M est antisymétrique ce qui garantit I’existence d un réel

0 0 0
a#0telque M= |0 0 —a|. e est un vecteur propre de f car f(e;) = 0 = 0.e;. Mais si on cherche
0 a O

A # 0 tel qu'il existe un vecteur non nul v = xvqy +yvz + yv3 tel que f(v) = v, on aura le systéme MV = AV
avec 'V = (xyz) donc x = 0 (premiere ligne), —az = Ay et ay = Az ce qui donne (A> + a?)y =0. Siy =0,
alors z = 0 ce qui est absurde. Siy # 0, A> + a? = 0 ce qui l'est tout autant. Il n’existe donc pas de base B’
de E formée de vecteurs propres de f.



a. On pose E = R[X] qui est bien un R-espace vectoriel. Pour (P,Q) € E2, I'application f = t ++ e~ *P(1)Q(t)
est continue sur R, et, par croissance comparée, f(t) = 0 (tlz> donc @ est bien définie.
o0
e ® est symétrique par symétrie du produit des réels.
e ® est lindaire & gauche par linéarité de 'intégrale (tout converge) donc bilinéaire par symétrie.

+oo
e ® est définie positive car si P € E, on a ®(P,P) = fo e tP(t)%dt > 0 par positivité de l'intégrale et
®(P,P) =0 = (Vt € Ry, P2(t) =0) = P =0car g:t+> P?>(t)e! est continue et positive sur R, donc
+oo
fo g(t)dt =0 =Vt € Ry, g(t) =0 et P ayant une infinité de racines (tout R, ), P est nul.

En conclusion, ® est bien un produit scalaire sur E.

+
b. Soit F = Ry[X] = Vect(1,X), Inf fo Tett2—at—b)2dt= Inf |]X2—(aX+b.1)|2 = d(X3, F)2.

(a,b)eR2 (a,b)eR2

On sait que d(X?,F) = ||X?>—pr(X?)|| olt pF est la projection orthogonale sur F. On a pg(X?) = aX+p € Ry [X]

avec le systeme (X% — pp(X?)|1) = (X? — pr(X?)|X) = 0 par hypothese donc @) = [(Q)a—T1)p =0
r'4)-Tr@B)a—-T2)p =0

donc, comme Yn > 1, T'(n) = (n — 1)!, on trouve « =4 et p = —2.

Ainsi pp(X?) = 4X — 2 et d(X?,F) = ||X? — 4X + 2|| qu'on calcule encore avec la fonction I', ce qui donne

+o0 +oo
g [ et —at—b)2at = d(x?,F)2 = [ e t(t2—4t+2)2dt = [(5)—8D(4)+200'(3) — 16T'(2) +4T(1) = 4.
“20 0

a. EC Ry[X] et 0 € E. Comme E est clairement stable par combinaison linéaire : E est un sous-espace
vectoriel de Ry [X]. Comme ¢ : Ry[X] — R définie par ¢(P) = P(1) est une forme linéaire non nulle (car
¢(X) #0) et que E = Ker(@), E est un hyperplan de Ry [X] donc dim(E) = n.

b. Les Uy sont bien des éléments de E (car k > 1) et ils forment une famille libre (degrés échelonnés), comme

B = (Uy,---,Uy) est de cardinal n, c’est une base de E qui est de dimension n.
nop(y)

n
C g — - — Nk = (k)
c. On se rappelle la formule de TAYLOR : si P € E, P(1) = 0 donc P k§1 o X-=1) kZ::1 P (1)U

n
1l suffit de prendre (.|.) : E2 — R définie par (P|Q) = > PII(MN)QM(1). (.].) est clairement bilinéaire,
k=1

symétrique et positive. Si (P[P) = 0, alors Vk € [1;n], P()(1) = 0 donc P = 0 d’apres la relation
précédente. Ainsi (.|.) est un produit scalaire sur E. On constate que Uy a une seule racine, 1, et qu’elle
est de multiplicité k. On a Ym € [T;n], u](j“)u) = 8k,m. De plus, soit (i,j) € [1;n]? tel que i # j,
n
k S PR
(Uifuy) = > uf (MU (1) = 0 d’apres ce qui précede. Et enfin, pour k € [1;n], (U[Uy) = 1.

En conclusion B est une base orthonormale pour le produit scalaire (.|.).

d. ¢ va bien de E dans E car deg((X — 1)P’) < n si deg(P) < n et (X —1)P/ s’annule en 1. De plus, ¢ est

clairement linéaire donc ¢ est un endomorphisme de E. On a facilement @(Uy) = kUy. La base (Uq,- -+, Uy)
de E est donc une base de vecteurs propres de ¢ (vecteurs dont les images par ¢ sont colinéaires & ces vecteurs).
Ainsi ¢ est diagonalisable. Ses valeurs propres sont les coefficients de proportionnalité : 1,2/ --- n.

e. ¢ envoie la base (Uj,- -+, Uy) sur la base (Uy,2Usz,---,nlUy) donc ¢ est un automorphisme de E.

P ) = 35 F Wy

NE

n
Sip= Y PMI)U, alors ¢~ (P) =
k=1 K

1
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a. Dans ces conditions, la famille (vq,--+,vy,) est orthonormale donc, par la relation de PYTHAGORE, on

2
1 -

n n n
obtient H > exvk|| = D e =n et on passe & la racine pour avoir ‘ > exvk
k=1 k=1

k=1

b. En utilisant la bilinéarité du produit scalaire : U= >~ X;Xj(vi|vj).
1<ij<n

Par linéarité de 'espérance : E(U) = > (viJvj)E(XiX;). Pour k € [1;n], on a E(Xx) = 0 et E(XZ) = 1.
1<ij<n

n
Par indépendance de X; et Xj, si i # j, on a aussi E(XiXj) = E(X{)E(X;) = 0. Ainsi E(U) = Y [jvk|[* =n.
k=1

n
c. Par 'absurde, supposons qu’on ait V(ey, -+, en) € {=1,1}™, || D exvk ‘ > y/n. Notons X = (X7,--+,Xy)
k=1
n 2
la variable aléatoire qui va de Q dans {—1,1}™ et f: {—1,1}™ — R définie par f(ej, -+, en) = H > vk ‘
k=1
Comme U = (X1, -+, Xn) = f(X), on a E(U) = E(f(X)) = > P(X = (1, +yen))f(er, " yen)

(e1yren)e{=1,1}"

n
par le théoreme de transfert. P(X = (e1,---,¢en)) = P(X1 = €1, ,Xn =¢en) = [[ PXx = ex) = zi” par
k=1
1 n 2
indépendance mutuelle des Xy,---,X; et il vient E(U) = =1 > vk ‘ L’hypothese
27 (e1ymeme{—1,13n =1

ci-dessus prouve que E(U) > 1 > n= %card ({71, 1}“) = n ce qui contredit le calcul de

2“ (51 ,---,en)e{—1,1}“

‘g\/ﬁ.

n
la question b.. Ainsi, il existe une famille (e, --,en) € {—1,1}™ telle que H > exvk
k=1

d. On a montré (=) a la question a.. Supposons que V(eq, -, en) € {—1,1}™,

n
’ Z ExVk
k=1

-

Alors U est constante sur et on a U = n. Ainsi V(U) = E(U?) — E(U)? = E(U — E(U))?) = 0. Or
n 4 2

E(U?) = E(H > Xkvk ‘ ) = E(( Yo XiXj (vi|v]-)> ) En développant par linéarité de I’espérance, par
k=1

1<ijsn
indépendance mutuelle des X; et puisque E(X;) = 0, X =1 et E(X?) =1, on a la calcul suivant :

E(uz):E(<n+ > xixj(vdvj))z):nuzn > (W|Vj)E(xi)E(xj)+E(( > xixj(vdvj))z).

1<iF<n 1<iA<n 1<iF<n
La somme centrale est nulle et il ne reste de la derniere que E(U?) =n? + 3> (vi|vj)?. Par conséquent
1<iZi<n
V(u) =EU?)—E(UW)? = > (vilvj)* = 0 donc tous les produits scalaires (vi|v;) sont nuls et (vq,--+,vy)
I<igjsn

est une famille orthonormale.

e. On suppose que (v1,--+,vn) nest pas une famille orthonormale. Par I'absurde, supposons que pour tout
n
(e1,--+yen) € {—1,1}", on a H > exvk ‘ < y/n. Alors, avec la formule de la question ¢. mais appliquée
k=1
1 = t o
A U?, on a E(U?) = 7 EkVK ’ < 7 > n? = n%. On en déduit que
(51)...‘£n)€{7]’]}n k=1 (51)...‘5‘1)6{7])]}11
V(U) = E(U?) —E(U)? < n? —n? = 0 donc V(U) = 0 car c’est une quantité positive. Mais d’apres la question
d.,ilvient V(U) = > (vi|[vj)* = 0 ce qui est impossible car la famille (vq,---,vy) n’étant pas une famille
1<iFj<n

orthonormale alors que les vecteurs v sont unitaires, on a sliq g#jgn(vdv]-)z > 0. Par conséquent, il existe

‘>\/ﬁ.

n
bien (e1,--+,en) € {—1,1}™ telle que H > vk
k=1
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a. Espace euclidien : un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

Projecteur : endomorphisme tel que p? = p, la projection sur Im (p) = Ker(id g — p) parallelement & Ker(p).
Base orthonormée : une base (vi,-+,vy) de E telle que ¥(i,j) € [1;n]?, (vilvj) = 8.

b. (=) si p est orthogonal, soit xi = yx + zx avec yx € Im(p) et zx € Ker(p) pour k € {1,2}. Alors
p(x1) = yj et p(x2) = yz par construction, ainsi, comme y; L z; et yo L z7, p est bien symétrique car
(PGa)lx2) = (Wilyz +22) = (y1ly2) + (Wilz2) = (Wi ly2) = Wily2) + (z1ly2) = (Y1 + z1ly2) = (alp(x2)).
(«<=) Si p est symétrique, soit y € Im (p) et z € Ker(p), alors (y|z) = (p(y)|z) = (ylp(z)) = (y|0g) = 0 (car
Im (p) = Ker(p —id ¢)) donc Im (p) L Ker(p) ce qui justifie que p est un projecteur orthogonal.

Par double implication, si p est un projecteur : p est orthogonal si et seulement si p est symétrique.

c. Si p est orthogonal, pour k € [1;n], |[p(ex)||* = (p(ex)lp(ex)) = (ex|p?(ex)) = (ex|p(ex)) car p est
symétrique. Or, (ex|p(ex)) est le coefficient en case (k,k) de la matrice A = Mat 5 (p) puisque B est une

n

base orthonormale. On en déduit que > |[p(ex)||> = Tr (A) = Tr (p). Mais on sait aussi, en notant r
k=1

le rang de p, qu’il existe une base B’ (adaptée & la décomposition E = Ker(p — idg) @ Ker(p)) telle que

D = Mat s/ (p) = (IOT 8) (par blocs). Comme A et D sont semblables : Tr (A) = Tr (D) = v = rang (p).

n
Finalement : > |[[p(ex)||?> = Tr (p) = rang (p).
k=1

d. Soit (x,y) € E2, si on note X et Y les vecteurs colonnes des coordonnées de x et y dans la base orthonormale
B, la relation (p(x)|y) = (x|p*(y)) se résume a 1'équation *(AX)Y = 'X(*AY) qui est évidente.

e. Bien siir, on a I'inclusion Ker(p) C Ker(p* op) car si p(x) = Og, alors p* op(x) = p*(p(x)) = p*(0e) = O¢.
Réciproquement, soit x € Ker(p*op), alors p*op(x) = 0 donc 0 = (x|[p*op(x)) = ||p(x)||* d’aprés la question
précédente donc ||p(x)|| = 0 qui traduit x € Ker(p). Par double inclusion : Ker(p* op) = Ker(p).

Pour u € £L(E), Papplication ¢(u) est bien une forme linéaire sur £(E) par linéarité de la trace. Ainsi ¢ est
bien définie. De plus ¢ est linéaire & nouveau par linéarité de la trace. Comme dim(£(E)) = dim((£(E))*),
il suffit de prouver que ¢ est injective pour établir que ¢ est un isomorphisme. Or si u € Ker(¢), on a
Y € L(E), Tr (wov) = 0. En notant A la matrice de u dans une base quelconque, ceci se traduit par

VB € Mu(K), Tr (AB) = 0. Or en prenant B = 'A, on trouve Tr (A'A) = > |ay;j[? = 0 ce qui impose
1<ij<n
que la matrice A est nulle, ainsi que u. On a bien démontré que @ est un isomorphisme de £(E).

a. Considérons I'application ¢ : E — R™ définie par @(x) = ((e1]x), -, (en]x)). Alors @ est clairement
linéaire et dim(E) = dim(R™). De plus, si x € Ker(p), on a Vk € [1;n], (ex|x) = 0 donc x € E+ = {0¢}
donc x = 0g. Ainsi ¢ est injective donc c¢’est un isomorphisme de E sur R™ d’apres le cours.

Soit M = (myj)1<ij<n € Mn(R). Pourj € [1;n]], la colonne Cj de M vérifie C]-T = (m1 --- mn,j) et, comme
@ est bijective, il existe un unique vecteur fj € E tel que @(fj) = (myj,---,mn ;) = ((e1]fj), -, (enlf;)). 11

existe bien une unique famille (fq,--,fn) € E™ telle que M = ((ei|fi))1<i i<

b. Soit (e1,- -, en) une famille de vecteurs de E. Supposons que pour toute matrice M € My (R), il existe

une unique famille (f1,---, fn) € E™ telle que M = ((eilfy)),_; j<n:

i=1

n
Méthode 1: Si (er,- -, en) était lide, il existerait (A1,--+,An) # (0,---,0) € R™ telle que > Ajei = Og. Alors

pour toute famille (1, -+, fy) € E™, en notant L; les lignes de M = ((eilf;))

n
1<ij<ns O1 aurait y ALy =0
R

1

par bilinéarité du produit scalaire et la matrice M serait donc non inversible. Il suffit donc de prendre M
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inversible dans la condition imposée pour arriver & une contradiction. Par 'absurde, (e,---,en) est libre

donc, comme elle est de cardinal n, (ey,---,en) est bien une base de E.

Méthode 2 : En prenant M = I117 il existe une famille (f1,- -+, ) € E™ telle que V(4,j) € [1;n]%, (eilf;) = 815.
n n

Soit (A1, -+, An) € R“telqueZ)\eL—OEet)e[[l n], ona(Z)\iei fj) (0elf) = 0= 3 Mileilfy) = Ay.
i=1 =

AinsiA; =---=A,=0¢et la famﬂle (e1,--+,en) (de cardinal n) est libre : ¢’est donc une l;ase de E.
Quelle que soit la méthode, la réciproque est donc vraie.
+oo
Soit E = Ry [X] qu’on munit du produit scalaire (P|Q) = fo e 'P(t)Q(t)dt. La fonction t — e~ 'P(t)Q(t)
est bien continue sur R, et, par croissance comparée, on a e~ 'P(t)Q(t) = o(t]—z) donc lintégrale (P|Q)
o0
converge. La symétrie, la bilinéarité et la positivité se montrent classiquement. Si P € E vérifie (P|P) = 0,
—+o0
alors (P|P) = fo e 'P(t)?dt =0 = VYt > 0, P(t) = 0 car t — e~ *P(t)? est continue et positive sur R,. P
admet donc une infinité de racines, on en déduit que P = 0 donc que (.|.) est bien un produit scalaire sur E.
n
Soit (x1,+++,xn) € R™, en notant P = > xkX*, on a f(x1, -+, xn) = [[P+1||?> = [|P = (=1)||* = d(P,—1)?.

k=1
En notant H = XRy_1[X] I'hyperplan de E constitué des polynomes de valuation supérieure ou égale a 1,

d’apres le cours f est minimale en P = py(—1) ol py est la projection orthogonale sur H de sorte que
Min(f) = d(=1,H)? = [lpu(=1) + 1[1> = [[pn (1) = 1[|> = 4(1, H)*.

Sin =2 et si 'on note pi(1) = aX + bX? € H = Vect(X,X?), alors (p(1) — 1|X) = (pu(1) — 1|X?) = 0 car
oot oo 3t T et
afo tce dt+bfo te”"dt = fo te”tdt

+ + +
afo Oot3e*tdt+bf Ttetar = fo T2 tat
o0 o0 +o0 +o0
St . —ta, _ 2 —tagy _ Be-t e—tar —
On calcule ces intégrales : fo te”tdt = 1, fo tce”tdt = 2, L/; dt = 6, f dt = 24.

2a+6b = 1 ) ) - B o
6a +24b , Qui a une unique solution a =1et b = <

(X, X?) est une base de H ce qui revient au systeme

Ainsi, le systéme se ramene & {
Ainsi d(1,H)? _HX——— H (f—t+1) _tdt:%.

a. Si (P,Q) € R[X]?, la fonction t — e 'P(t)Q(t) est bien continue sur R, et, par croissances comparées,
on a e 'P(t)Q(t) = o(g—z) donc l'intégrale (P|Q) converge. La symétrie, la bilinéarité et la positivité se
(oo}

+
montrent classiquement. Si P € E vérifie (P|P) = 0, alors (P|P) = fo Oo e 'P(t)%dt =0 = Vt > 0, P(t) = 0
car t — e 'P(t)? est continue et positive sur R,. P admet donc une infinité de racines, on en déduit que
P = 0 donc que (.|.) est bien un produit scalaire sur E.
n
b. Soit (x1,--,xn) € R™, en notant P = > xX¥, on a f(x1,--+,xn) = |[|[1 — P||? = d(1,P)?. En notant

k=1
H = XRy,_1[X] 'hyperplan de E constitué des polynomes de valuation supérieure ou égale a 1, d’apres le cours

f est minimale en P = pyy(1) ol pyy est la projection orthogonale sur H : I\%i;ln(f) =d(1,H)? = [lpu(1) — 1||%.

c. Soit k € [1;n], (X*[1 = P) =0 car P = py(1) et H = Vect(X,---,X™). Par récurrence ou parce qu’on
+oo

connait bien la fonction I' ’EULER, on a Vj € [1;n], fo ¥ ptketat = F'G+kx+1)=(+k)!. Ainsi, en

+ oo M n
développant (X*¥|1) — (X¥|P) =0 = fo *tketat — j;) ~ Z ajtVTketdt, on obtient k! — Y a;(j + k)! =
=
. o (j+k)! n J
On divise par kl et onal— Y qj o =0=1-73 qj H(k+1) Q(k) = 0.
j=1 . j=1 i=1
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d. On sait que py, = |[[1=P|[?=(1—P[1=P) = (1|1 —=P) = (P|1—=P) = (1|{1—=P) car P L 1 —P puisque P € F
n n

et 1 — P € F-. Par conséquent, p, =1 — Y ax(1]X¥) =1— Y axk! = Q(0).
k=1 k=1

K
Or Q(—1) =1 car Vk € [I;n], [[(=14j) = 0. Ainsi, puisque Q € Ry[X] et que Q admet au moins pour
j=1

n
racines les n réels 1,---,n d’apres la question précédente, on a Q = A [] (X — k) avec A € R mais la valeur
k=1
Q(—1) =1 impose A = (=" d’ou Q = (=" ﬁ (X —k)
(n+1)! M+ D
Alors p,, = Q(0) = =N ﬁ (—k) = nt ___1
" (n+ 1) m+1)! n+1
a. Pour tout x € E, on a x = (x|u§u + (x - (X|u2u> avec (X|u2u € Vect(u) et x — (X|u2u € Vect(u)® car
[lul| [l [l [l
(u|x— ‘(|X||L|Lg u) = (ufx)— ‘(|X||L|Lg ulu) = 0. Ainsi, par définition d’une projection orthogonale : p(x) = ‘(|X||L|L%u
u u

() )Gl )
)~ T 2l

b. Si une telle réflexion s d’hyperplan H vérifie les deux conditions s(a) = b et s(b) = a, alors on sait que

De méme, par définition d’une symétrie orthogonale : s(x) = (x -

s(a) —a € Im (s —idg) = Ker(s +idg) = H* donc b — a € H* qui est une droite. Comme b — a # 0 par
hypothese, H- = Vect(b — a) donc H = Vect(b — a)* ce qui prouve I'unicité.

Réciproquement, soit I’hyperplan H = Vect(b—a)* et s = sy la réflexion de plan H. Alors a = GT_b +atb

2

2 _ 2
a+ b) = i [[b]] = 0. Ainsi, par définition d’une symétrie

2 4
orthogonale : s(a) = atb_a=b_} Comme s est une involution : s(b) = a. D’ou Pexistence.

2 2
1l existe une unique réflexion s telle que s(a) = b et s(b) = a : c’est la réflexion d’hyperplan H = Vect(b—a)*.

a—b>b s a+b (a—b
avec € H- et =—— &€ H car
2 2 2

Soit F = Vect(eq,---,en) et x € F-, alors d’apres la relation de 1’énoncé appliquée & ce vecteur x, on
n n

obtient |[x|[> = > (xlex)? = Y. 0 = 0 donc x = Og. Ainsi, F* = {0g} donc F = (F+)* = E. Comme
k=1 k=1

E = Vect(e1,---,en), la famille (eq,---,en) est génératrice de E, et comme elle comporte n vecteurs et que

dim(E) = n, (e7,--,en) est une base de E.

n n
Soit j € [[1;n], alors ||e]-||2 = > (ej|ek)2 = |\e]~|\4 + > (ej|ek)2 > ||ej||4 donc |lej|| < 1. Soit 'hyperplan
k=1

k#j
Hj = 1\</?<c<t (ex) de E et nj I'un des deux vecteurs unitaires dans la droite HjL. Si on applique la relation de
Pl

n
I’énoncé a nj, on trouve [|nj|[? =1 = Y (njlex)? = (njlej)%. Or 1 = (njlej)? < |[nyl[?|lejl|*> < 1 d’apres
k=1

I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, forcément (njlej)? = [[n||?||e;||* = 1. Ceci assure que ||ej|| = 1 et on peut
conclure de deux manieres a ’aspect orthonormé de (eq,- -, en).
o [’égalité dans I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ |(njlej)| = ||nj||||ej|| = 1 garantit que ej et nj sont
colinéaires donc que ej est orthogonal & tous les autres vecteurs de (e, --,en). Ceci est vrai pour
tout j € [1;m], (e1,--,en) est bien une base orthonormée de E.
n n n
e On revient a [lej||> = 3 (ejlex)? = |le;]|* + X (ejlex)? qui devient Y (ejlex)? = 0 et on a donc
= . et ps
V(k,j) € [1;n]?, k #j = (ejlex) = 0. A nouveau, (e, -, en) est une base orthonormée de E.
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a. Pour k € N, gy : t = tfe™ ! est continue sur R, et gy (t) = O(t] ) par croissances comparées donc gi

est intégrable sur Ry d’ou l'existence de Ix. On peut procéder par récurrence ou se rappeler qu’on l'a déja
fait avec la fonction I' ’EULER I = T'(k+1) = (k+ 1= 1) =kl

b. Soit n € N* et (P,Q) € Ryp[X]?, alors f : t = P(t)Q(t)e™" est continue sur R, et, par croissances

comparées, f(t) = o 1) donc f est intégrable sur R, : (P est bien défini. Par linéarité de l'intégrale,
i 2 +
o0

e g _ +oo
(.|.) est bilinéaire et symétrique car PQ = QP. De plus, (P|P) = f

X P2(t)e~tdt > 0 et, comme t — P?(t)e™"

—+oo
est continue et positive sur R, fo P2(t)e tdt = 0 <= Vt > 0, P?(t)e t = 0 <= P nulle sur R,. Mais

si P s’annule sur R, P admet une infinité de racines donc P = 0. Ainsi, (P|P) =0 <= P = 0. (.|.) est une
forme bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur Ry [X] (plus généralement sur R[X]).

k k X X
c. Par la formule de LEIBNIZ, on a Li(t) = e* > (.)(e_t)(k_l) (%) avec les abus de notations habituels.

- ; . k [k k! .
Ainsi, comme (e~t)1 = (—1)k=le=t ot (k) = kL ik=t ona Ly = Z(—])kl<.>.xkl.
(k—1)! i=0 i) (k—1)!

Par conséquent, Ly est bien un polynéme de degré k et de coefficient dominant (—1)* (pour i = 0).

d. Pour k € [[0;n] ik — _ ok =tP Py = [T 48 ety
. infl, p € [0k — 1], u(t) = R (e7'") et v(t) = tP dans (Li|XP) = o dtk(e t9)tPdt,
u et v sont de classe C! sur R, et HT u(t)v(t) = 0 par croissances comparées (car u(t)v(t) est de la
y—+oo
k-1 + -
forme V(t)e™* avec V polynomiale). Ainsi, (Ly|XP) = [;k_1 (e~ ) tp] -7 f ~ dtk e k)P~ Tdt

+oo k 1
par intégration par parties donc (Ly|XP) = —p f dtk r(e7'*)tP~Tdt. On effectue encore p — 1 IPP
+o0o Jk—p k—p—1 o0
A P) = p! d e—tik _|d —tik } _
du méme style et on trouve (Ly|XP) f = 5 (e tth)dt [dtk_p_1 (e %) . 0 car
k—p—1
%(e*ttk) est de la forme tPTTW(t)e™t avec W polynomiale. Ainsi (L |XP) = 0.

+oo dkfk

De méme, (LiX¥) = (=1)*k! [

o goew(eTtdt=(=1)k f0+°° etk = (—1)MKID (k1) = (—1)5 (k1)

e. La famille (Lo, --,Ln) est composée de n + 1 vecteurs dans R, [X] de dimension n + 1 et en plus elle
est orthogonale sans vecteur nul donc c’est une base orthogonale de Ry [X]. De plus, d’apres les deux
questions précédentes, comme Ly, = (—1)*X* + Gy avec deg(Gy) < k et L € Ry_1[X]* par construction :
[ILk[[? = (LifLi) = (L (=1)*X* + Gi) = (=1)*(Lie|X¥) = (K!)%.

f. Pour k € [0;n]], on a Py (0) = %Lk(o) =1 (obtenu pour i = k dans la question c.).

g. L’application ¢ : P +— P(0) est une forme linéaire non nulle car ¢(1) = 1 donc F = Ker(p) est un
hyperplan de Ry [X], ainsi dim(F) =n+1—1=mn. Comme P € F <= X|P <= (3Q € Rn_1[X], P = XQ),
on a F = Vect(X,X?,---,X™). Mais d’apres la question f., Vk € [1;n], Py — 1 s’annule en 0 donc, comme
(Py1—1,--+,Pn—1) est une famille de n polynoémes de degrés échelonnés dans F: F = Vect(P1 —1,---, P —1).
n
Comme F est un hyperplan, F- est une droite. Si elle est engendrée par le vecteur U = Y a;P;, comme
i=0
n
Po =1, alors Vk > 1, (U[Px — 1) = ai||Pk||? — ao|1]|? = ax — ap = 0. Ainsi, F* = Vect(U) avec U = 5 Py.
k=0
(1]u)?
2
[ul]

400 2 N
h. d= Inf fo (1 —art—---—apt™)2e tdt = d(1,F)? = d’apres une formule du cours.

(ar,an)eR™

n
r (1U) = (114 > Pe) =1et |[U]|? =n+1 car (Po,P1,---,Pn) est une bon. Ainsi, d = ﬁ
k=1 n
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a. Soit (U, V,W) € (M, (R))? et A € R, alors par linéarité de trace, 0 est linéaire en la seconde variable car
O(U,V +AW) = Tr (*U(V +AW)) = Tr (*UV +AtUW) = Tr (*UV) +ATr (*uW) = 0(l, V) + A8(U, W). De
plus, puisque 8(N,M) = Tr (*NM) = Tr (*(*NM)) = Tr (*MN) = 8(N, M) car la trace d’une matrice carrée
est égale a celle de sa transposée, 0 est symétrique donc c’est une forme bilinéaire symétrique.

Soit M = (myj)1<ij<n € Mn(R), on calcule classiquement 6(M,M) = _ miz’j donc 8(M, M) > 0 et,

1<ij<n
comme une somme de termes positifs est nulle si ces termes sont tous nuls, on a I’équivalence suivante :

8(M,M) = 0 <= V(i,j) € [1;n]?, m{; =0 <= V(i,j) € [1;n]% mij =0 <= M = 0. Ainsi, 0 est définie
positive. Au final, 0 est bien un produit scalaire sur M, (R) (c’est le produit scalaire canonique car la base
canonique est une base orthonormée pour ce produit scalaire).

b. La trace est une forme linéaire non nulle car Tr (In) = n # 0 donc H = Ker(Tr ) est un hyperplan de
M, (R) donc un sous-espace vectoriel de dimension n? — 1.

c. H={M € M, (R) | 8(I,,M) = 0} donc H = Vect(I,)* par définition. Or d(J,H) = ||] — p(J)|| d’apres le

cours si p désigne la projection orthogonale sur H. Or ] = J— e||(I]) Ilrz) I+ e||(II’ I||nz) I,, avec GH(I], I|rz) I, € Vect(In)
n n n
et ] — e(J»ITE)—In €Hdoncp(J) =] — e(]’lg) I,. Ainsi, d(J,H) = HG(I’IT}) In‘ _ [T (];‘ Tr (In) = V1.
[T | [Tl [Tl ([T ]

a. Soit (P,Q) € R,[X]?, alors f : t = P(t)Q(t)w(t) est continue sur ]a;b[ et, comme PQ est continue
sur le segment [a;b], elle y est bornée donc IM > 0, |f(t)] < Mw(t) donc f est intégrable sur |a;b[ par

comparaison, le réel < P,Q > est donc bien défini. Par linéarité de lintégrale, < .,. > est bilinéaire et
symétrique car PQ = QP. De plus, (P|P) = fab P2(t)w(t)dt > 0 et, comme t — P?(t)w(t) est continue
et positive sur |a;b], fab P2(t)w(t)dt = 0 <= Vt €]a;b[, P?(t)w(t) = 0 <= P nulle sur Ja;b[. Mais si P
s’annule sur |a; b[, P admet une infinité de racines donc P = 0. Ainsi, < PP >=0<= P =0. < .,. > est une

forme bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur Ry [X] (plus généralement sur R[X]).

H}—H et que Vk € [1;n], Px = H%E—H avec Qi = Xk — TZ:; (X¥|P;)P; par construction

de orthonormalisée de GRAM-SCHMIDT. Ainsi, deg(Pg) = 0 et, si, pour k € [0;n — 1], on suppose que

Vi € [0;k — 1], deg(Pi) = i, on a deg (kz_:;(Xk|Pi)Pi) < k — 1 donc deg(Px) = k. Ainsi, par principe
i=

de récurrence, Yk € [0;n]], deg(Px) = k. Ainsi, (Po,---,Px), en tant que famille de polynémes de degrés

b. On sait que Py =

échelonnés de cardinal k + 1 = dim(Rg[X]), est une base orthonormée de Ry [X] pour tout k € [0;n].

Soit k € [1;n — 1], XPx(X) € Ry41[X] se décompose XPy = ki] oiP; dans la base (Po,- -, Px+1) de Rypq[X].
Par construction toujours, on a Vi € [T;n — 1], P; € Vect(Ploz,(? ~yPisg)t = Vect(1, - X)) = Ry Xt
Ainsi, pour j € [0;k — 2], on a < XPy,Pj >= ki] xi < Py, Pj >= oy = 0 =< Py, XPj > car XP; € Ry_[X]. En
notant ax = ox41, bk = ok et cx = ax—1, onjobien (ak,bx,cx) € R3 et XPy = axPy41 + biPx + ckPr—1.

c. On a XPy = axPx41 +biPx + ckPk—1 et XPx_1 = ax_1Px + bx_1Px—1 + ck—1Px_2 d’apres la question b..
Or la famille (Px_2,Px_1, Px, Px4+1) est orthonormale done ¢, =< XPy,Px_1 > et ax_1 =< XPx_1,Px >. Or
on a clairement < XPy, Px_7 >=< XPx_1,Px > (en passant par les intégrales) donc cx = ax_1.

d. Comme k > 1 et Py = 1 ona< Pi,1 >= ||1]| < Px,Po >= 0. Supposons que Py ne possede

1uis
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aucune racine réelle de multiplicité impaire dans ]a;b[, alors en décomposant Py en produit de polynémes
irréductibles réels, on a Py = A ]lj (X — oy)2™ ]I[ (X —py)2mt! ﬁ (X2 +viX+8;)° on les «; sont les racines
réelles (mais de multiplicité pailrzea de Py et By llz; racines réellesljlc]e multiplicité impaires de Py hors de ]a; b].
Ainsi, Py garde un signe constant donc < Py, 1 >= fab Pr(t)w(t)dt = 0 implique, comme t — Py (t)w(t) est
de signe constant et continue sur ]a;b[, que ¥t €]a;b[, Px(t)w(t) =0 = Px(t) = 0 car w(t) > 0. Ainsi, Py

admet une infinité de racines donc Py = 0 ce qui est absurde. Ainsi, Px admet au moins une racine réelle de

multiplicité impaire dans Uintervalle |a; b[.
e. Par construction, PxQy n’a que des racines réelles de multiplicités impaires hors de lintervalle ]a;b],

ou des racines réelles de multiplicités paires, ou des racines complexes conjuguées de mémes multiplicités.

Toujours est-il que Py Qy est de signe constant, continu sur |a; b[ en ne s’annulant qu’en un nombre fini de
b

valeurs (les racines de Py dans ]a; b[), ainsi < Py, Qx >= f P (t)Qk (t)w(t)dt > 0. Si on avait p < k, alors
a

on aurait Qx € Ry_1[X] et, puisque Py € Ry_7[X]* par construction, on aurait < Py, Qx >= 0 ce qui est

absurde. Alors, il vient p = k.
f. Py posseéde donc k racines distinctes réelles dans ]a; b[, et comme Py est de degré k, il ne peut y en avoir

d’autres. Les racines complexes de Py sont donc toutes réelles, toutes dans |a; b et toutes simples. WAOUH !

(iii) = (ii) et (iii) = (i) sont des formules du cours.

(1) = (iii) soit F = Vect(v1,--,vp) et x € F1, alors d’apres la relation (i) appliquée a ce x, on a |[x||* =0
donc x = Og. Par conséquent F- = {0g} donc F = (F+)* = E. Ainsi (v1,---,vp) est génératrice donc
p = dim(E). Comme p < dim(E) par hypothese, il vient p = dim(E) et (vy,---,vp) est une base de E. Soit

P P
i € [M5p]), alors [[vi]|> = 3 (vilvi)? = [|w]|* + ; (vjlvi)? = [[vj]|* donc |[vj]| < 1. Soit aussi I'hyperplan

K
Hj = ]\é?ﬁt (vk) de E et nj I'un des deux vecteurs unitaires dans la droite H)-L. Si on applique (i) a nj,
SKP
k%)
1= (njlvj)%. Or 1= (nylv;)? < |Iyl|v;l]* = |[vi]|* < 1 d’apres CAUCHY-SCHWARZ donc |jvj|| = 1. On a
donc [(nj|vs)| = |Inj]||[vj|] = 1 ce qui assure par le cas d’égalité dans CAUCHY-SCHWARZ que vj et nj sont
colinéaires donc que v; est orthogonal a tous les autres vecteurs de la famille (vq,---,vp). Ceci est vrai pour
tout j € [1;p], (v1,---,vp) est bien une base orthonormée de E.
P
On pouvait aussi dire, une fois prouvé que ||vj|| = 1, en reprenant la formule ci-dessus, que > (vj|lvk)~0 car
k=1
K]
[[vi||* = [|vj]|> = 1 donc que Vk € [1;p] \ {j}, (vjlvk) = 0 avec la méme conclusion.

(i) = (iii) L’hypothese (ii) nous apprend que (v1,---,vp) est génératrice dans E donc p > dim(E). Comme
p < dim(E) par hypothese, voici que B = (v1,---,vp) est déja une base de E. Soit j € [[1;p], si on applique (ii)

P
a vy, vi = > (vj|[vk)vk ce qui donne, en identifiant dans la base B : ||v;||? =1 et Vk € [1;p]\ {i}, (vjlvk) = 0.

Comme ceci est vrai pour tout j € [1;p], (v1,---,vp) est bien une base orthonormée de E.
On a bien montré I’équivalence des trois assertions avec ce qui précede mais on pouvait aussi, plutot que de

démontrer que (ii) = (iii), montrer que (ii) = (i) de la maniére suivante :

P
(ii) = (i) Soit x € E, qu’on écrit par hypothese x = > (x|vi)vk alors, par linéarité & gauche du produit
k=1
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P P P
scalaire, ||x||? = (x|x) = (x‘ > (x|vk)vk) = Y (xjvi)(x|vk) , ce qui donne bien ||x||? = > (x|vk)?.
k=1 k=1 k=1

a. Soit (P,Q) € RX]?, alors f : t — P(t)Q(t)e™" est continue sur Ry et, par croissances comparées,

f(t)+ O(t1 ) donc f est intégrable sur Ry : ®(P,Q) est bien défini. Par linéarité de 'intégrale, ® est
o0

“+o0
bilinéaire et symétrique car PQ = QP. De plus, ®(P,P) = fo Pz(t)e_tdt > 0 et, comme t — P?(t)e™ ! est

+oo
continue et positive sur Ry, fo PZ(t)e tdt = 0 <= Vt = 0, P2(t)e”t = 0 <= P nulle sur R,. Mais si P
s’annule sur R, P admet une infinité de racines donc P = 0. Ainsi, ®(P,P) =0 <= P = 0. P est une forme
bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur R[X].

+
b. Pour n € N, I,, = fo T netat = D(X™, 1) existe d’apres a.. Sin > 1 et u(t) =t™ et v(t) = —e Y,

“+ o0
uetvsont C' sur Ry et Iy = [—tMe Y™ + nfo t"~Te~tdt = nl,_y. Comme Iy = [—e |I> =1, on

montre par une récurrence simple que I, = nl. On pouvait aussi dire que Iy =T'(n+1)=(n+1-1) =nl

“+oo
c. Pour (a,b) € R?, fo

+o0 2
Wnr [0 —at—b)2etar = (a e, \/f —at— b)ze*tdt) = d(X3,F)2 = [|X2 — p(x2)|)2
avec F = Vect(1,X) et p la projection orthogonale sur F. Si on pose p(X?) = aX + b, alors X? — p(X?) € F*
donc ®(X? —aX —b,1) =d(X? —aX —b,X) =0<=2—-a—-b=6-2a—b=0<=> (a=4et b= -2).
Ainsi [|X2 —p(X?)||> = ||X? —4X +2||? =14 — 813 + 201, — 1617 +4Ip =24 — 48 +40 — 16 + 4 = 4.

(t> — at — b)2e~tdt = (X2 — aX — b,X? — aX — b) donc, d’apres le cours,

a. L’application ¢ est clairement une forme bilinéaire et symétrique, surtout si on se rappelle (le calcul

est simple) que (M, N) = Tr (tMN). Soit M = (my,j)1<i,j<n € Mn(R), alors (M) = 1<§<n mlJ >0et
e(M,M) = 0 < V(i,j) € [1;n]?, mZ. =0 <= V(i,j) € [1;n]?, mi; =0 <> M = 0 car une somme de

termes positifs est nulle s’ils sont tous nuls Ainsi, ¢ est définie positive. Au final, ¢ est bien un produit
scalaire sur My (R) (c’est le produit scalaire canonique).

b. MeH < > my;=0<+= ¢M,]) =0avec] = (1)igi,jgn (matrice composée de 1). Ainsi,
1<ij<n

H = Vect(])* donc H est un sous-espace de dimension n? — 1 (supplémentaire orthogonal d’une droite).

2
D’apres le cours, d(A,H)? = [|[A —p(A 2:( Inf ai; —mii)?) = Inf ( a--fm--z)
(AHP = A=p@)IF = (g [ 2 (ay=mepP) = nr (| 2 (a0 = mey)
A A
(A1), (AL

NS
Al

si p désigne la projection orthogonale sur H. Dorénavant, on note (U|V) = (U, V). Or A = A—

avec T|A|||]2>] € Vect(]) et A — (‘G“‘]Z)] € H car ( |G||‘]2 ]‘ ) (A]]) — (‘G"‘Jz) 17> = 0 donc p(A) = A — I H
(A]) (A? _ 1 2
Ainsi, d(A,H) —H ]H :—( a-‘-) .
( =T = e o
+o0 2 —t2 740
a. D’apres I’énoncé, Iy = /n. De plus, 11 = f te ™V dt = [— € 3 } = 0. Soit n € N, I'application
o .

2 . . . . oLz
fn it t"e™ " est continue sur R, paire ou impaire selon la parité de n, et fu(t) = = O(t] ) par croissances

comparées, ce qui fait que f,, est intégrable sur R d’aprés RIEMANN. Ainsi, [,, existe.

+oo 2 +oo 2 ) —t?
Pourn € N, I,y = f th2e—t qt = f t" T (te™t")dt. Sion pose u:ts t"letv:tis —E IR
— 00 — 00

alors u et v sont de classe C! sur R et, par croissances comparées, 1121 u(t)v(t) = 0. Ainsi, par intégration
t—xo0

“+oo
par parties, In42 =0+ ntl f et dt = wln
2 —o0 2

,tz

Si n impair, comme t — t™e est impaire, on a I, = 0 (ou alors avec I} = 0 et la relation précédente).
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. . 2p —1 2p-—1)2p—=3)---1 (2p)! !
Sin = 2p est pair, alors I, = Iy = JDTIZP,Z =...= v Ip = pi) V= mﬁ

b. A nouveau, pour (P,Q) € R[X]?, g:t P(’c)Q(t)e‘tz est continue sur R et, par croissances comparées,

g(t) = o(%) donc g est intégrable sur R. L’application ¢ est donc bien définie.
oo

“+oo
Par linéarité de l'intégrale, ¢ est bilinéaire et symétrique car PQ = QP. ¢(P,P) = f P2(t)e"tdt > 0

et, comme t — P%(t)e! est continue et positive sur R, fj;o PZ(t)e tdt = 0 <= Vt € R, P3(t)e”t =0
ainsi P est nulle sur R. Mais si P s’annule sur R, P admet une infinité de racines donc P = 0. Ainsi,
(P|P) =0 <= P = 0. (.].) est une forme bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur R[X].
c. D’apres le cours, d(X3, Ry[X]) = ||X3 —p(X3)]| si p est la projection orthogonale sur R,[X] = Vect(1, X, X?).
Il existe (a,b,c) € R3 tel que p(X3) = a+bX+cX? et (X3 —p(X3)[1) = (X3 —p(X3)|X) = (X3 —p(X3)|[X?) =0
ce qui donne le systeme a 3 équations et 3 inconnues suivant : alp + cl; = al +cly = bl — I3 = 0 car
(X3 —p(X3)1) = I3—alp—bly —clz, (X3 —p(X3)|X) = I4—al; —blz—cl3 et (X3 —p(X3)|X?) = [5—al;—bl3—cly.
On en déduit apres calculs que a = ¢ =0 et b = 3/2, et, de deux manieres :
o d(X3, Ry[X]) = ||X3 — (3/2)X|| et on développe ||X3 — (3/2)X]||* = ||X3]|? — 3(X3|X) + (9/4)||X||? ce qui
donne [|X3 — (3/2)X|| = /16 — 314 + (9/4)12 = \/((15/8) — (9/4) + (9/8))/7 = ‘[3(%)]/4
e Comme X3 = (X3 — (3/2)X) + ((3/2)X) avec (X3 — (3/2)X) L ((3/2)X) par construction, on a aussi
par PYTHAGORE ||X3||2 = ||X3 — (3/2)X|% + [|(3/2)X]|? donc d(X3, R2[X]) = +/][X3]]? — (9/4)]|X]|? ce qui

donne encore d(X3, Ry[X]) = /I — (9/4)1; = \/W — \/5(2)1/4.

V3(m)

Par les deux méthodes, on obtient d(X3, R2[X]) = 5~ 115

Soit v = (x,y,z,t) € R* alorsv EF<=x—t =y —z =0 <= (x,y,2,t) = (x,Y,Y,x) = xv1 +yv2 en notant
vi =(1,0,0,1) et vo = (0,1,1,0). Ainsi, F = Vect(vy,v2). En notant s la symétrie orthogonale par rapport a
F, s(v) = 2p(v) — v en notant p la projection orthogonale sur F. Or vy,v, sont orthogonaux et de norme /2

vlv vlv . . . .
( |21)v1 + ( |22)vz. Ainsi, avec la structure euclidienne canonique de R*, si v = (x,y,z,t), on

donc p(v) =
as(v) = (vi)vi+ 2y —v=(Gx+tvi+y+zva—v=(x+ty+tzy+zx+t)—(xyzt) = (t,zy,%).

0 0 0 1
Ainsi, on a donc A = Mat g, (s) = 8 (]) (]) g
10 0 0

a. Soit ¢ > 0 et s €]1;2[, la fonction f. : t'"Se™°" est continue sur R*%. Comme c > 0, par croissances
comparées, f.(t) = O(tiz) donc f. est intégrable sur [1; +o00[. De plus, f(t) Y ‘tS% donc, d’aprés RIEMANN,
o0

fc est intégrable sur |0; 1] car s — 1 < 1. Par conséquent, f. est intégrable sur R* d’ou I'existence de I(c).

b. Les applications F; et G sont bien définies sur (R™)? et clairement symétriques. Un calcul classique montre

aussi qu’elles sont linéaires en la premiere variable (par exemple) donc bilinéaires. Enfin, si (x1,--+,%xn) € R™,
n 2
Ft(x, X) — Z Xixje_(ai-‘raj)t — Z Xine_ﬂite_ait — ( Z Xke_akt> >0
1<ij<n 1<ij<n K=1

donc Fy est bien un pseudo produit scalaire. Ce n’est pas un produit scalaire car quel que le n-uplet

(a1,...,an) € (R%)™, comme (e”@'%, ... e~ %) 2 (0,---,0), Pensemble des (x1,---,xn) qui vérifient
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n
ST xke” %t =0 est un hyperplan de R™ donc il ne contient pas que (0,---,0).
k=1

L’énoncé nous encourage & poser le changement de variable t = * = @(u) dans I(c), ce qui est valide car ¢
c

est une bijection strictement croissante et de classe C' de R* dans R%. Ainsi, on obtient bien par linéarité

+ T—s +
de lintégration I(c) = f ~ (5) e*”(l)dt =572 fo T sl tat.

0 C c

+o00o
Alors, puisque d’apres le cours on peut poser I'(s) = fo ts7 e tdt et que T'(s) > 0 car t = t5Te ! est

continue et strictement positive sur R, il vient encore par linéarité de I'intégration :

—+o0
Z Xine_(ai—i_aj)tdt.
1<i,jsn

+oo
D’apres le calcul précédent, G(x,x) = Fz j fo Fi(x,x)dt > 0 et G est aussi un pseudo produit scalaire.
s

On va montrer que G est un produit scalaire si et seulement si les ay,- - -, an, sont distincts deux a deux.

e Il est clair que si, par exemple, a; = ay, alors en prenant x = (1,—1,0,---,0) # (0,---,0), il vient

+
Vt € RY, Fi(x,x) = 0 donc G(x,x) = ﬁ fo = Fi(x,x)dt = 0 donc G n’est pas définie positive.

e Réciproquement, si aj,---,an sont distincts deux a deux, on peut par exemple supposer, quitte a les

renuméroter, que 0 < aj < -+ < an. Alors, soit x = (x1,--+,xn) € R™ tel que x # (0,---,0) et posons
n

p = Min(i € [1;n], xi #0) € [1;n]. Par croissances comparées, on sait que Y xyxe~
k=1

t — F¢(x,x) est une fonction positive continue et non nulle sur R* ce qui montre d’apres un théoreme du

akt ~ xpe” @t done
—+oo

+oo
cours que G(x,x) = ﬁ fo Fi(x,x)dt > 0 donc G est définie positive ce qui en fait un produit scalaire.
s

c. Dans la preuve de l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans le cours, on ne s’est pas servi de la définie

positivité mais seulement de la positivité, ce qui fait qu’on I’a bien montré pour un pseudo produit scalaire.
11 suffit de prendre les deux vecteurs x = (x1, -+,xn) et y = (y1,---,yn) tels que x; = T sik < i< Let

xi = 0 sinon, y; = 1si m < j < p et y; = 0 sinon, et d’appliquer I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ au

¢ p
pseudo-produit scalaire G. En effet, ona G(x,y) = > xyyj(ai+ aj)s_2 = > > K(ai, a;) par définition

1<ij<n i=kj=m
{2 PP
de K et construction des vecteurs x et y, de méme G(x,x) = > > K(ay, a5) et G(y,y) = >, > K(ai,qj)
i=kj=k i=mj=m

ce qui donne bien 'inégalité attendue, puisque |G(x,y)| < /G(x,x)/G(y,y) et que G(x,y) =0 :

B B D
L’inégalité fA gc,p(x)dx < \/fA ga,B(x)dx fc gc,p(x)dx provient de I’approximation de ces intégrales

par les sommes de RIEMANN avec de bonnes subdivisions et 'inégalité qu’on vient juste d’établir.

+y? (X+y>2 _ =y
2 2 2

p2(x,y) + p2(y,2) = p2(x,z) est simplement 'inégalité triangulaire pour la valeur absolue.

d. D’abord, on constate que si s = 2, alors p2(x,y) = donc l'inégalité
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B
Si s €]1;2[, commengons par calculer, pour (A, B) € (R%)? tel que A < B, la quantité fA ga,(x)dx. D’abord

B s—19B s—1 s—1
_ s—2. _ [la+x) } _ (B+x) — (A +x) .
gA»B(X)_fA (a+x) da—[ o AT - , puis

s e R e .

25H1 [A +BS (A—&-B)S} 25t1 s
=2 5.(A,B
s(s—=1) 2 s(s—])ps( )

ce qui peut s’écrire plus simplement f; ga,B(x)dx =
POVVTTIVVVLVVLVVLOVLLVV0VLL0VN0?

e. Encore une fois, si s = 2, p2(x,y) = be—vl _ 0 <= |x —y| = 0 <= x =y directement.

Soit x > 0 et 0 < A < B, comme Ya € [A;B], ( +x)5_2 > (B+x)2 car s —2 < 0 donc t + t572 est
strictement décroissante, on en déduit que ga g( f K(a,x)da = (B—A)(B+x)%~ 2 ce qui montre aussi
(213)5 '—(A+B)*!

; >0car A+B<2Bets—1>0. Par
s —

que fA ga,B(x)dx > (B —A) fA (B +x)5~2dx =
25+1

s(s—=1)

on a aussi ps(A,B) > 0si 0 < B < A. Comme ps(A,A) = 0 pour tout A > 0, on a bien I’équivalence annoncée

conséquent, si0 < A < B,on a ps(A,B)® > 0 donc ps(A,B) > 0. Comme ps est clairement symétrique,

(avec x a la place de A et y a celle de B) : V(x,y) € (R%)?, ps(x,y) =0 <= x =vy.
a. Soit E un espace préhilbertien réel, (eq,- -, en) une famille orthonormale de E et x € Eun vecteur, alors

n
I'inégalité de BESSEL stipule que > (ex|x)? < |[x||%.

b. Si (u,v) € E2, la fonction uv est continue sur les segment [a; b] donc @ (u,v) existe et la fonction ¢ est donc

bien définie. De plus, par linéarité de 'intégrale, on montre facilement la bilinéarité de ¢. Comme uv = vu,

o (u,v) = @(v,u) donc ¢ est déja une forme bilinéaire symétrique. Siu € E, ¢(u,u f u?(t)dt > 0 car
a < b par hypothese. De plus, si ¢(u,u), comme u? est positive et continue, un théoréme du cours montre
que u? = 0 sur [a;b] donc que u = 0. On a bien établi aspect défini positif.
En conclusion, ¢ est une forme bilinéaire symétrique défini positive : ¢ est un produit scalaire sur E.
c. Sif€Eetx € [a;b], la fonction hy : y — K(x,y)f(y) est continue par produit sur le segment [a;b] car f
et K sont continues sur leurs ensembles de définition. Ainsi, g(x) est bien défini : T est donc bien définie.
La linéarité de T provient & nouveau de la linéarité de l'intégrale. Reste & montrer que g = T(f) € E,
définissons donc h : [a;b]?> — R par h(x,y) = K(x,y)f(y) :

o Wy € [a;b], x — h(x,y) est continue sur [a;b] par continuité de K sur [a;b].

e Vx € [a;b], y = h(x,y) = hx(y) est continue et intégrable su [a;b] (déja vu).

e Y(x,y) € [a;b], en notant M; = Max |K| et My = Max|f| qui existent par les deux formes du

[a;b]? [a;b]
théoréme des bornes atteintes (fonction de une ou deux variable respectivement sur un segment de R

(pour f) ou un compact de R? (pour K)), on a |h(x,y)| = [K(x,y)||f(y)| < M1M2 = @(y) et ¢ est bien
str intégrable sur [a;b].
On en conclut donc par le théoréme de continuité sous le signe somme que g = T(f) est continue sur [a;b]
donc que T(f) € E. Ainsi, T est bien un endomorphisme de E.
d. Méthode 1 : il est logique d’appliquer 'inégalité de BESSEL. Soit x € [a;b] et Ky : [a;b] = R telle
que Kx(y) = K(x,y). Alors, Kx € E car K est continue sur [a;b]z et, d’apres a., comme (fy,---,fp) est
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P
orthonormale, Y (fi[Kx)? < ||Kx||[?. Or (fx|Ky) = f fi(y)K(x,y)dy = T(fi)(x) = (Afx)(x) car fx € Ex(T).

P
Ainsi, on parvient & A% > f2(x) < ||[K«||? = f K(x,y)?dy comme attendu.
9 = k a )

P
Méthode 2 : soit x € [a;b], posons f = ) fi(x)f;. Comme Ex(T) est un sous-espace de E et que (f1,...,fp) est

i=1
b
une famille de fonctions de Ex(T), on a f € Ex(T) donc T(f) = Af. Ainsi, Af(x) = T(f)(x) = f K(x,y)f(y)dy.
a
P P 2 b 2
Or f(x) = Y. f?(x) par définition donc, en élevant au carré, on a 7\2( > ff(x)) = <f K(x,y)f(y)dy) .
s s a
= b 2 b
Par 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, il vient (f K(x,y)f(g)dy) < (f K(x,y)zdy) (f fz(y)dy>. Mais
a a a
b 2
Jo Pway = 1IP = || 3 r6or

( zi: ) (f K(x,y) dy) ( 'i ff(x)) (1). On distingue alors deux cas :

P
= > f(x) car est une famille orthonormée de E. Ainsi, on a
i=1

r
esi ) f2(x) = 0, 'inégalité A2 Z 2 (x f K(x,y)?dy est claire.

i=1
. p . . . . p . p b
esi Y f2(x) > 0, on divise I'inégalité (1) par Z fZ(x) et on obtient A% > f2(x) < f K(x,y)%dy.
i=1 =1 i=1 @

P
On a bien montré que Vx € [a;b], A Z f K(x,y)?

a. On vérifie sans peine, par linéarité de la transposée et la trace, que 0 est une forme bilinéaire. De plus,
puisque 8(N,M) = Tr (‘*NM) = Tr (Y(*NM)) = Tr (*MN) = (N, M) car la trace d’'une matrice carrée est
égale a celle de sa transposée. Ainsi, 8 est aussi symétrique. Soit M = (mij)i<i,j<n € Mn(R), on calcule

classiquement (M, M) = > ml] donc 8(M, M) > 0 et, comme une somme de termes positifs est nulle
1<i,j<n

s’ils sont tous nuls, (M, M) = 0 <= ¥(i,j) € [1;n]?, mij =0 < Y(i,j) € [l5n]?, mi; =0 <= M = 0.
Ainsi, 0 est définie positive. Au final, 0 est bien un produit scalaire sur M, (R) (c’est le produit scalaire

canonique car la base canonique est une base orthonormée pour ce produit scalaire).

b. La trace est une forme linéaire non nulle car Tr (In) = n # 0 donc H = Ker(Tr ) est un hyperplan de
M, (R) donc un sous-espace vectoriel de dimension n? — 1.
c. H={M € M, (R) | 6(I,,M) = 0} donc H = Vect(I,,)*. On sait d’apres le cours que d(J,H) = ||J — p(J)||

si p désigne la projection orthogonale sur H. Or J =] — 0, In)I + 0 (], I“)I 0(J, In) I, € Vect(I) et

n avec

[11n]]? [11n]]* 111
J - H(II’HZ)IneHdoncp(]) J - ||<II’||2)ITL Ainsi, d(J,H _( 6||1L||2)I“H ||T\; <||)2|Tr (In) = V1.

n

Soit F = Vect(eq, - -,en) et x € F-. D’apres I'énoncé, ||x||> = Z <x,ex >2= 3 0 =0 donc x = O¢. Ainsi,
K=1 k=1

L+ = {0¢} ce qui montre que F = (F*)* = {0g}* = E. On en déduit que (e7,---,en) est génératrice de E ce

qui, puisque cette famille possede n = dim(E) vecteurs, justifie que B est une base de E.

Pour j € [1;n], soit I'hyperplan Hj = Vecti<i<n (ei) et nj un vecteur normal & H;. En appliquant la relation
)

de I'énoncé & nj, on trouve ||n;||> =< ny,e; >2< ||n;j||?|le;||? avec CAUCHY-SCHWARZ. Ainsi, ||ej|| > 1. Or

||e)||2 Z < ej,ex > —||e)||4+ Z < ej,ex >2>||e]||4 donc||e]||2 Hej||4 ce qui montre que |ej|| <1
=1

k#)

19



n

On en déduit que |[ej|| =1 ce qui donne Y < ej,ex >2=0 donc < ej,ex >= 0 deés que j # k.
k=1
k)

La famille B est bien une base orthonormale de E.

D’apres les formules du cours, réciproquement, si on suppose que B = (e, -+, en) est une base orthonormale

de E euclidien alors on a bien Vx € E, |[x||* = Z < x,ex >2
k=1

a. L’application ¢ est clairement une forme bilinéaire et symétrique, surtout si on se rappelle (le calcul

est simple) que @(M,N) = Tr (tMN). Soit M = (my,j)1<i,j<n € Mn(R), alors (M) = ]<1Z]:<nm” >0et
e(M;M) = 0 <= Y(i,j) € [1;n]? =0 <= Y(1,j) € [1;n]%, mi,; =0 <= M = 0 car une somme de

termes positifs est nulle s’ils sont tous nuls. Ainsi, ¢ est définie positive. Au final, ¢ est bien un produit

scalaire sur My, (R) (c’est le produit scalaire canonique).

b. MeH << > my; =0<<= ¢M,]J) =0 avec ] = (1)1<i,j<n (matrice composée de 1). Ainsi,
1<ij<n

H = Vect(])* donc H est un sous-espace de dimension n? — 1 (supplémentaire orthogonal d’une droite).
2
D’apres le cours, d(A,H)? = ||[A —p(A)||? = ( Inf aij — mi,j 2) = Inf ( aij—mij 2)
A = APl = (g, [5G me?) = g (X (o)
si p désigne la projection orthogonale sur H. Dorénavant, on note (U|V) = (U, V). Or A = A— ?GHZ) J+ ?‘AHZ)I
avec (AUZ)] € Vect(]) et A — (AUZ)] € H car ( AUZ ]‘ ) Al]) — (A”z) [7||*> = 0 donc p(A) = _A |2
1711 1711 1711 1711 1711
(A]]) (Al])? 1 2
Ainsi, d(A,H)? H ]H = —( > a-,-> .
11% mE n* NG

1
a. Pour (P,Q) € R[X]?, I'intégrale f : P(t)Q(t)dt existe car PQ est continue sur le segment [0;1].

La symétrie et la bilinéarité de (.|.) proviennent de la linéarité de l'intégrale et de la symétrie du produit
dans R. Si P € R[X], (P|P) = f; P2(t)dt est bien positif et si (P|P) = 0, alors, comme P? est continue et
positive sur [0; 1], on en déduit que P? = 0 sur [0; 1] donc que P admet pour racines tous les réels de [0;1]. P
admet donc une infinité de racines d’ott P = 0 et (.|.) est défini positif. Au final, (.|.) est une forme bilinéaire
symétrique définie positive, c’est-a-dire un produit scalaire sur R[X].

12 =

b. Prenons P; = 1 qui est unitaire car ||P; f dt = 1. Ensuite, avec le procede d’orthonormalisation de

GRAM-SCHMIDT de la base (1,X) de Ry[X], on prend Q; =X — (1|X)1 =X — E' 11 reste & normer et prendre
Q ‘(_1)2 —[2-2 ;}‘:1_1 T 1 Ajsi ‘
TQal" Or [|Q2]? j;) t—- dt 3 5 + 40=372 + 1= Ainsi, (P1,P2) est une base

orthonormée de Ry[X] si Py =1 et Py = 2\/§(X — %)

Py =

1
c. Comme fo (t> — at — b)?dt = ||X~(aX 4 b)||* par définition et que les polynémes aX 4 b parcourent le

1

plan P = Vect(1,X) = R¢[X], la recherche de ( IT)Lf R fo (t> — at — b)?dt s’interprétent comme la recherche
a,b)e R

de la distance (au carré) de X% au plan P dans I'espace euclidien R;[X] muni du produit scalaire (.|.).

Or on sait d’apres le cours que d(X?,P) = ||X? —p(X?)|| ot1 p est la projection orthogonale sur P. Mais, comme

(P1,P2) est une base orthonormale de P, on a p(X?) = (X?|P1)Pq + (X?|P2)P2. Comme (X?|P) f t2dt =
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et (X2|P,) _2ff dt_z\f( ) \f,onadonCp(xz)=%+§2ﬁ(x-%) = X—1. Enfin

1
d(X2,P) = ||X2=X+(1/6)|| d Inf t2—at—b)%dt = Mi t2—at—b)2dt = ||X2—X+(1/6)]||?
(¢,P) = PE=X+(1/6)| done It [ /(2 —at—b)tat= Min [ —at—b)2at = 2 =x+(1/6)

1 2 1 2
qu’on calcule aisément car ||X? — X+ (1/6)||* = fo (tz —t+ é) dt = fo (t4 —2t3 + 4% -1y L)dt donc

1
X2-X+())Pp=1-144 1,1 _ 1 Ainsi, Inf t2 —at—b)2dt = On sait méme que
] O =535 "5 36 180 (a,b?eszo( at—b) 180 au
ce minimum n’est atteint qu’en le projeté p(X?) donc pour a =1 et b = —% d’apres les calculs précédents.

1
On pouvait aussi étudier f: R? — R définie par f(a,b) = fo (t> — at —b)?dt = 3 +b2 +ab— 2;’ % + %,

ce qui se fait sans trop de difficulté avec le calcul de 'unique point critique de f et des calculs algébriques.
a. Cest une question de cours ; en général méme, ¢ : M, (R)? — R définie par ¢(A,B) = Tr (*AB) un
produit scalaire sur M, (R). En effet, la linéarité de la trace montre la linéarité en la seconde variable de o.
De plus, @(B,A) =Tr (*BA) = Tr (*(*BA)) = Tr (*AB) = @(A, B) donc ¢ est symétrique et donc aussi linéaire
en la premieére variable. Ainsi, ¢ est déja bilinéaire symétrique. Par le calcul, en notant A = (aij)1<i,j<n,

ona@(A,A)=Tr (*AA) = > af; >0. Si¢(A,A) =0, comme une somme de termes positifs n’est nulle
I<i,jsn

que si tous ses termes sont nuls, on a V(i,j) € [1;n]?, ai,; =0 donc A = 0. ¢ est donc bilinéaire symétrique
définie positive : c’est un produit scalaire sur M, (R).

0
-1 0
bien un sous-espace vectoriel de M, (R) de comme la famille (I2,]) est libre, c’est une base de X.

b. Par définition, M € ¥ <= (3(a,b) € R?, M = al; + bJ) avec | = . Ainsi, ¥ = Vect(Iy,]) est

c. ¥t étant un supplémentaire du plan ¥ dans M;(R) de dimension 4, on a aussi dim(Xt) =4 —2 = 2.

M = <(§ z> € Xt <= (M LI et M LJ) donc, apres calculs, M € ¥+ <= (a+d=b —c = 0). Les

a b

b ) d’out ¥t = Vect(K,L) avec K = <1 0 ) et

matrices de =1 sont donc celles de la forme M = ( 0 1

L= (? é) Or *KL = KL = J donc ¢(K,L) = Tr (J) = 0. 1l suffit donc de normer ces matrices pour avoir

By = (L, L) comme base orthonormale de ¥+. De méme, B, = (I—Z, L) en est une de X.
T\ v T\ v

d. D’apres le cours, cette distance d, vérifie dy = d(M, X+) = |[|[M —p2(M)|| ot1 p2 est la projection orthog-
onale sur ©+. Or on sait que M) = (M L) K + (M L) L car B, est une base orthonormale
q pl( ) (Y s \ﬁ \[2 [ y \ﬁ \[2 2

de ¥, Ainsi, p2(M) = O.\% + ﬁ\% =L doltd=|[M—L|| = ||I2|]| = v2. On peut faire de méme avec
B4 ou, en notant py la projection orthogonale sur ¥ et en notant d; la distance de M a X, se rendre compte
que di = [[M —p1(M)[| = [[p2(M)|| car p1 +p2 = id g, (r). Puisque dz = [[M —p2(M)|| = |[p1(M)]| et par

PYTHAGORE, |[M||? = ||[p1(M)||? + [|[p2(M)||? = d3 + d3 = 2. Ainsi, on a aussi d; = /2.

a. On vérifie sans peine, par linéarité de la transposée et la trace, que 0 est une forme bilinéaire. De plus,
puisque 6(N,M) = Tr (‘*NM) = Tr (*(*NM)) = Tr (*MN) = (N, M) car la trace d’'une matrice carrée est
égale a celle de sa transposée. Ainsi, 8 est aussi symétrique. Soit M = (mij)1<ij<n € Mn(R), on calcule

classiquement 6(M,M) = > m2 donc 6(M, M) > 0 et, comme une somme de termes positifs est nulle
1<i,jg<n

s'ils sont tous nuls, 8(M, M) = 0 <= ¥(i,j) € [1;n]?, mij =0 < VY(i,j) € [1;n]? mi; =0 <= M =0.
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Ainsi, 0 est définie positive. Au final, 0 est bien un produit scalaire sur M, (R) (c’est le produit scalaire
canonique car la base canonique est une base orthonormée pour ce produit scalaire).
b. Soit M € M;, (R), classiquement (on peut raisonner par analyse/synthése pour trouver la décomposition),

t t t t
M=MEM M=M ;o5 que w € Sn(R) et w € An(R), ainsi Mn (R) = S (R)+Ax(R).

2 2
OrsiM € Sy (R)NAL(R), il vent *M =M = —M donc 2M = 0d’'ou M =0 : Sy (R) et A,,(R) sont en somme
directe. Ainsi, Mn(R) =Sp(R)® AL (R). On a méme dim (S (R)) = w et dim(An(R)) = M

c. Si (M,N) €S xA,ona(MN)=Tr (*MN) = Tr (MN) car M est symétrique et, comme N est an-
tisymétrique, (NJM) = Tr (*NM) = Tr (-NM) = —Tr (NM) = —Tr (MN). Ainsi (M|N) = 0 et on a bien
Sn(R) C An(R)L. Comme S, (R) et A, (R)* sont deux supplémentaires de A, (R), ils ont méme dimension.

Et comme l'un est inclus dans 'autre, on en conclut que Sy (R) = (AH(R))L.

d. Puisque Y (cij—myj)* = |[C—M||?,onad = d(C,Sn(R))? donc d = ||C—ps, (r)(C)||* par théoreme

1<i,jsn
t t t
ou ps. (r) est la projection orthogonale sur S;,(R)) mais C = C+ €L C=C avec £ C ¢ Sh(R) et
_t _t
% € An(R) donc C 7p5n(R)(C) =C 2 C.
t 2
Par conséquent : d = H%H = 411 (ci, — Cj,i)z = % > (eiy— Cj»i)2~
1<ijsn I<i<jgn

a. La fonction ® est de classe C* sur R par composition. Effectuons une récurrence sur n € N.
Comme &/ (x) = —2xe ™, " (x) = (4x% —2)e™*" et ®"(x) = (—8x3 + 12x)e ™", on conjecture que Py, est un
polynoéme de degré n et de coefficient dominant (—2)™.
e Sin =0, ®O(x) = d(x) = Po(x)®(x) avec Py =1 et deg(Po) = 0 et dom(Py) = 1.
e Soit un entier naturel n tel que ®™(x) = P, (x)®(x) avec un polynéme P,, de degré n et de coefficient
dominant (—2)™. Comme ®’(x) = —2x®(x) et que ™D (x) = (#(W(x))’, en posant P, 1 = P, — 2XP,,, il
vient @M1 (x) = (P (x)®(x)) = PL(x)®(x) —2xPn (x)®(x) = (P} (x) —2xPr (x))®(x) = Py 1(x)®(x). Comme
deg(P!) < n et deg(XPn) =n+1, on a donc deg(Pny1) =n+ 1 et dom(Pny1) = —2dom(Py,) = (—=2)™+1.
Par principe de récurrence, Vn € N, 3P,, € R[X], @™ = P, ® avec deg(P,) = n et dom(P,,) = (—2)™.
On peut aussi montrer par récurrence que le polynome P,, a la parité de n.
b. L’application (.|.): (R[X])?> — R définie par ¥(P,Q) € (R[X])?, (P|Q) = fj: P(x)Q(x)e_XZ dx est bien
définie car la fonction f : x — P(x)Q(><)e”‘2 est continue sur R pour (P,Q) € (R[X])? et que, par croissances
comparées, on a f(x) iz@o():—z). En effet, c’est clair si PQ = 0. De plus, si PQ # 0, en notant r = deg(PQ),

r+Ze—x2

on a P(x)Q(x) = 0 = 0. Cette application (.|.) est clairement bilinéaire

(par linéarité de lintégrale), symétrique (par symétrie du produit dans R) et positive (par positivité de

. . .
(x") et on sait que Jm x

I'intégrale) car x — Pz(x)e_XZ est positive sur R pour P € R[X]. De plus, si P € R[X] tel que (P|P) =0, la
+oo

fonction g : x Pz(x)e_XZ est continue et positive sur R, ainsi f g(x)dx = 0 implique g = 0 sur R ce
— 00

. , . —x2
qui prouve que tous les réels x sont racines de P car e™* > 0. Alors, P = 0.

Ainsi, (.].) est une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc un produit scalaire sur R[X].
- 2 oo —t? oo (m)
c. Soit (n,m) € N2 tel que n < m. (PufPm) = [ Pa(®)Pm(t)eat = [Py ()@MW (t)dt. On
—o0 —oo

effectue une premiere intégration par parties en posant u = Py et v : t = ®M=D(t) = P (t)e*tz
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(car m > 1) qui sont de classe C' sur R qui vérifient lim u(t)v(t) = Um Pn(t)qu(t)e’t2 = 0 par
t—+oo t—+oo

. p . too 1 . )
croissances comparées, ainsi (P |Py) = — f P/ (t)®(Mm=1)(t)dt. On continue pour montrer par récurrence
—00
k [0 50 @ (m—k) - : -
que Yk € [0;n], (Pn|Pm) = (-1) f Pr’ ()@ (t)dt. Ainsi, en prenant k = n, on obtient la relation
— 00
+
(Pn|Pm) = (=1)™ f > Pgln)(t)@(m_”)(t)dt. Or P, étant de degré n et de coefficient dominant (—2)™, on a
—o0
(M) _ () : —9on_| Foo (m—m) — o I[F(m—m—T) +oo _
n = (=2)"n! ce qui donne (Py|Py) = 2™n! o (t)dt =2™"nl[® t))fe =0carn+1<m
— 00

_tZ

et lim &M "=D(t) = Um Pp_n_1(t)e = 0 par croissances comparées.
t—+co () t—+oo m-n 1() p p

Ainsi, la famille (Py)nen est orthogonale. On peut faire mieux, avec les mémes calculs, pour n = m € N,

+ +
on a ||Pa|? = (Pn|Pn) = 27! f_: (=) (1)t = 2"n! f_:e_tzdt = 2"nly/7 done |[Pn]| = /2™nlV/n

(classique intégrale de GAuss) donc la famille <P“> est une base orthonormale de RI[X].
\/ 2"nly/nt/ nen

d. Méthode 1 : soit r le nombre de racines réelles distinctes de P, ayant une multiplicité impaire dans P,

T

et a1 < -+ < ar ces racines. On pose Qn = [[ (X — ax). Supposons que Qn € Ry,_1[X]. La famille
k=1

(Po, -+, Pn—1) est une famille de polynémes de R;,_1[X] de degré échelonnés, elle est donc libre donc c’est

une base de R,,_1[X]. Ainsi, on aurait Q,, = ni1 APk d’'ott (P|Qn) = (Pn‘ ni; )\kPk> = ni; Ak(Pa|Px) =0
d’apres c.. Par construction, les racines de llgian sont complexes ou réelleks:?de multipli]éi:t% paire (car on
a rajouté 1 a la multiplicité de ax dans P,, en multipliant par Qn et on n’a rien changé a la multiplicité
des autres racines). Ainsi, le polynéme P, Qn garde un signe constant sur R et il n’est pas nul, ainsi la

fonction t — Pn(t)Qn(t)e’tz est continue, positive et non nulle sur R. On sait d’apres le cours qu’alors on

a (Pn|Qn) = fj: Pn(t)Qn(t)e*tz dt > 0 : c’est absurde ! On en déduit que deg(Qn) = n. Comme les n

racines de Qy sont racines de Py, et que deg(Pn) = n, d’apres le cours, P = (—=2)™Qn.

Ainsi, comme attendu, P, n’admet que des racines réelles simples !

Méthode 2 : pour montrer que P, n’admet que des racines réelles simples, on va éliminer les autres cas :
e si P,, admet une racine réelle « de multiplicité paire 2p > 2 ou impaire 2p + 1 > 3, on définit U, par
Pn = (X — «)?PU,. Comme pour la méthode 1, puisque deg(Un) =n —2p < n —1, 0on a (Py|Uy) = 0.
Or Py = (X — a)2PU2 donc (Pn|Uy) = f_*;(t — q)2PUp (1) 2 dt > 0 car t — (t — a)2PUp (t)2e~t
est continue, positive et non nulle. NON !
e si P, admet un facteur irréductible de degré 2 dans R[X], de la forme X2 + aX + b avec a et b
réels et a® — 4b < 0, on définit V,, par P, = (X? + aX + b)V,. Comme avant (Pn|V,) = 0 car on a
deg(Vn) =n—2<n—1. MaisVx € R, x>+ ax+b > 0et (P,|Vn) = f:::)(tz—|—at—l—b)SVn(t)Ze_"2 dt >0
car t — (t2 + at + b)SVn(t)ze_tz est continue, positive et non nulle. NON !

Ainsi, P, n’a que des racines réelles simples comme annoncé.

Pn e—tz/2

\/2"n!y/m

étant la famille des fonctions d’onde des états propres de l'oscillateur harmonique quantique.

La famille des fonctions (Y )nen U ¥y : t +— est utilisée en physique quantique comme

Méthode 1 : un vecteur normal au plan P est le vecteur unitaire vz = \%(1, 1,1) et on peut prendre la base

orthonormée B = (v1,v2,v3) de R3 en prenant v; = %(1,—1,0) et vp = %(1,1,—2). Par définition de
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V3
1
V3 la matrice de passage de la

1

V3

base canonique can = (e7, e2,e3) & la base B, on sait que la matrice de A de p dans la base canonique vaut

S
S-Sk

p,on aD = Matg(p) = . Si on note O =

o o =
o = O
o © O

=Sk
S

A = Mat cqn(p) = O7'DO. Mais comme O est la matrice de passage entre deux bases orthonormées, on a
2 -1 -1

O orthogonale donc O~ = 0. Ainsi, A = tODO = § —1 2 —1 | apres calculs.
-1 -1 2

Méthode 2 : soit q : v = v — (v|[n)n avec n un vecteur normal unitaire de P. Alors q(n) = n — |[n[[?n = 0

et q(v) =vsiv L n. Ainsi, comme q est linéaire par bilinéarité du produit scalaire et coincide avec p sur P
et en n = v3, on en conclut que p = q. Comme p(ey) = ey — (e1]|v3)vs = (1,0,0) — %(],1,1) = %(2,—1,—1)7
p<62>262_(62|v3>v3 :(0)]v0) (]v1’1) %(—1,2,—1)617‘;)(63):eg—<€3|\)3)\)3 :%(_L_])Z) de méme,

2 -1 -1
on en déduit a nouveau que A = Mat cqn(p) = % -1 2 -1
-1 -1 2

(=) Si p est le projecteur orthogonal sur F, pour tout x € E qu’on écrit x =y+z avecy € Fet z € F-, alors
o)1 = |lyl1? < [|yl|* + ||z|]? = ||x||? par PYTHAGORE. Ainsi, en passant & la racine, on a [|p(x)|| < ||x||-
(«<=) Supposons que Vx € E, [|p(x)|| < ||x|| et notons F et G les sous-espaces de E tels que G = Ker(p)
et F = Im(p) = Ker(p —idg). Soit y € F et z € G, alors pour tout réel t, on a p(ty + z) = ty donc
Ip(y + 2 = eyl < Ity + 2]l done 2[Jyll2 = ]2 < llty + 22 = 1yl + 2t(yl2) + ||2]12 ce qui prouve
que la fonction affine t — 2t(y|z) + ||z||? reste positive sur R. Or ceci n’est possible que si (y|z) = 0. Par
conséquent Ker(p) L Im (p) et la projection p est bien orthogonale.
Par double implication, on a bien p est un projecteur orthogonal si et seulement si Vx € E, |[p(x)]| < |[x]|-

a. Par définition, la distance de x & F est le réel d(x,F) = 1ireuli(Hx —1yl|) qui est bien défini car la partie
A ={||x —yl|| |y € F} est une partie non vide car O € F donc ||x|| € A et minorée par 0. Pour y € F, on a

x— = (x = pr(x)) + (pr(x) — y) en notant pg(x) le projeté orthogonal de x sur F. Comme x — pg(x) € F* et

pr(x) =y € F, par PYTHAGORE, on a |[x —y||* = [[x = pr(x)||* + [lpr (x) =yl|* > [[x—pr(x)[|* donc |lx—pr(x)]]

minore A. Comme ||[x—pr(x)|| € A en prenant y = pr(x), on adonc d(x, F) = Inf(A) = Min(A) = |[|[x—pr(x)]].
b. Posons U = <1 _01> et V = <0 (])) Comme on sait que (A[B) = Tr (ATB) = > aji,jby; (avec

0 1 1<i,i<2
~ 3]\
des notations logiques), on voit que (U|V) = 0. Il suffit donc de normer ces deux matrices pour avoir une

base orthonormale de F. Or |[U||?> = [|V||*> =2 donc B = (L, L) est une base orthonormale de F.
V2' V2

c. Nommons P = pr(M) le projeté de M sur la plan F. Comme B est une base orthonormée de F, on sait

que P = (M|\[)\[ ( |\[)\[ ((MIU)U+(M|V) ) = %u+%v: % <_31 ?) Ainsi, comme

o (VTN 1 (-1 3y _1(3 -1 G . B _1 .
onaM P—(2 2) 2<3 1)—2(] 3>,11V1entd(M,F)—HM P||—2\/9+1+1+ =/.

“+o0
a. L’application < ., . >: E2 — R définie par V(P,Q) € E?, < P,Q >= fo P(t)Q(t)e'dt est bien définie

car la fonction f : t — P(t)Q(t)e " est continue sur R, pour (P,Q) € E? et que, par croissances comparées,
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on a f(t) = o( L ) Cette application est clairement bilinéaire (par linéarité de 'intégrale), symétrique (par
o0

symétrie du produit dans R) et positive (par positivité de I'intégrale) car t — P2(t)e™* est positive sur R,
pour P € E. De plus, si P € E tel que < P,P >= 0, la fonction g : t — P2(t)e™" est continue et positive sur
R, ainsi f0+oo g(t)dt = 0 implique g = 0 sur R ce qui prouve que tous les réels positifs t sont racines de
P car e~ ' > 0. Comme P admet une inﬁnité de racines P = 0. Ainsi, < .,. > est un produit scalaire sur E.

b. Pour (i,j) € [0;n]?, on a (Bi|Bj) = (X‘| XJ) ] f ttetdt = I‘(1—|:'71)'4—1) et on sait alors que

Y
(Bi|Bj) = (1_—:_.'])' = <1 + J) #0sii#jdonc B = (Bop,--,Bn) n’est pas une base orthonormale de E.
ilj!

c. Par la formule de LEIBNIZ, pour un entier k € [0;n], on a L(t) = (=n* et Z ( )( Hk=D (k@)
i=0
|

k!
avec les abus de notations habituels. Comme (e~ )k~ = (—1)k=te=t ot (tF)D) = mtk_i, on a la

; (D" & i () K e S (DY ket
relation Ly = ~—— > (=1) —X" =kl Tz X Par conséquent, Ly est bien un
SR (k —1)! o (k= 1)?

polynéme de degré k et de coefficient dominant — k (pour i=0) tel que L (0) = (—1)* (pour i = k). Ainsi,

L = (Lo, -+,Lyn) est une famille de vecteurs de E de degrés échelonnés de 0 & n donc une base de E.
k-1
d. Pour k € [1;n], p € [0;k — 1], si on pose u(t) = (ftkf] (e7ttk) et v(t) = tP, u et v sont de classe C!

sur Ry et 1111 u(t)v(t) = 0 par croissances comparées (u(t)v(t) est de la forme V(t)e™* avec V poly-
Yy—+00
. ez . . . . (*1) +oo dk —t.k
nomiale). Par intégration par parties dans le produit scalaire (Lyi|XP) = 0 j; ﬁ(e t9)tPdt,
Nk gk-1 +o0 + k—1
on a donc la relation (Ly|XP) = ( ]3,) &ﬁ(eittk)tp]o Sk f h (;itk (e t)tP~Tdt. Or la
W het” es 11 . Ses d Py — ‘p +°°dk1 e—tik)gp—1
partie “crochet” est nulle par croissances comparées donc (L |XP) = — f = (e tH)tP—lat.
N ez . . N ( too dk P ,t k PR
Apres p — 1 intégrations par parties du méme style, (Lx|XP) = 'f t“)dt d’ou

_1)k k—p—1 o0 k—p—1
(Lk|XP) = ( k]') (—1)pp![;tk_ﬁ(e_ttk) . 0 car %(e_ttk) est de la forme tPTW(t)e ! avec

i
W polynomiale. Ainsi (Lg|[XP) = 0. Si0 < i<k <n, L = ) «XP donc, par bilinéarité du produit
p=0

, i
scalaire, (Lx|X") = > op(Lk|XP) = 0 d’apres ce qui précede donc la famille est déja orthogonale.
p=0
_1\k + k—k
De méme, (Le[x¥) = kP | [T d

—+o0
(e~ ttf)dt = fo e 'tkdt = k. On a vu ci-dessus que

L Xk 5 P dioit (L) = EXD S o xpy = K = 1 ;£ est une base orth le de E
k= +Zo<p ou (Lx|Ly) = 7+pgocxp( K| )7g, : £ est une base orthonormale de E.

e. IV apphcatlon ¢@ : P +— P(0) est une forme linéaire non nulle car (1) = 1 donc F = Ker(¢) est un
hyperplan de Ry [X], ainsi dim(F) =n+1—1=mn. Comme P € F <= X|P <= (3Q € R,_1[X], P = XQ),
la famille (X, X2, ---,X™) est une base de F. Mais L, (0) = (—1)% d’apreés c. donc Ly — (—1)% € F et la famille

de degrés échelonnés (L1 + 1,---,L,, — (—=1)™) est une base de F. Comme F est un hyperplan, F- est une
n
droite. Si F- est engendrée par U = > ayly, comme Ly = 1 et que £ est une base orthonormale de E,
k=0
n
(UL, = (=1)P) = ap|[Lp||? = (=1)Pao|[1]|* = ap—(=1)Pap = 0sip = 1: FL = Vect(U) avec U = Y (—1)*Ly.
k=0
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2 _ (1|U)22
[[u]]

n
(u)y =1+ > (=1)*Lx) =1 et |[U]|> =n+1 car (Lo, Ly, -+, Ly) est une base orthonormale de E. Ainsi,
K=1

o0
f.d= (1—ajt—---—apt™)2etdt = d(1,F)

Inf f d’apres une formule du cours. Or
(a1,,an)eRM JO

t concl d Inf f+°°(1 t t)2e~tdt = —
on peut conclure que = n —a — = a e = —Q0.
P a (a1, an)E RN J0 1 " n+1

a. Pour f dans E, comme f est continue sur I, par le théoreme fondamental de 'intégration, A(f) est la
primitive de la fonction f qui s’annule en 0 et B(f) est 'opposé de la primitive de f qui s’annule en % Ainsi,

A(f) et B(f) sont de classe C! sur I donc a fortiori elles y sont continues ce qui montre que A et B sont bien
définies et a valeurs dans E. De plus, la linéarité de A et de B provient de la linéarité de l'intégrale ; A et B
sont bien des endomorphismes de E. On peut méme dire que A et B ne sont pas surjectives car, par exemple,
Im (A) C C'(I, R) et que I'inclusion C'(I, R) C CO(I, R) est stricte. Par contre, A et B sont injectives car,
par exemple, si B(f) = 0, en dérivant, on obtient —f = 0 donc Ker(B) = {0}.

b. Pour (f,g) € E%, comme A(f) et B(g) sont de classe C' sur I d’aprés a., par intégration par parties,
ona<A(f)g>= [ A=~ [ A0Ba) = ~AMB@IE >+ [ AlryBa) = [ B(g) car
A(f)(0) = B(g)(m/2) = 0 et on conclut bien que < A(f), g >=< f,B(g) >.

c. Soit A une valeur propre de B o A, il existe donc une fonction non nulle f € E telle que B o A(f) = Af.
Or, d’apres la question précédente, < f,B o A(f) >=< f,B(A(f)) >=< A(f),A(f) >= [|A(f)||* > 0 alors que

< f,BoA(f) >=< f,Af >= A||f||* avec ||f|| > 0 donc A > 0. Les valeurs propres de B o A sont bien positives.
X 2 X 2 X X
fo f(t)dt‘ = UO 1.f(t)dt‘ < fo 12dt x fo f(t)zdt:xfoxf(t)zdt.
/2 /2 x /2 /2
e. Pour f € E, ona (R[> = [T AW ()2 < [ x(f f(t)zdt>dx <[ x(f f(t)zdt)dx donc

0 0 0 0 0

d. Par CAUCHY-SCHWARZ,

/2 2
A(H)]1> < |7 fon xdx = %Hf”z et, en passant & la racine, ||A(f)|| < K]||f|| avec K = -T

2V2
f. Soit A une valeur propre de B o A, on sait d’apres la question c. que A > 0. Comme B o A est injective
d’apres a., 0 n’est pas une valeur propre de B o A donc A > 0. Soit f € E une fonction non nulle telle que

B o A(f) = B(A(f)) = Af, en dérivant, —A(f) = Af’ qu’on dérive encore pour avoir —f = Af” qui s’écrit aussi

i +{ =0 (E). Onrésout classiquement cette équation différentielle linéaire (E) du second ordre a coefficients

constants et il existe («, p) € R? tel que f : x > acos (\%}\) + B sin (\Lﬁ\) Comme Af(0) = A(f)(0) = 0 et

Mf(m/2) = B(A(f))(n/2) =0, on a p =0 et acos (Z\Lﬁ\) = 0. Comme f n’est pas nulle, on ne peut pas avoir

a=0donc -~ =T [x] d’ou I'existence de n € N tel que —%— =nn+ =, clest-a-dire A = —
2 2[] 4 2v/A 2 (2n+1)?

Réciproquement, pour n € N, soit f, : I — R définie par f,, : x — cos((2n + 1)x), on a bien f, € E :

Méthode 1 : on a par calculs A(fn)(x) = w (bien nul en 0) et B(A(fn))(x) = W
n n

ﬁfn avec fn, # 0 donc (ZTJT)Z est valeur propre de B o A.

7, on a clairement —f,, = Af};. Or on sait que (B o A(fn))"” = —f donc

1
(2n+1)

(BoA(fn) —Afn)” = 0. Ceci prouve que la fonction h = BoA(f,,) —Afy, est affine donc qu'il existe («, p) € R?

(bien nul en %) d’ot Bo A(fn) =

Méthode 2 : en posant A =

tel que ¥x € 1, h(x) = Bo A(fn)(x) — Afn(x) = ax + B. Or les relations h(n/2) = 0 et h/(0) = 0 nous donnent

26



1 5 est valeur propre de B o A.

(2n+1)

a=p =0et BoA(fy) =AMy avec, & nouveau, la conclusion que A =

On conclut donc que Sp(Bo A) = {(21T)2 ‘ ne N}.
n

a. ¢ : (X,Y) = XTY va bien de £ dans R. Pour (X,Y) € E?, si XT = (x1 -+ xn) et YT = (y1 -+ yn),

n
XTY = 3 xpyx = Y'X. Ainsi, ¢ est symétrique. Par distributivité du produit matriciel et linéarité de la
k=1

transposée, pour (X1,X2) € E2, (A1,A2) € R? et Y € E, (M X7 +A2X2)TY = (M XT + 22Xy = A xT vy +axTy
donc avec la symétrie, @ est bilinéaire. Pour X € E, @(X,X) = XX = i xZ > 0 en notant X" = (x7 -+ xn)
k=1
et si (X,X) =0, on a i xﬁ = 0 donc, comme une somme de termes positifs n’est nulle que si tous ses
termes sont nuls, on a Vl]z:é [1;n], xk =0 donc X =0, et ¢ est bien définie positive.
Comme ¢ est une application bilinéaire, symétrique définie positive sur E, ¢ est un produit scalaire sur E.
b. Comme rang (A) = rang (A7), on a dim(Ker(AT)) = n —rang (A) = n — dim(Im (A)) = dim(Im (A)1)
par la formule du rang. De plus, soit X € Ker(AT) et Y € Im (A), alors il existe Z € E tel que Y = AZ, ainsi
(X|]Y) = (X|AZ) = XTAZ = XT(AT)TZz = (ATX)"Z = (ATX|Z) = (0|Z) = 0 donc Ker(AT) € Im(A)*. On
conclut & 1'égalité de ces deux sous-espaces de E par égalité de leurs dimensions, Im (A)+ = Ker(AT).
c. Pour un vecteur X de E, f(X) est la distance entre AX et Y. Comme AX parcourt Im (A) quand X parcourt
E, la fonction f admet bien une borne inférieure sur E, et méme un minimum. En notant p la projection
orthogonale sur Im (A), on a %‘gg(f(Z)) = T}AgwEl(f(Z)) = d(Y,Im (A)) = |[Y — p(Y)|| et ce minimum de la
distance entre Y et un vecteur de Im (A) n’est atteint, toujours d’apres le cours, qu’en ce vecteur p(Y). Ainsi,
f est minimale en X si et seulement si AX = p(Y), c’est-a-dire si et seulement si AX—Y est orthogonal & Im (A).

D’apres b., on a f(X) = %n]fa(f(Z)) <= AX-Y € (Im(A))+ <= AX — Y € Ker(AT) <= AT(AX - Y) = 0.
S

a. L’application (.].) : E? — R telle que Y(f,g) € E2, (f|g) = f()] t2f(t)g(t)dt est bien définie car la fonction
t = t2f(t)g(t) est continue sur le segment [0;1] pour (f,g) € E2. Cette application est clairement bilinéaire
(par linéarité de l'intégrale), symétrique (par symétrie du produit dans R) et positive (par positivité de
I'intégrale) car t — t2f2(t) est positive sur [0;1] pour f € E. De plus, si f € E telle que (f|f) = 0, la fonction
t > t2f2(t) est continue et positive sur [0;1], ainsi f(: t2f2(t) = 0 implique Vt € [0;1], t*f%(t) = 0 donc

Vt €]0;1], f(t) = 0. Par continuité de f en 0, f est nulle sur [0;1]. Ainsi, (.|.) est un produit scalaire sur E.

b. Pour n € N, la fonction f,, : t — t™In(t) est continue sur ]0;1], on a fo(t) ?o(ﬁ) par croissances

comparées donc fo est intégrable sur ]0; 1] par comparaison aux intégrales de RIEMANN et lir(])l+ fn(t) =0si
to

n > 1 toujours par croissances comparées donc f, se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1].

tn+1 .
T les fonctions
n

1
Ainsi, pour n € N, fo t" In(t)dt converge. Pour n > 0, avec u : t — In(t) et v : t —

u et v étant de classe C! sur ]0;1] et comme u(1)v(1) = 0 et 117(1)1+ u(t)v(t) = 0 par croissances comparées,
t—

1

1 1 n+1 n+1
— n _ t 1., 1 t _ 1 S : .
I, = j; th In(t)dt = fo CE)) X tdt = {n n 1}0 BRI par intégration par parties.

c. La fonction f = f; ainsi prolongée est continue sur le segment [0;1] donc f € E. En notant g le projeté

orthogonal de f sur F, puis pp : x — 1 et p1 : x — x de sorte que F = Vect(po,p1), on a g € F donc il
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existe (a,b) € R? tel que g = apy + bpo. Par définition d’'une projection orthogonale, f — g € F- donc
(f — glpo) = (f — g|p1) = 0 ce qui se traduit par le systéme I3 — (a/4) — (b/3) = I4 — (a/5) — (b/4) = 0 qui
: 1 3 1,3 - ! 1

t = tb=—=. Ai — —=2.0nab d = | thdt=——.

se résout en a = e insi, g : x 0% ~ 5+ On a besoin de In fo —
d. En posant fqp : x > ax+b, llga,bll = ||f — fa,b|| est la distance entre le vecteur fq 1, de F et le vecteur f

de E. Quand (a,b) parcourt R?, fo 1, parcourt F. Ainsi, ( IT)lf , llga,b]| = d(f,F) = ||f — g|| d’apres le cours.
a,b)e R

Or, comme f = (f - g) + g avec f — g L g, on a [|f]|2 = [If — gl|2 + ||| donc a(f,F) = /[[F[F = IgI[%. Or,

5

en posant u : x — % et v :x = (In(x))? qui sont C' sur ]0;1] et vérifient 1112)1+ u(x)v(x) = u(1)v(1) =0

X—

1 5 1 5
par croissances comparées, ||f||* = fo x*(In(x))?dx = {%(In(x))z}o — fo %.ZLT;(X) dx = —%Ll = %
intégrati ties. De pl 2 = 12,12 2ot ]2 =Ja = 1
par intégration par parties. De plus, [|g 400”P = Zooler) + Zlpoll et flprl2 = 14 = L,

1 2 1 2 32 31 1 1

(polp1) = T3 = 7 et [[poll* = T2 one ||g[|* = 2000 insi, d(6F) = /5000 ~ 2000 ~ V2000~ 2073

P 1
d Inf -1 _ 0,02
O e l9avll = 3575
+o0
a. Pour (P,Q) € (R[X])?, la somme > PX)(1)Q((1) est finie puisqu’en notant d = Max(deg(P), deg(Q)),
k=0

Yk >d, PM(1) = Q(k)( ) = 0. Ceci assure I'existence de < P,Q >. Soit (P,Q,R) € (R[X])> et (\,n) € R? :

Symétrie : < P,Q >= Z PI(1)QM (1) = +Zojo QMW (1P (1) =< Q,P >.
k=0 K=0

+o0 too
Bilinéarité : < AP4+uQ,R >= 3 (AP 4+ Q)™ (MRM (1) = 5= (APM (1) 4 uQ ™) (1))R¥) (1) par linéarité de la
k=0 k=0

dérivation, d’olt < AP + pQ,R >= ?\ZPk)() R(k ()—l—uZQ(k)() ®(1) =A < P,R> +u < Q,R > donc

< ., . > est linéaire en la premiere varlable donc, par symetrle aussi en la seconde.

+o0
Aspect défini positif : < PP >= > (P(k)(1))2 > 0 et, si < P,P >= 0, comme la somme d’une somme de

quantités positives n’est nulle que s’ils sont tous nuls, on a Vk € N, P(k)(l) = 0 donc, avec la formule de

+oo p(k)
TAYLOR, P = > P7(])(X -k =o.

n=0 k!
Par conséquent, < ., . > définit bien un produit scalaire sur R[X].

|
b. Si on pose P, = (X —1)P pour p € N, onaPé)—Oblk>pet P( ) = (—pT)'(X—I)T"k si k € [[0;p].
p—k)!

Ainsi, si (p,q) € N2 et p < g, on a < Pp,Pq >= Z P(k)( )Pék)(1) = P](Dp)(l)ng)(l) + P](Dq)(1)qu)(1) =0 car

k=0
ng)(l) = P](jq)(l) = 0. Ceci montre que la famille (P, )pe i est une famille orthogonale de R[X]. En particulier,

B = (Po, -, Pn) est une famille orthogonale de R, [X] donc elle est libre car elle ne contient par le polynéme
nul. De plus, comme son cardinal vaut n + 1 = dim(Rn[X]), on en déduit que B = (1,X —1,---, (X = 1))
est une base orthogonale de Ry, [X].

c. Comme R, [X] est un sous-espace de dimension finie dans I'espace préhilbertien R[X] muni du produit

scalaire < ., . >, ce sous-espace admet un supplémentaire d’apres le cours.
+oo
(C) Soit P = > ap(X—1)P, comme Vk € [0;n], ¥p = n+1, < (X—=1)%(X—1)P >= 0, on a donc
p=n+1

< P, (X = 1)¥ >= 0 par linéarité du produit scalaire selon la premiére variable donc P € (R, [X])*. Ainsi, on
a I'inclusion Vect((X — 1)* | k > n) C (Ru[X])*.
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+00 »)
(D) Réciproquement, soit P € (Rn[X])1 quion écrit P = 3 ap(X — 1)P avec ap = P '( )
p!

d’apres la

p=0
formule de TAYLOR. Puisque Vk € [0;n], < (X —1)%P >= 0 = ay|[(X — 1)¥||?, ceci impose ax = 0 donc
+o0
P= 3 ap(X—1)P. Ainsi, on a I'inclusion (Rn[X])* = Vect((X —1)* | k > n).
p=n-+1
Par double inclusion, on a Vect((X —1)* [ k > n) = (R [X])*.
o oo pd(g nop(g e P s
Ainsi, siP € R[X],onaP = kZ:O k!( )(X—1)k = kz—:o k!( )(X_])k+k,z k'( )(x_1)k = Q+R d’apres
= = =n+1
) ) n P(k)(U +oo p(k)(])
la formule de TAYLOR si on définit Q = > o (X=1* e Ry[X]etR= o (X=1)* € (Ry[X])*
k=0 K k=n+1 :

a. L’équation AX = B d’inconnue X € M3 1(R) admet une solution si et seulement si b € Im(u) car

AX = B équivaut a u(x) = b. La matrice A est clairement de rang 2 car ses deux premieres colonnes sont
non colinéaires et la troisiéme est 'opposé de la deuxiéme. Ainsi, Im (u) = Vect(vq,v2) avec vi = (—1,0,1)
et vo = (1,—1,0) car d’apres le cours Im (u) = Vect(u(er), u(ez),u(e3)) ou (e, ez, e3) est la base canonique
de R3 et b n’est pas combinaison linéaire de u(ey) et u(ez). L’équation AX = B d’inconnue X € M3 1(R)
n’admet pas de solution.

b. Quand x parcourt R3, u(x) parcourt Im (u) par définition donc Inf [lu(x) — b]| est la distance de b a
xeR

Im (u) et, d’apres le cours, cette quantité est un minimum atteint quand w(x) est le projeté orthogonal de b
sur Im (u), noté p(b). Ainsi, f admet un minimum sur R3 qui vaut |[p(b) — b]|2.

c. D’apres ce qui précéde, ce minimum est atteint des que u(x) = p(b). Comme p(b) € Im(u) par
construction, il existe un vecteur xo € R3 tel que u(xo) = p(b). Alors, pour x € R3, on a I’équivalence
u(x) = p(b) <= u(x) = u(xp) <= u(x —xp) = 0 <= x — xp € Ker(u). Comme Ker(u) est clairement la
droite Ker(u) = Vect((0,1,1)), il y a donc une infinité de vecteurs x dans R3 tels que A%En(f) = f(x).

d. (i) = (ii) Supposons que u(x) — b € (Im (u))*, alors Yy € R3, u(y) € Im (u) et (u(x) —blu(y)) =0, ce
qui donne matriciellement (AX—B)T(AY) = ((AX—B)TA)Y = 0. Comme ceci est vrai pour tout Y € M3 1(R),
on a donc (AX —B)TA =0 donc AT(AX — B) = 0 en transposant et ATAX = ATB.

(ii) = (i) Supposons ATAX = ATB, c’est-a-dire (AX — B)TA = 0, alors pour y € R3, (AX —B)TAY =0 ce
qui se traduit par (u(x) — blu(y)) = 0. Ceci étant vrai pour tout y € R3, u(x) — b € (Im (u))*.

Par double implication, pour x € R3, on a donc u(x) —b € (Im (u))* <= ATAX =ATB.

e. On a vu en question c. que f admet son minimum absolu en x € R3 si et seulement si u(x) = p(b) ol p
est la projection orthogonale sur Im (u). Par construction, p(b) € Im (u) donc il existe «y, oz deux réels tels
que p(b) = a1vy + aavz = (a2 — a1, —az, 1) et p(b) —b € Im (u)+ done (p(b) — blv1) = (p(b) — blva) =0
ce qui montre que v — oy + 14+ — 1T =a2 —a; — 1+ 1+ a, =0 dou &7 = «p = 0. Par conséquent,
p(b) = 0. f admet donc son minimum absolu en x si et seulement si u(x) = 0 donc si et seulement si

x € Ker(u) = Vect((0,1,1)). Ce minimum vaut donc Mi%n(f) =f(0) = ||b||? = 3.
R‘

a. C’est une question de cours ; en général méme, ¢ : Mn(R)? — R définie par ¢(A,B) = Tr (ATB)

un produit scalaire sur M, (R). En effet, la linéarité de la trace montre la linéarité en la seconde variable
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de ¢. De plus, ¢(B,A) = Tr (BTA) = Tr (BTA)T) = Tr (ATB) = ¢(A,B) donc ¢ est symétrique et donc

aussi linéaire en la premiere variable. Ainsi, ¢ est déja bilinéaire symétrique. Par le calcul, en notant

A= (aij)icij<n,ona @(AA) =Tr (ATA) = Y aiz’]- > 0. Si @(A,A) =0, comme une somme de termes
1<hjsn
positifs n’est nulle que si tous ses termes sont nuls, on a V(i,j) € [1;n]?, ai,; = 0 donc A = 0. ¢ est donc

bilinéaire symétrique définie positive : c¢’est un produit scalaire sur M, (R).

0 1
-1 0
bien un sous-espace vectoriel de M2 (R) de comme la famille (I2,]) est libre, c’est une base de X.

b. Par définition, M € ¥ <= (3(a,b) € R?, M = al; + bJ) avec | = . Ainsi, ¥ = Vect(I2,]) est

c. ¥t étant un supplémentaire du plan 3 dans M;(R) de dimension 4, on a aussi dim(¥1t) =4 —2 = 2.

M = ((cl Z) € ¥t <= (M LI et M LJ)donc, apres calculs, M € ¥+ <= (a+d =b —c = 0). Les
a b

b —a

), d’ott £+ = Vect(K,L) avec K = <(1) _01> et

matrices de ¥ sont donc celles de la forme M = (

1 0
_ (X L 1 A _ (12 ]
By = <—, —) comme base orthonormale de ¥-. De méme, B, = (—, ) en est une de X.
T\ V2 T\ V2

L= (O ] ) Or K'L = KL = J donc ¢(K,L) = Tr (J) = 0. I suffit donc de normer ces matrices pour avoir

d. D’apreés un théoréme du cours, cette distance dy vérifie d; = d(M,X+) = ||[M — p2(M)|| ot p; est la
L. . K K L L
projection orthogonale sur ¥+. Or on sait que p2(M) = ¢ (M, 7) =+ (M, —) —— car B est une base
2/V2 V2/V2

orthonormale de ¥+. Ainsi, p2(M) = O.L2 + ﬁ% =L dottd=|M—L||=||L2|]| = V2. On peut faire de

V2 V2

meéme avec By ou, en notant py la projection orthogonale sur ¥ et en notant d; la distance de M a ¥, se rendre
compte que di = [[M —p1(M)[| = |[p2(M)[| car p1 +p2 = id o, (). Puisque da = [[M =p2(M)[[ = [[p1(M)]]
et par PYTHAGORE, |[M||? = [[p1(M)]|? + |[p2(M)||? = d% + d5 = 2. Ainsi, on a aussi d = v/2.

_tZ

\ ’ 7 +OO 2 +Oo . . .
a. D’apres 'énoncé, Ip = y/m. De plus, I} = f te tdt = [— £ 3 ] = 0. Soit n € N, 'application
o oo

fn :t+—> t"e™ ' est continue sur R, paire ou impaire selon la parité de n, et f;,(t) = o(tlz> par croissances
o0

comparées, ce qui fait que f, est intégrable sur R d’apres RIEMANN : I, existe.
+oo 2 +oo 2 . —t?
Pour n € N, Iy42 = f tH2e U dt = f t" 1 (te7t")dt. Sionpose u:t st et vty —€ 5
—0o0 —0o0

alors u et v sont de classe C' sur R et, par croissances comparées, 1121 u(t)v(t) = 0. Ainsi, par intégration
t—=*oo

“+o0
par parties, In4s = 04+ 2E1 f thetar=ntly
2 —0o0 2

Si n impair, comme t — t"e~t" est impaire, on a Iy = 0 (ou alors avec 11 = 0 et la relation précédente).
— , _2p-—1 o _@-D@p=3)---1 @)~ al
Sin = 2p est pair, alors I, = 3 Lp2=--= P Ip = o) V= zn(n/z)!ﬁ'

b. A nouveau, pour (P,Q) € R[X]2, g:t > P(’c)Q(t)e_tz est continue sur R et, par croissances comparées,

g(t) = o(tlz) et g(t) = o(%) donc g est intégrable sur R. L’application ¢ est donc bien définie.
—0o0 o0

—+oo
Par linéarité de l'intégrale, ¢ est bilinéaire et symétrique car PQ = QP. ¢(P,P) = € f PZ(t)e tdt > 0
7T J —o0

+oo
et, comme t — P?(t)e”" est continue et positive sur R, f P2(t)e7tdt = 0 <= Vt € R, P?(t)e™t =0
-0
ainsi P est nulle sur R. Mais si P s’annule sur R, P admet une infinité de racines donc P = 0. Ainsi,
(P|P) =0 <= P =0. (.].) est une forme bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur R[X].

c. D’apres le cours, d(X3, Ry[X]) = ||[X3 —p(X3)]| sip est la projection orthogonale sur Ry [X] = Vect(1,X, X?),
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sous-espace de dimension finie d'un espace préhilbertien réel. Ainsi, il existe un triplet (a,b,c) € R3 tel que
p(X3) = a +bX + cX2. On a donc (X3 —p(X3)[1) = (X2 — p(X3)|X) = (X3 — p(X3)|X?) = 0 ce qui donne le

systeme 3 équations 3 inconnues suivant : alp + cly = al, +c¢ly = bly; —I4 = 0. On en déduit que a =c =0

et b =3/2, donc que d(X3, Ry[X]) = ||X3 — (3/2)X|| = \/16 —3+ O/ ? ~ 0,87 (apres calculs).

7
n n n
a. Pour A€ Ret (P,Q,R) € (Ry[X)Z, siP= > axX, Q= > bX¥ et R= 3 cpX* :
k=0 k=0 k=0
n n
Symétrie : on a (P|Q) = Y axbx = Y. axbx = (Q|P) donc (.].) est symétrique.
k=0 k=0
n n n
Bilinéarité : on a (AP +R|Q) = > (Aakx + cx)bk = A Y. axbx + > ckbk = A(P|Q) + (R|Q) donc, avec la
k=0 k=0 k=0

symétrie établie ci-dessus, (.|.) est bilinéaire.
n

Définie positivité : on a (P[P) = > aZ > 0. Dé plus, si (P|P) = 0, comme une somme de termes positifs
n’est nulle que si tous ses termes s;nt nuls, ap = --+,an = 0 donc P = 0. Ainsi, (.|.) est définie positive.
Ainsi, (.].) est un produit scalaire sur Ry [X].

b. Soit ¢ : Ry[X] — R définie par ¢(P) = P(1), alors ¢ est une forme linéaire non nulle sur Ry, [X] car

(1) =1 donc H = Ker(¢) est un hyperplan Ry, [X]. Alors, d’apres le cours, d(1, H) est bien définie comme la

distance d’un vecteur & un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien et on sait que d(1,H) = |1 — pu(1)]|
n

ou py est la projection orthogonale sur H. Plus précisément, comme P(1) = >  ax on a l’équivalence
k=0

n
PEH <<= Y ax =0<= (P|1) =0donc H = Vect(1)*. Comme H* = Vect(1) est un droite, on sait d’apres

k=0
n
o) e _ 12,
le cours qu’alors VP € Ry [X], py(P) = 1Tdoncd(1,H) = |[T—pu(M)|| = |l[pue (M| = = k=

[1? [l f

[9.5 Officiel de la Taupe}

e Si a =0, les parties Uy, ---, Uy, sont disjointes et non vides donc Vk € [1;p], card (Uyx) > 1 et, comme on
a clairement Uy U---U U, C [T1;n], il vient p < Z card (Ux) < n doup <

e De méme, si p =1, alors Uy C [1;n] donc n > 1 car Uy est non vide donc p =1 <

On peut donc supposer dans la suite que 'on a a > 0 et p > 2.
a. Notons la matrice B = A'A = (bij)i<ijen € Mn(R). Par définition du produit matriciel, pour

(L,7) € [n]? by = Z ai,kajx car la case (k,j) de *A contient ajx. Or, par définition de A, on a
aij = ﬂu (j) ce qui donne pulsque l'on sait que Ty, au; = Ty, Ty, sur les fonctions indicatrices, la relation

bij = kz1 Tu, (k)T (k) = k¥1 Tu,nu; (k) = card (U; N'U;). D’apres 'énoncé, by ; = card (Ui NU;j) = a si

x a - a
i#jet by = card (U NUy) = card (U;) = «; sinon. Par conséquent, B = (.1
a -+ a on

b. Si card (E) > 2, 3(i,j) € [1;p]* tel que i #j et oy = aj = a donc card (U;) = card (U;) = card (U; N Uj)
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ce qui impose U; = U; = U; NUY; (car Ui N U; C Uj et on a égalité des cardinaux donc U; = U; NU;j par
exemple) contrairement & hypothése. Ainsi, on en déduit que card(E) < 1 donc card (E) € {0,1}.

c. Méthode 1 : Soit X € Mn,1(R) tel que X € Ker(A'A), alors A'AX = 0, on considére classiquement

n n P
XAYAX et il vient *XATAX =0 = > xk (ockxk + > axi) = > xk((ock —ap + Y. axi). On obtient
k=1 1<i<n k=1 i=1
£k

P 2 P 2
donc a( > xk) + Y (e —a)xi =0 = ( Yoxk =0etVk € [15p], (ax—a)xi = 0) car ax —a > 0 puisque
k=1 k=1 k=1

U NU; C Uy sii# k. Or un seul des ax — a peut étre non nul donc tous les x sauf au plus un doivent
étre nuls et comme leur somme est nulle : ils sont tous nuls ! A'AX = 0 = X = 0 et I"endomorphisme
canoniquement associé & A'A est injectif donc est inversible puisqu’on est en dimension finie. En fait, on
a établi que (X,Y) = 'XA'AY est un produit scalaire. On verra plus tard dans Pannée que la matrice *tAA
s’appelle une matrice symétrique définie positive.

Méthode 2 : on peut aussi calculer det(A*A) par multilinéarité sur les colonnes en décomposant chaque
colonne Cj de A comme la colonne V ne contenant que des a et celle contenant des 0 partout sauf en ligne j ot
on a oj—a. On pose donc, pourj € [1;p], Cj = Vqa+Dj ou Vg = (a,---,a) et *Dj = (0,--+,0, a5 —a,0,- - -,0).
On développe det(A*A) = det(Dy,---,Dp) + det(Vq,D2,---,Dp) + --- + det(Vq, -+, Vq) (somme de 2P
déterminants) mais dés que dans un déterminant il y a 2 fois le vecteur V,, celui-ci est nul par alternance.
Or, en développant par rapport a la j-ieme ligne ou en voyant cette matrice comme une matrice triangulaire

par blocs avec un bloc en haut a gauche de taille j xj ou en effectuant les opérations Vi # j, Ly +— Li—Lj,ona

p P P

det(D1,Dj—1,Va,Dj41,--+,Dp) = a ] (ax—a) et on conclut det(A*A) = [] (ak—a)+ > a [[(¢j—a) >0
k=1 k=1 k=1 j#k
k#j

car Vk € [1;p]], ax — a = 0 et qu’il ne peut exister au plus qu’'un entier k tel que ox — a = 0.

n
Méthode 3 : on peut résoudre le systéme linéaire 'AAX = 0 qui s’écrit Vi € [1;n], (ai —a)xi +a >, xx = 0.
k=1

281

n
. . 4 —a .
Puisqu’on a imposé a #0,on as = Y xx = ——+——x4. Traitons deux cas :

k=1
n
esiVie [I;m], ai > a, alors x; = ——%— sont de signe opposé & s. Mais comme s = > xi, on a
o — i=1
forcédment s =0=x7 = --+ = xp,.
e 5’il existe un seul k € [1;n] tel que ax = a, on a s = 0 donc Vi € [1;n] \ {k}, xi = ——*— =0
Xy —a
doncxxy =s=0etonaaussix; =---=xn =0.
On a prouvé dans les deux cas de la question b. que X =0 si *AAX = 0 donc Ker(*AA) = {0}.
Quelle que soit la méthode, A'A inversible donc p = rang (A'A) < rang (A) < n.
n
e Si ap, -, an ne sont pas distincts deux & deux, par exemple si ap = aj, le polynéme P = J] (X — ax)
k=1
n
appartient & E et vérifie > P(ax)? = 0 donc ¢ n’est pas un produit scalaire : il n’y a pas I'aspect défini.
k=0
e Si ap, -+, an sont distincts deux a deux, on vérifie facilement la symétrie, la bilinéarité et ’aspect positif.

n
De plus, si Y P(ax)? = 0, on a Vk € [1;n], P(ax) = 0 donc P admet n + 1 racines distinctes alors que
k=0

deg(P) < m, le cours nous confirme alors que P = 0. L’application proposée est alors bien un produit scalaire.
e Une base orthonormale de E pour ce produit scalaire est la famille (Po, - - -, P, ) des polynémes d’interpolation
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& X — aj R - .

de LAGRANGE : P = [[ ——= car ces polynomes vérifient classiquement Py (aj) = 8; .
j=0 Ak — @5
j#k

e F ainsi défini est bien un sous-espace vectoriel de E, c’en est méme un hyperplan car P € F <= ¢(P,1) =0

donc F est le noyau d'une forme linéaire non nulle et F = Vect(1)+ donc FX = Vect(1) (polynémes constants).
e D’apres le cours, d(X™, F) = [|X™ — pp(X™)|| ott pp(X™) est le projeté orthogonal de X™ sur F. Si py(X™)
est le projeté orthogonal de X™ sur F- = Vect(1), on a X™ = pp(X™) + p1(X™) et, ces deux derniers vecteurs

n
) oy _ LS
étant orthogonaux, ||[X™ —pr(X™)|| = |[p1(X™)]]. Or p1(X™) = TR 1 donc d(X™,F) = Tl = \k/TLO—H .

La symétrie, la bilinéarité et la positivité de ® (bien définie) sont claires. De plus, si f € E et O(f,f) = 0,

1
alors £(0)? + f : f/(t)2dt = 0 donc f(0) = 0 et f est nulle sur [—1;1] donc f = 0 car [—1;1] est un intervalle.

(X[x?)
IXI1*

1 2
Q = X2. De plus |[X?[|* = 4f7] t2dt = & : une base orthonormée de F est (L V/3X )

3 V2' 22
a. Déja f:x — P(X)Q(x)e‘XZ est continue sur R et f(x) = o(iz) donc lintégrale (P|Q) converge. La
o X

F = Vect(X,X?). Posons Q = X? — X qui est orthogonal par construction & X. Comme (X|X?) = 0,

symétrie, la bilinéarité, la positivité sont claires. Si (P|P) =0 avec P € R[X], f:x — P(X)Q(x)e_XZ continue,
+oo

positive et telle que f f(x)dx = 0, on sait qu’alors f = 0 sur R donc P est nulle sur R ce qui fait une
— 00

infinité de racines de P donc P = 0 dans R[X] et on a bien un produit scalaire.
b. Il suffit d’orthonormaliser la base canonique (Xk)keN et de rendre les polynomes unitaires plutot que

k=1 (vK|p.
normé, on a donc les formules de récurrence Vk € N, P = X* — 3 (|)|(P ||P|§) P; qui assure l'orthogonalité.
i=0 ||Pt
+oo
c. Par récurrence, comme Py = 1 et Py = X (car f xe ™ dx = 0 par imparité). Si la parité de Py
est celle de k jusqu’au rang n — 1 > 1, alors par changement de variables t = —x dans l'intégrale, on a

Vk € [1;n = 1], (Pn(X)|Pk(X)) = (Pu(=X)|Pk(—=X)) = £(Pn(=X)|Pk(X)) = 0. Si par exemple n est pair,
Pn(_X) + Pn(x)
2
égal & Py, par 'unicité de la question a. : Py (—X) = P, (X) donc Py, est pair. De méme si n est impair. Par

récurrence, si n est pair (resp. impair), Py, est pair (resp. impair).

est aussi un polynome unitaire de degré n qui est orthogonal a tous les Py, ---,Pn_1, il est

T

d. Soit &7 < --- < &, les racines réelles d’ordre impair de P, dans R} et Q = [[ (X — «y). Alors (P|Q) >0
i=1

puisque toutes les racines réelles de PQ dans R’ sont d’ordre pairs donc il n’y a pas de changement de signe

de PQ sur R;. Donc P = Q et on en déduit que toutes les racines de Py, sont simples dans 'intérieur de R*.

a. La symétrie, la bilinéarité et la positivité sont simples a vérifier. Ne reste que ’aspect défini.

n
Si les ag, -+, an ne sont pas distincts deux & deux, par exemple si ap = a7, P = [[ (X — ax) € Ru[X], est
k=1

n
non nul et pourtant (P|P) = Y P(ax)? = 0 ce qui est impossible : ce n’est pas un produit scalaire.
k=0

n
Par contre si les ao, - - -, an sont distincts deux & deux, si P € Ry, [X] vérifie (P|P) = 0, alors > P(ay)? =0
k=0
donc Yk € [[0;n], P(ax) =0 et P admet donc n + 1 racines distinctes donc P = 0.
n
(P|Q) = >_ P(ax)Q(ax) définit un produit scalaire sur Ry [X] ssi les ag, - - -, an sont distincts deux & deux.
k=0

n

b. Les polynémes d’interpolation de LAGRANGE : (Lo, ---,Ln) avec Ly = [] (u) et Lx(ai) = 8 k.
i=0 \Ax — af
ik
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n

; L et on sa oo 15

c. > P(ax) =0<«= (P|1) =0 donc F = Vect(1)= et on sait que d(X™,F) = = == .
k=0 1] V41

a. Par le théoréme spectral, A = PD'P avec D = diag(A1,-++,An) (0 <A1+ < Ay) et P € O(n).

> ’

Alors Tr (AB) = Tr (PD'PB) = Tr (DC) en posant C = 'PBP qui est aussi symétrique (c’est clair) mais aussi
positive car 'X'PBPX = 'YBY > 0 avec Y = PX. Par conséquent Vk € [1;n]], cx,x = "ExCEx > 0.

n n n
Alors Tr (AB) = 3 Axckk < ( > )\k>< > ck,k) (tous les termes sont positifs).
k=1 k=1 k=1
b. On se rappelle que (M|N) = Tr (*MN) définit un produit scalaire (canonique) sur M, (R).
Soit (M,N) € M,,(R)?, alors [[MN]? = Tr (t(MN)(MN)) = Tr (*N*MMN) = Tr (*MMN'N) et on applique
a. aux matrices symétriques A = tMM et B = NN : |[MN|]? < Tr (*MM)Tr (N*N) = ||M]|?||N]]?.

On passe a la racine et le tour est joué.

t t
a. Classique en décomposant de maniere unique M = M JE M, M E M On a méme dim(S) =

nn+1)
2

n(n —

et dim(A) = 1). De plus, I’énoncé définit bien un produit scalaire sur My (R) car (M|N) = Tr (*MN),

c’est méme le produit scalaire canonique en ce sens que la base canonique est une base orthonormale pour
ce produit scalaire. Si (M,N) € S x A, on a (M|N) = Tr (*MN) = Tr (MN) et (N|[M) = Tr (‘*NM) =
Tr (=NM) = —Tr (NM) = —Tr (MN). Ainsi (M|N) = 0 et on a bien M,(R) = S &+ A.

b. Puisque > (ci,j —my,j)? =||C—M||?, onad=d(C,S)? donc d = ||C — ps(C)||* par théoréme mais

1<ij<n
t t t t t
c=C+ CLE=C guec EE Cege E=C eAdoncC—ps(C):u.
2 2 2 2 2
t 2
Par conséquent : d = HuH =1 (cij—c¢ji)? = 1 s (cij — ¢j,1)°
2 4i<iin 2 1<i<ign

a. Si cette famille n’était pas génératrice, il existerait x # Og dans Vect(eq,---,en)® et en lui appliquant la

relation de I’énoncé, on aurait ||x||? = 0 ce qui est impossible. Ainsi (e7,---,en) est génératrice.
Soit un vecteur non nul v € Vect(e; | i # k)t = Hy (hyperplan de E). Alors en appliquant la relation &
n

vi, on trouve |[vi||? = (ex|vk)?. Or en appliquant la relation & ey, on a |[ex||? = 3 (ex|ei)? = ||ex||* donc

llex|| < 1. On arrive néanmoins par CAUCHY-SCHWARZ & ||vi|| = |(ex|vi)| < |lex|| ||vk]|| donc ||ex|| =1 et le
cas d’égalité nous montre que ey et vy sont colinéaires donc ey est orthogonal a tous les autres vecteurs de
la base. Comme ceci est vrai pour toute valeur de k, la famille (e, -, e, ) est une base orthonormale de E.
b. Comme avant la famille est génératrice et comme elle est supposée libre, c’est déja une base de E qui est
euclidien (car admettant une base finie). On conclut comme en a..

a. M est par hypothese la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de uj dans B. Comme B est une

n
base orthonormale, on sait que Vj € [1;n],u; = ) (ujlei)e; ce qui montre que M = ((ujlei))1<i,jgn. Sion
i=1

n
note ‘MM = (gy,j), la définition du produit matriciel montre que gi,; = Y (ex|ui)(ex|uj) d’ott gij = (uiluy)

car, & nouveal, B est orthonormale. Par conséquent, G = *"MM.
b. On en déduit que det(G) = det(*MM) = det(*M)det(M) = det(M)? > 0. De plus, si B’ = (u,---,un)
est une base, la matrice M est la matrice de passage de B & B’ donc, d’apres le cours, M est inversible et G

aussi en tant que produit de deux matrices inversibles.
Par contre, si B’ est liée, 'un de ses vecteurs (dont I'une des colonnes de M) s’écrit comme combinaison
linéaire des autres donc M n’est pas inversible et G non plus car det(G) = 02 = 0. On a bien I’équivalence.

c. Cette fois-ci, on généralise : (u1,...,up) est une famille de E euclidien muni d’une base orthonormée
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B = (e1,...,en) et on pose G = ((ui|u;)) € Mp(R).

1<i,i<p
e Sip>mn,alors (uj,...,up) est forcément liée car cette famille de vecteurs a un cardinal strictement plus

grand que la dimension de ’espace E et, avec les mémes notations que dans la question a., G = ‘MM avec
M = ((ujlei)) 1sign € Mn,p(R) donc rang (G) = rang (*MM) < rang (M) < Min(p,n) =n donc G n’est pas
inversible car rang (G) < p d’ou det(G) = 0. On a bien réalisé : det(G) =0 <= (u1,...,un) est liée

e Enfin, on en vient au cas général la p < n et on pose F = Vect(u,---,up) qui est un espace euclidien
(sous-espace d’un espace euclidien muni du produit scalaire induit).

(=) Si (u1,---,up) est libre, alors c’est une base de F, et on peut utiliser le résultat précédent car le nombre
p de vecteurs est égal a la dimension p de I'espace F et la matrice de GRAM de cette famille ne dépend pas
de V’espace dans lequel on la considére (E ou F) : il est donc strictement positif d’apres ce qui précede.
(<=) Réciproquement, si G = ((ui|uj))i<ij<p €t det(G) > 0, comme G = *AA avec A € My p(R) qui
contient en colonnes les coordonnées dans B de uq,---,up, rang (*AA) = p. Or rang (*AA) < rang(A) <p
donc rang (A) = p ce qui garantit la liberté de (uq,---,up).

Au final, on a I’équivalence (uj,---,up) est libre si et seulement si det(G) > 0 ou, ce qui est synonyme,

l'autre équivalence (u1,---,up) est liée si et seulement si det(G) = 0.
On revient aux applications linéaires canoniquement associées et cela revient a montrer que si E, F, G sont

des espaces de dimensions finies et g € £(E,F) et f € £(F, G), alors rang (fog) < Min(rang (f), rang (g)). Ceci

découle de Im (f o g) C Im (f) et de Ker(f o g) D Ker(g) avec la formule du rang : classique !

Soit X un vecteur colonne tel que AX = 0, alors [|AX||? = 'X'AAX = Y aijxixj =0 or il vient :
1<ij<m
m m m 2 m
Z Qi,jXiXj = Z bixiz +a Z XiXj = Z (bi — a)xiz + GZXin = a( Z Xi> + Z (bi — a)xiz =0.
1<i,j<m i=1 i i=1 i i=1 i=1
m
Ainsi, comme tout est positif: Y x; =0etVi>2, x; =0carbj—a > 0. Onen déduit quex; =--- =xy,m =0

i=1
donc Ker(A) = {0} donc A est inversible.

Soit A = (ai’j) € Mn’m(R) définie par aij = 1siie Bj et aij = 0 sinon : *AA = (bi,j)1<i,j<m € Mm(R) et
n

bij = > ag,iak,j = asii##jetb;;=card (B1). D’apres ce qui préceéde, comme il existe au plus un indice
k=1
i tel que by; = a (sinon bj; = bj; = a avec i # j implique Fy = F; : NON) la matrice tAA est inversible

donc m = rang (*AA) < rang (A) < Min(n,m) et on a bien m < n.
1
La vérification que (P,Q) — (P|Q) = f : P(t)Q(t)dt est un produit scalaire est classique. Pour laspect

1
défini, (P|P) = 0 <— f : P2(t)dt = 0 donc P? (continue et positive) est nulle sur [—1;1], le polynome P

possede donc une infinité de racines : il est donc nul. De plus, ¢ est clairement linéaire et $p2 = id R[X] car
$2(P)(X) = P(=(=X)) = P(X) = P : ¢ est donc une symétrie de R[X]. Pour montrer qu’elle est orthogonale,
il suffit de montrer qu’elle est symétrique ou de montrer que Ker(¢p —id) L Ker(¢p + id ).

e E1(d) = Ker(d —id) = {P € R[X] | P(X) = P(—X)} = R[X?] est le sous-espace des polynomes pairs
et on a aussi E_1(¢p) = Ker(¢ +id) = {P € R[X] | P(X) = —P(=X)} = XR[X?] est le sous-espace des

polynoémes impairs. Soit P pair et Q impair, alors PQ est impair et f : PQ = 0 en effectuant le changement

de variable u = —t ou géométriquement. Ainsi Ker(¢ —id) L Ker(p + id) et, comme on a déja la somme
R[X] = Ker(¢p —id) + Ker(¢p +id) : Ker(¢p —id) = (Ker(¢p +id))* et la projection est bien orthogonale.

e Soit (P, Q) € R[X]%, (P|$(Q)) = f_: P(1)Q(—t)dt = f—11 P(—u)Q(u)du = (¢(P)|Q) avec le changement de
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variable u = —t donc ¢ est symétrique et on a vu dans le cours que cela signifiait que ¢ était orthogonale
(c’est suffisant comme méthode mais ¢a ne donne pas les éléments caractéristiques de la symétrie).

Méme si ce n’est pas explicitement demandé, il faut vérifier que (f, g) —< f, g > est un produit scalaire sur
E = C?([0;1], R). Pour (f,g) € E2, fg + f'g’ est continue sur le segment [0;1] donc < f, g >= f; (fg +f'g’)
existe. De plus, pour (f,g,h) € E> et A € R, par linéarité de la dérivation et de I'intégrale, on a la relation
< f,g+Ah >= fo] (F(g+Ah)+ (g’ +AR)) = fol (fg+1'g’)+A f(; (fh+h') =< f,g > +A < f,h >donc < .,. >
est linéaire en la seconde variable. Comme le produit des réels est commutatif, la fonction < .,. > est aussi
symétrique donc bilindaire. De plus, si f € E, alors < f,f >= f(: (f2+2) > 0car 0 < 1et f2+f2 > 0. Enfin,
si < f,f >= 0, comme la fonction > + 2 est une fonction positive et continue, on déduit que 2 + 2 = 0 du
fait que \];1 (f2 + '2) = 0. Par conséquent, il vient f> = 0 donc f = 0.

Au final, < .;. > est une forme bilinéaire symétrique définie positive, en résumé un produit scalaire sur E.

a. D’apres le cours sur les équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants, si
fi:x—eXetfy:x—e ¥ onaA=Vect(fi,f2) car Péquation caractéristique associée & cette équation est
z2 —1 = 0 dont les solutions sont +1. Mais ch = % et sh = % d’ou f1 =ch +sh et f; =ch —sh
et on a aussi A = Vect(ch,sh). Comme la famille (ch,sh) est clairement libre, c’est une base de A.

b. Soit f € A et g € E alors < f, g >= j: fg + f()] f'g’ = f()] fg + [f'gl) — j: f"’g par une intégration par
parties facile a justifier donc < f,g >= fol fg + [f'g]d — fol fg = f'(1)g(1) — /(0)g(0) car f € A donc f’ = f.
Comme (sh,ch) € A? et que ch’ = sh et sh’ = ch, la formule précédente nous permet de déterminer les
valeurs de < sh,ch >=ch?(1) —1=sh?(1) et ||ch ||2 = [|sh||2 = sh (1)ch (1) = ez_z‘ie_z = a? avec a > 0.
c. La formule de b. montre quesif € Aet g€ B CE, < f,g >=f'(1)g(1) —f'(0)g(0) = 0 car g(0) = g(1) = 0.
d. A nouveau, si f € H, comme sh € A : < f,sh >=< sh,f >=sh’(1)f(1) —sh’(0)f(0) = ch (1) —ch (1) = 0.
De méme, si f € H, comme ch € A : < f,ch >=< ch,f >=ch’(1)f(1) — ch’(0)f(0) = sh (1).

e. Le projeté orthogonal de f € H sur A = Vect(ch,sh) s’écrit fo = ach + Bsh avec (a, ) € R?. 1l est
caractérisé par les orthogonalités < f — fo,ch >=< f — fp,sh >= 0 ce qui donne, avec les questions b. et e.,
les équations < f—fo,sh >= 0= —a < ch,sh > —p < sh,sh >= —ash?(1)—psh (1)ch (1) donc p = —ath (1)
et < f—fo,ch >=0=sh(1)—a<ch,ch > —B <sh,ch >=sh(1)— ash (1)ch (1) — Bsh (1)2. Apres calculs,
on trouve o = ch (1) et B = —sh (1) donc fo(t) = ch (1)ch (t) —sh (1)sh(t) =ch(t —1).

On constate que ce projeté orthogonal de f sur A ne dépend pas de f. C’est normal car H est un sous-espace

affine orthogonal & A : en effet, on sait déja d’aprés c. que A L B et, si f € E, alors a I’équivalence suivante
FEH = (1(1) = 1, 1(0) = ch (1)) <= (£(1) = fo(1), 7(0) = 0(0)) <= ((f — f0)(0) = (f — fo)(1) = 0) qui
prouve que f € H <= f — fo € B donc H est un espace affine de direction B passant par fo € HNA, ce qu'on
écrit H = fo + B. Si on note p la projection orthogonale sur A, ce qu’on peut définir d’apres le cours car A
est un sous-espace de dimension finie d’un espace préhilbertien, alors p(H) = p(fo) + p(B) = p(fo) = fo car
B C At et fg € A. C’est comme si on projetait une droite verticale sur le plan z = 0, ca donne un point !

f. Pour f € H, en écrivant f = f — fo + fo, comme f — fyp € B et fg € A, on a < f — fy,fo >= 0 donc, par

1
PYTHAGORE : |[f||? = fo (f(t)2 + /(t)?) dt = [|[f — fo||? + [[fo||* = |[fol|* avec égalité uniquement si f = fo.

1 1 1
Sl . _ 2 /()2 N2 2 1(4)2 _ 2 _ 20, 20,
Ainsi: M= Inf [ 5 (f(0)> + /(1)) dt = Min [ ©(()” + 1 (1)%) dt = [[fo]] _fo(ch (t—1)+sh?(t—1))dt.
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Or ch2(t 1) +sh(t — 1) = ch (2(t — 1)) done M = [ ch(2(t — 1))t = Sh(z(;‘”) ;: Shz@).

n
a. Supposons (x1,...,xn) libre et soit (A1, --,An) € R™ tel que Z Akyx = O, alors par hypothese :

n n
|5 Ml = (S Saw) = 5 Adjludu) = 3 Mdylaaley) = 1] 3 A =
i=1 j=1 1<i,j<n 1<i,j<n
n
Ainsi, > Mox = 0g d’ott Ay = -+ = Ay = 0 par liberté de (x1,-++,xn). Alors (y1,---,yn) est aussi libre.
Par symétrie entre les deux familles : (x1,...,xn) est libre si et seulement si (yi,...,yn) est libre.
b. Par exemple si dim(F) = r, quitte & renuméroter les vecteurs, on peut supposer que (x1,---,%;) est une
base de F (et donc que les vecteurs xy41,--,xn sont engendrés par xj,---,%,). Alors on montre comme
précédemment que (yi,---,yy) est libre donc que le sous-espace G = Vect(y1,---,yn) est au moins de

dimension r car il existe dans G une famille libre de cardinal r.
Ainsi, dim(G) > dim(F). Par symétrie, dim(F) > dim(G) et on a enfin dim(F) = dim(G).
La bilinéarité de (.|.) provient de la linéarité des dérivées k-iémes d’un polynome, la symétrie du fait que
n
le produit est commutatif dans R. De plus, si P € Ry[X], on a (P|P) = 3. PXR)(1)2 > 0 et Iéquivalence
k=0

K & PO
(PIP) = 0 <= Vk € [0;n], PF(1) =0 P =) —
k=0 <
car une somme de quantités positives est nulle si et seulement si elles sont toutes nulles) donc (.|.) est aussi
défini positif. Par conséquent, (.|.) est un produit scalaire sur Ry [X].
¢ : P — P(1) est une forme linéaire sur Ry, [X] et elle est non nulle car ¢ (1) = 1. Ainsi, comme par construction

E = Ker(), E est un hyperplan de Ry [X] donc un sous-espace de Ry [X] tel que dim(E) =n+1—1=n.

(X — 1)* = 0 (avec la formule de TAYLOR et

n pk)
SiPeE, onaP= 3} PT'(I)(X —1)* (toujours d’aprés la formule de TAYLOR car P(®)(1) = P(1) = 0) donc
k=1 :
_1)\2 _1\n
E = Vect(X —1,(X—=1)%,--- (X —=1)"). Mais on vérifie sans peine que B = (1,X—1, (X 21) iy (X ']) )
n!

est une base orthonormale de R, [X] pour le produit scalaire (.|.). Ainsi, E = Vect(1)+

|(1|1)|

Le cours nous apprend alors que d(1,E) = 5= =1 (car B est une bon).

On vérifie facilement (classiquement) la symétrie, la bilinéarité et laspect positif de (.|.). De plus, si

n
3 P(ax)? =0, on a Vk € [1;n], P(ax) = 0 (car si une somme nulle de quantités positives est nulle, toutes

les quantités le sont) donc P admet n + 1 racines distinctes alors que deg(P) < n, le cours nous confirme

alors que P = 0. L’application proposée est alors bien un produit scalaire.
Une base orthonormale de E pour ce produit scalaire est la famille (Po, - - -, Py ) des polynomes d’interpolation

@
de LAGRANGE : Py = H X7 car ces polynomes vérifient classiquement Py (aj) = &; k.
j=0 0k — @4
j#k

F ainsi défini est bien un sous-espace vectoriel de E, ¢’en est méme un hyperplan car P € F < (P|1) =0
donc F est le noyau d'une forme linéaire non nulle (P +— (P|1)) et F = Vect(1)* donc F- = Vect(1) = Ro[X].
D’apres le cours, d(X™, F) = [|[X™ —pp(X™)|| ol pr(X™) est le projeté orthogonal de X™ sur F. Sipy(X™) est le
projeté orthogonal de X™ sur F- = Vect(1), on a X™ = pp(X™)+p1(X™) et, ces deux derniers vecteurs étant or-

(X™1)

X" _
thogonaux, [|[X™ —pe(X™)|| = |lp1 (X™)||. Or p1 (X™) = 1 donc d(X™,F) = I( a
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On a P = Vect(n)* en posant n = (1,—2,1) (bien entendu on a pris le produit scalaire canonique pour munir

R d’une structure d’espace euclidien). En notant p cette projection orthogonale, Vv € R3, p(v) = v— |(|V|H% n

dong, siv = (x,y,z), on ap(x,y,z) = (x,y,z)—x;i&(l -2,1) = %(5x—|—2y—z,2x+2y +2z, —x+2y +5z).

5 2 -1
Ainsi, A=Matg__ (p) = % 2 2 2
-1 2 5

a. Si (P,Q) € R[X]?, la fonction t — e *P(t)Q(t) est bien continue sur R, et, par croissance comparée,

on a e 'P(t)Q(t) = o(%) donc l'intégrale (P|Q) converge. La symétrie, la bilinéarité et la positivité se
o0

+oo
montrent classiquement. Si P € E vérifie (P|P) = 0, alors (P|P) = fo e 'P(t)2dt =0 = Vt > 0, P(t) = 0
car t — e 'P(t)? est continue et positive sur R, . P admet donc une infinité de racines, on en déduit que
P = 0 donc que (.|.) est bien un produit scalaire sur E.
n
b. Soit (x1,--,xn) € R™, en notant P = > xX¥, on a f(x1,--+,xn) = |[|[1 — P||? = d(1,P)?. En notant

k=1
H = XRy,_1[X] 'hyperplan de E constitué des polynomes de valuation supérieure ou égale a 1, d’apres le cours

f est minimale en P = pyy(1) ol pyy est la projection orthogonale sur H : l\%inn(f) =d(1,H)? = [[pu(1) — 1]|%.

c. Soit k € [1;n], (X®[1 —P) =0 car P = pp(1) et H = Vect(X,---,X™). Par récurrence ou parce qu’on
+oo .
connait bien la fonction I' ’EULER, on a Vj € [[1;n], fo T pgtketar = IF'G+k+1)=(G+k)!. Ainsi, en

“+oo n
développant (X¥|1) — (X¥|P) =0 = fo tketat — f ™ ajtit e tat, on obtient Kl — 3 aj(j + k)! = 0.
j=1 j=1

. 2 G+K)! L J
On divise par k! et on a1 — 3" a; o =0=1-3% a; [[(k+1) =Q(k) =0.
=1 ' =1 i=1

n
d. Ainsi m = |[1 —pu(1)]|?2 = (1)1 —pu(1)) car pu(1) L (1 —pu(1)) donc m =1 — 3 axk! = Q(0). Or
k=1
n
Q(—1) =1 assez clairement donc, comme Q est de degré inférieur ou égal An, on a Q = « [[ (X — k) et on
k=1
trouve « avec la valeur en —1 d’ot1 Q = bl ﬁ (X —%). Alors m = Q(0) = 1
M+ 1! n+1

n
e Si ap, -+, an ne sont pas distincts deux & deux, par exemple si ap = at, le polynéme P = [ (X — ak)

k=1
n
appartient & E et vérifie > P(ax)? = 0 donc ¢ n’est pas un produit scalaire : il n’y a pas I'aspect défini.
k=0
e Siag,-- ,an sont distincts deux & deux, on vérifie facilement la symétrie, la bilinéarité et ’aspect positif.

De plus, si Z P(ax)? = 0, on a ¥k € [1;n], P(ax) = 0 donc P admet n + 1 racines distinctes alors que

deg(P) < m, le cours nous confirme alors que P = 0. L’application proposée est alors bien un produit scalaire.

e Une base orthonormale de E pour ce produit scalaire est la famille (P, - - -, P, ) des polynémes d’interpolation
n ~

de LAGRANGE : Py = [] X% carces polynomes vérifient classiquement Py (aj) = &; k.
j=0 Ak — @j
jk

e F ainsi défini est bien un sous-espace vectoriel de E, c’en est méme un hyperplan car P € F <= ¢(P,1) =0
donc F est le noyau d'une forme linéaire non nulle et F = Vect(1)+ donc F- = Vect(1) (polynémes constants).
e D’apres le cours, d(X™, F) = [|X™ — pp(X™)|| ot pp(X™) est le projeté orthogonal de X™ sur F. Si py(X™)
est le projeté orthogonal de X™ sur F- = Vect(1), on a X™ = pg(X™) +p1(X™) et, ces deux derniers vecteurs
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" n
étant orthogonaux, |[X™ —pr(X™)|| = [[p1 (X™)||. Or py(X™) = (|)|<1||‘]2)1 donc d(X™,F) = |(X™ 1)

il

=3

n
|20
k=0
+

T
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