TD 15 : ESPACES PREHILBERTIENS

PSI 1 2024-2025 vendredi 17 janvier 2025

OdIT 2013/2014 Centrale PSI planche 12011
Soit Uy, - - -, Uy des parties non vides et 2 a 2 distinctes de [1;n] telles que V(i,j) € [1; p]?, card (U; ny;) = a.
On définit o = card (Uy) pour k € [1;p] et la matrice A € Mp n(R) par ajj = 1sij € U et ajj = 0 sinon.

a. Calculer A*A en fonction de a et o.
b. Que peut-on dire du cardinal de E = {k € [1;p] | a = ock} ?
c. En déduire que A'A est inversible. Montrer que p <

OdIT 2016/2017 CCP PSI planche 21211 abordable dés Ia 1°7¢ année

On munit E = C?([0;1], R) du produit scalaire < f,g >= f; (f(t)g(t) + f'(t)g’(t)) at.

a. Montrer que (ch,sh) est une base de A ={y € E |y’ =y}.

b. Montrer que Vf € A, Vg € E, < f, g >= f'(1)g(1) — f/(0)g(0). Calculer < sh,ch >, ||ch||? et ||sh [|?.
c. Montrer quesi f€ Aet g€ B={y € E|y(1) =y(0) =0}, alors < f,g >= 0.

d. Pour fe H={y € E | y(1) =1, y(0) = ch1}, calculer < f,sh > et < f,ch >.

e. Déterminer les coordonnées dans (sh,ch) du projeté orthogonal de f € H sur A ?

f. En déduire M = Inf f )2+ (t)?) dt.

OdIT 2016/2017 EIVP PSI planche 24511 abordable dés la 1¥7¢ année

Dans un espace E euclidien de dimension n, soit deux familles (x1,...,xn) et (y1,...,yn) de vecteurs de E
et F = Vect(x1,...,xn) et G = Vect(yi,...,yn). On suppose que V(i,j) € [1;n]?, (xilxj) = (yily;).

a. Montrer que (x1,...,xn) est libre si et seulement si (y1,...,yn) est libre.

b. Montrer que F et G sont de méme dimension.

Mines PSI 2018 Lucie Jandet 11

a. Montrer que 6 : (M,N) € M, (R)? > Tr (*MN) est un produit scalaire sur M, (R).
b. Montrer que H = {M € M, (R) | Tr (M) = 0} est un sous-espace vectoriel de M;,(R) et donner dim(H).
c. Calculer d(J,H) si ] = (1)1<i,j<n € Mn(R).

Mines PSI 2018 Charlotte Nivelle II

Soit E un espace euclidien, un entier p € N* tel que p < dim(E) et (vi)1<k<p une famille de vecteurs de E.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

P P
i) WeEE [[X)?= Y (xjw)? (i) Vx€EE x= Z (x[vi)vie  (iil)  (v1,---,vp) est une b.o.n. de E

Centrale Mathsl PSI 2019 Mathis Chénet

a. Soit E un espace préhilbertien réel. Rappeler 'inégalité de BESSEL.
Soit a et b deux réels tels que a < b, E = C%([a;b], R) et K : [a;b]> — R une fonction continue.

b
Pour f € E, on définit T(f) = g : [a;b] = R par Vx € [a;b], g(x) = fa K(x,y)f(y)dy.

b
b. Montrer que ¢ : (u,v) — f u(t)v(t)dt définit un produit scalaire sur E.
a

c. Montrer que T est un endomorphisme de E.
Prenons A € Sp(T) et (f1,.. fp) une famille orthonormée de Ex(T).

d. Montrer que Vx € [a;b], )\2 f K(x,y)?dy.



Centrale Maths] PSI 2021 Paul Jais

Soit @ : R — R définie par ®(x) = e et (.].) défini sur R[X] par (P|Q) = f+oo P(x)Q(x)e*"2 dx.

a. Montrer que ® est de classe C*™ sur R et que, pour tout entier n, il existe flon polynome réel P, tel que
Vx € R, &M (x) = P, (x)®(x). Quel est le degré de P, ?

b. Montrer que (.|.) est bien un produit scalaire sur R[X].

c. Montrer que la famille (P )nen est orthogonale.
d. Montrer que P,, n’admet que des racines réelles simples pour tout n € N*.

Mines PSIT 2021 Robin De Truchis I
Déterminer la matrice dans la base canonique de R3 de la projection orthogonale p sur le plan P : x+y-+z = 0.

+oo
Centrale Mathsl PSI 2023 Maxence Prieur On pose < P,Q >= Y. PX)(1)Q()(1) pour (P,Q) € (R[X])2.
K=0

a. Montrer que < ., . > définit un produit scalaire sur R[X].
b. Soit n € N, montrer que ((X - ])k)ke[[O'n]] est une base orthogonale de Ry [X].

c. Déterminer (R,[X])*.

15.10| Centrale Mathsl PSI 2023 Marie-Lys Ruzic

—1 1 —1 1

Soit u ’endomorphisme canoniquement associé a A= | 0 —1 1 |,B= [ 1| € M3,1(R) et le vecteur
1 0 0 1

b= (1,1,1) € R3 associé & B. Pour x € R3, on lui associe canoniquement le vecteur colonne X € M3 1(R).

On définit 'application f : R3 — R pas f(x) = |Ju(x) — b]|*.

a. L’équation AX = B d’inconnue X € M3 1(R) admet-elle une solution ?

b. Montrer que f admet un minimum global sur R3.

c. Ce minimum est-il atteint en un unique point de R3 ?

d. Montrer I’équivalence entre (i) : w(x) —b € (Im (u))* et (ii) : ATAX =ATB.

e. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f admette son minimum en x € R3.

15.11| CCP PSI 2019 et CCINP PSI 2023 Perrine Hoffmann II et Paul-Antoine Baury-Carpentier I

Soit @ : Mz(R)? — R définie par ¢(A,B) =Tr (ATB) et ¥ = {M = <“b z) ’ (a,b) € RZ}.
a. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur Mz (R).

b. Montrer que ¥ est un sous-espace vectoriel de Mz (R). Exhiber une base orthonormale de ¥+.

11

c. Trouver la distance de la matrice M = <] 1

)éEl. Et cellede M & X ?

15.12| CCP PSI 2018 et CCINP PSI 2023 Benoit Souillard I et Rémi Darrieumerle II
“+oo

2 . . +oo 2
a. Calculer I, = f t"e~ ' dt en distinguant selon la parité de n. On donne f et dt = /m

—o0 —o0
—+oo
b. Montrer que ¢ : (P,Q) — ﬁ f, P(t)Q(t)e’tz dt est un produit scalaire sur R[X].
c. Déterminer d(X3, Ry[X]).
15.13 | CCINP PSI 2023 Marius Desvalois II

n n n
Soit n € N*, soit (.].) : Ry[X]? — R définie par (P|Q) = 3 axbr siP = > axX¥ et Q = 3 bixk.
k=0 k=0 k=0
a. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur Ry, [X].

b. Calculer d(1,H) on H = {P € Ry[X] | P(1) = 0}.



