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e Si a =0, les parties Uy, - -, U, sont disjointes et non vides donc Vk € [1;p], card (Uy) > 1 et, comme on
P
a clairement Uy U---U U, C [1;n], il vient p < > card (Ux) <n d’ott p < n.
k=1

e De méme, si p =1, alors Uy C [[1;n] donc n > 1 car Uy est non vide donc p =1 < n.

On peut donc supposer dans la suite que 'on a a > 0 et p > 2.
a. Notons la matrice B = A'A = (bij)i<ijen € Mn(R). Par définition du produit matriciel, pour

n
(i,j) € [5n]%, bi; = Y aikajk car la case (k,j) de *A contient ajx. Or, par définition de A, on a
k=1
aij = Ty, (j) ce qui donne, puisque l’'on sait que Tu,nu; = Ty, Ty, sur les fonctions indicatrices, la relation
n n
bij = > ﬂui(k)ﬂuj (k) = > Tu;nu; (k) = card (Ui N Uj). D’apres 1’énoncé, by ; = card (Ui N Uj) = asi
k=1 k=1
o] a e a
i#j et by = card (U; NUy) = card (U;) = «; sinon. Par conséquent, B = C_l
a -+ a on
b. Si card (E) > 2, 3(i,j) € [1;p]* tel que i #j et a; = aj = a donc card (U;) = card (U;) = card (U; N Uj)
ce qui impose U; = U;j = U; NU;j (car Uy NUj C U; et on a égalité des cardinaux donc Uy = U; N'Uj par
exemple) contrairement & 'hypothése. Ainsi, on en déduit que card(E) < 1 donc card (E) € {0,1}.

c. Méthode 1 : Soit X € My, 1(R) tel que X € Ker(A'A), alors A'AX = 0, on considére classiquement

n n P
EXATAX et il vient *XATAX =0 = > xx (ockxk + X axi) = xk((ock —a)xk+ Y. axi). On obtient
k=1 I<isn k=1 i=1
i#k

P 2 p P
donca( Zxk> + > (ak—a)xt =0 = ( xk = 0 et Vk € [1;p], (ockfa)xizo) car o —a > 0 puisque
k=1 k=1 k=1

Uk MUy C Uy sii## k. Or un seul des o — a peut étre non nul donc tous les xi sauf au plus un doivent
étre nuls et comme leur somme est nulle : ils sont tous nuls ! A'AX = 0 => X = 0 et I’endomorphisme
canoniquement associé & A'A est injectif donc est inversible puisqu’on est en dimension finie. En fait, on
a établi que (X,Y) — 'XA'AY est un produit scalaire. On verra plus tard dans Pannée que la matrice *tAA
s’appelle une matrice symétrique définie positive.

Méthode 2 : on peut aussi calculer det(A*A) par multilinéarité sur les colonnes en décomposant chaque
colonne C; de A comme la colonne V, ne contenant que des a et celle contenant des 0 partout sauf en ligne j ott
on a aj —a. On pose donc, pourj € [1;p], Cj = Vqa+Dj ou*Vq = (a,---,a) et *Dj = (0,--+,0,xj—a, 0, - -,0).
On développe det(A'A) = det(Dq,---,Dp) + det(Va, D2, -+, Dp) + -+ + det(Vqa, -+, Vq) (somme de 2P
déterminants) mais dés que dans un déterminant il y a 2 fois le vecteur Vg, celui-ci est nul par alternance.
Or, en développant par rapport a la j-ieéme ligne ou en voyant cette matrice comme une matrice triangulaire

par blocs avec un bloc en haut a gauche de taille j xj ou en effectuant les opérations Vi # j, Ly <— Li—L;j, ona

p p p
det(D1,D;_1,Va, Dyi1,- -, Dp) = a [ (i —a) et on conclut det(A*A) = [] (ax—a)+ 3 a ] (a5—a) > 0
k

=1 k=1 k=1 j#k
k#j 7



car Vk € [[1;p]], ax — a = 0 et qu’il ne peut exister au plus qu'un entier k tel que ox — a = 0.

n
Méthode 3 : on peut résoudre le systéme linéaire *AAX = 0 qui s’écrit Vi € [1;n], (i — a)xi +a >, xx = 0.

k=1
n
Puisqu’on a imposé a #0,onas = > xx = — i — 4y;. Traitons deux cas :
k=1
n
esiVie [1;m], ai > a, alors x; = ——%— sont de signe opposé & s. Mais comme s = > xi, on a
Xy —a i=1
forcément s =0 =x7 = --- = xp,.
9e . . _ _ . . R as _
e ¢'il existe un seul k € [[1;n] tel que ax = a, on a s = 0 donc Vi € [1;n] \ {k}, xi = ——— =0

—a
donc xx =s=0et on aaussix; =-+-=xn =0.

On a prouvé dans les deux cas de la question b. que X =0 si *AAX = 0 donc Ker(*AA) = {0}.

Quelle que soit la méthode, A'A inversible donc p = rang (A'A) < rang (A) < n.

Méme si ce n’est pas explicitement demandé, il faut vérifier que (f, g) —< f, g > est un produit scalaire sur

E = C?([0;1], R). Pour (f,g) € E2, fg + f'g’ est continue sur le segment [0;1] donc < f, g >= f; (fg+ f'g’)
existe. De plus, pour (f,g,h) € E> et A € R, par linéarité de la dérivation et de I'intégrale, on a la relation
< f,g+Ah >= fo] (F(g+Ah)+ (g +AR)) = fol (fg+1'g’)+A f()] (fh+f1) =< f,g > +A < f,h >donc < .,. >
est linéaire en la seconde variable. Comme le produit des réels est commutatif, la fonction < .,. > est aussi
symétrique donc bilinéaire. De plus, si f € E, alors < f, f >= f(: (f2+2) > 0car 0 < 1 et f2+f2 > 0. Enfin,
si < f,f >= 0, comme la fonction > + 2 est une fonction positive et continue, on déduit que 2 + 2 = 0 du
fait que fol (f2 + '2) = 0. Par conséquent, il vient f> = 0 donc f = 0.

Au final, < .;. > est une forme bilinéaire symétrique définie positive, en résumé un produit scalaire sur E.

N

a. D’apres le cours sur les équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants, si
f1:x—>eXet fa:x— e ™ onaA = Vect(fy,fz2) car I'équation caractéristique associée a cette équation est
z> —1 =0 dont les solutions sont £1. Mais ch = % et sh = % d’on f1 = ch +sh et f, =ch —sh
et on a aussi A = Vect(ch,sh). Comme la famille (ch,sh) est clairement libre, c’est une base de A.

b. Soit f € A et g € E alors < f, g >= f; fg + f(: f'g’ = f()] fg + [f'gl) — f()] f’g par une intégration par
parties facile & justifier donc < f, g >= fo] fg + [f'g]d — f(: fg =f'(1)g(1) — f(0)g(0) car f € A donc " = f.
Comme (sh,ch) € A? et que ch’ = sh et sh’ = ch, la formule précédente nous permet de déterminer les
valeurs de < sh,ch >=ch?(1) =1 =sh?(1) et ||ch||?> = ||sh||?> = sh (1)ch (1) = 62747672 = a? avec a > 0.
c. La formule de b. montre quesif € Aet g€ B CE, < f,g >=f'(1)g(1) —'(0)g(0) = 0 car g(0) = g(1) = 0.
d. A nouvean, si f € H, comme sh € A : < f,sh >=< sh,f >=sh’(1)f(1) — sh’(0)f(0) = ch (1) — ch (1) = 0.
De méme, si f € H, comme ch € A : < f,ch >=< ch,f >=ch’(1)f(1) — ch'(0)f(0) = sh (1).

e. Le projeté orthogonal de f € H sur A = Vect(ch,sh) s’écrit fo = ach + psh avec («, ) € R?. 1l est
caractérisé par les orthogonalités < f — fo,ch >=< f — fp,sh >= 0 ce qui donne, avec les questions b. et e.,
les équations < f—fo,sh >= 0= —a < ch,sh > —p < sh,sh >= —ash?(1)—psh (1)ch (1) donc p = —ath (1)
et < f—fp,ch >=0=sh(1)—a<ch,ch >—B <sh,ch >=sh(1) — ash (1)ch (1) — Bsh (1)2. Apres calculs,
on trouve o = ch (1) et B = —sh (1) donc fo(t) = ch (1)ch (t) —sh (1)sh(t) =ch (t —1).

On constate que ce projeté orthogonal de f sur A ne dépend pas de f. C’est normal car H est un sous-espace

affine orthogonal & A : en effet, on sait déja d’aprés c. que A L B et, si f € E, alors & I’équivalence suivante



feEH < (f(1) =1, f(0) =ch (1)) < (f(1) = f5(1), f(0) = f0(0)) <> ((f — f0)(0) = (f — f0)(1) = 0) qui
prouve que f € H <= f — fo € B donc H est un espace affine de direction B passant par fo € HNA, ce qu’on
écrit H = fp 4+ B. Si on note p la projection orthogonale sur A, ce qu’on peut définir d’apres le cours car A
est un sous-espace de dimension finie d’un espace préhilbertien, alors p(H) = p(fo) + p(B) = p(fp) = fo car
B C At et fo € A. C’est comme si on projetait une droite verticale sur le plan z = 0, ¢a donne un point !

f. Pour f € H, en écrivant f = f — fo + fo, comme f — fyp € B et fg € A, on a < f — fg,fo >= 0 donc, par

1
PYTHAGORE : |[f||? = fo (f()2 + £/(t)%) dt = ||f — fo|* + [[fo]|* = [|fol|* avec égalité uniquement si f = fo.

Ainsi : Inff 24 (1) )dthmf )2+ f(1)2) dt = ||f0||2:L1(ch2(t—1)+sh2(t—1))dt.

Or ch2(t — 1)+ sh2(t—1) = ch (2(t — 1)) oloncmzfo1 ch (2(t —1))dt = [Sh(z(;‘”)};: Shz(z).

n
a. Supposons (x1,...,xn) libre et soit (A1, -+, An) € R™ tel que > Axyk = Og, alors par hypothese :
k=1

mn
I 21 Ay = (Z Ay Z 7\;9;) = AN il = X MAj(xilxg) =] Z Mexi| |2 =
k= j i

1<ijsn I<hj<n
n

Ainsi; > Mex = 0g d’olt Ay =+ -+ = A,y = 0 par liberté de (x1,--+,xn). Alors (y1,---,yn) est aussi libre.

k=1
Par symétrie entre les deux familles : (x1,...,%xn) est libre si et seulement si (y1,...,yn) est libre.
b. Par exemple si dim(F) = r, quitte & renuméroter les vecteurs, on peut supposer que (x1,--+,%;) est une
base de F (et donc que les vecteurs x;y1,---,xn sont engendrés par xi,---,x;). Alors on montre comme
précédemment que (yi1,---,yr) est libre donc que le sous-espace G = Vect(yy,--,yn) est au moins de

dimension r car il existe dans G une famille libre de cardinal r.

Ainsi, dim(G) > dim(F). Par symétrie, dim(F) > dim(G) et on a enfin dim(F) = dim(G).

a. Soit (U, V,W) € (Mn(R))? et A € R, alors par linéarité de trace, 6 est linéaire en la seconde variable car
O(U,V +AW) = Tr (*U(V +AW)) = Tr (*UV + AtUW) = Tr (*UV) +ATr (*uw) = (W, V) + A0(U, W). De
plus, puisque 8(N,M) = Tr (*NM) = Tr (*(*NM)) = Tr (*MN) = 8(N, M) car la trace d’une matrice carrée
est égale a celle de sa transposée, 0 est symétrique donc c’est une forme bilinéaire symétrique.

Soit M = (myj)1<ij<n € Mn(R), on calcule classiquement 6(M,M) = _ m2 donc (M, M) > 0 et,

1<i,j<n
comme une somme de termes positifs est nulle si ces termes sont tous nuls, on a I’équivalence suivante :

0(M,M) = 0 <= V(i,j) € [1;n]?, m{; =0 <= V(i,j) € [1;n]% mij =0 <= M = 0. Ainsi, 0 est définie
positive. Au final, 0 est bien un produit scalaire sur M, (R) (c’est le produit scalaire canonique car la base
canonique est une base orthonormée pour ce produit scalaire).

b. La trace est une forme linéaire non nulle car Tr (In) = n # 0 donc H = Ker(Tr ) est un hyperplan de
2.

Mn (R) donc un sous-espace vectoriel de dimension n

c. H={M € Mn(R) | 8(I,, M) = 0} donc H = Vect(I,,)* par définition. Or d(J,H) = ||] — p(J)|| d’apres le

cours si p désigne la projection orthogonale sur H. Or | = J— 0(,1 ) + 00, In |2) I, avec 0(,In I, € Vect(In)

NG n [[In| |\In||2
et 1~ Wy, e Hdone p() =1 — S I)n, ainsi, agr,m) = || S0y, || = -0 1) = v
[[Tn ] [[Tn || [[Tn || [[Tn ||



(iii) = (ii) et (iii) == (i) sont des formules du cours.

(i) => (iii) soit F = Vect(vy,---,vp) et x € F1, alors d’apres la relation (i) appliquée a ce x, on a [[x||* =0
donc x = Og. Par conséquent FX = {0g} donc F = (F+)* = E. Ainsi (v1,---,vp) est génératrice donc
p = dim(E). Comme p < dim(E) par hypothese, il vient p = dim(E) et (v1,---,vp) est une base de E. Soit

P P
j € [15p], alors [[vi||> = 3 (vilvi)? = [lv;l|* + 2 [vik)? = [[vj]|* donc [|vj|| < 1. Soit aussi I'hyperplan

K]
Hj = Vect (vk) de E et nj I'un des deux vecteurs unitaires dans la droite HjL. Si on applique (i) a nj,
SKkSP
k)
1= (nlv;)?. Or 1= (njlv;)? < |Ingl|?|[vi||* = |]v;|]* < 1 d’aprés CAUCHY-SCHWARZ donc |[vj|| = 1. On a
donc [(nj|vs)| = |Inj]||[vj|] = 1 ce qui assure par le cas d’égalité dans CAUCHY-SCHWARZ que vj et nj sont
colinéaires donc que v; est orthogonal a tous les autres vecteurs de la famille (vq,---,vp). Ceci est vrai pour
tout j € [1;p]l, (v1,---,vp) est bien une base orthonormée de E.
P
On pouvait aussi dire, une fois prouvé que ||vj|| = 1, en reprenant la formule ci-dessus, que > (vj|vk)~0 car
k=1
K#)
[[vi||* = []vj]|*> = 1 donc que Vk € [1;p] \ {j}, (vjlvk) = 0 avec la méme conclusion.

(ii) = (iii) L’hypothese (ii) nous apprend que (v1,---,vp) est génératrice dans E donc p > dim(E). Comme
p < dim(E) par hypothese, voici que B = (v1,---,vp) est déja une base de E. Soit j € [[1;p], si on applique (ii)

P
avj,vi = > (vj|[vk)vk ce qui donne, en identifiant dans la base B : ||v;||? =1 et Vk € [1;p]\ {i}, (vjlvk) = 0.

Comme ceci est vrai pour tout j € [1;p], (v1,---,vp) est bien une base orthonormée de E.

On a bien montré I’équivalence des trois assertions avec ce qui précede mais on pouvait aussi, plutot que de
démontrer que (ii) = (iii), montrer que (ii) = (i) de la maniere suivante :

P
(ii) = (i) Soit x € E, qu’on écrit par hypothese x = > (x|vi)vk alors, par linéarité & gauche du produit
k=1

P P P
scalaire, [[x||2 = (x|x) = (x‘ > (x|vk)vk> = 3 (xvi) (x|vk) , ce qui donne bien ||x||2 = 3 (x|vi)2.
k=1 k=1

a. Soit E un espace préhilbertien réel, (eq,- -, en) une famille orthonormale de E et x € Eun vecteur, alors

n
l'inégalité de BESSEL stipule que > (ex|x)? < ||x||%.

b. Si (u,v) € E2, la fonction uv est continue sur les segment [a; b] donc ¢ (u,v) existe et la fonction ¢ est donc

bien définie. De plus, par linéarité de I'intégrale, on montre facilement la bilinéarité de ¢. Comme uv = vu,
¢(u,v) = @(v,u) donc ¢ est déja une forme bilinéaire symétrique. Si u € E, @(u,u) = fab u?(t)dt > 0 car
a < b par hypothése. De plus, si ¢(u,u), comme u? est positive et continue, un théoréme du cours montre
que u? = 0 sur [a;b] donc que u = 0. On a bien établi aspect défini positif.

En conclusion, ¢ est une forme bilinéaire symétrique défini positive : ¢ est un produit scalaire sur E.

c. Sif€Eetx€[a;b], la fonction hy : y — K(x,y)f(y) est continue par produit sur le segment [a;b] car f
et K sont continues sur leurs ensembles de définition. Ainsi, g(x) est bien défini : T est donc bien définie.
La linéarité de T provient & nouveau de la linéarité de l'intégrale. Reste & montrer que g = T(f) € E,
définissons donc h : [a;b]? — R par h(x,y) = K(x,y)f(y) :

e Yy € [a;b], x — h(x,y) est continue sur [a;b] par continuité de K sur [a;b].



o Vx € [a;b], y — h(x,y) = hx(y) est continue et intégrable su [a;b] (déja vu).
e Y(x,y) € [a;b], en notant M; = [T(\ﬁg]§ K| et My = %%TM qui existent par les deux formes du
théoreéme des bornes atteintes (fonction de une ou deux variable respectivement sur un segment de R
(pour f) ou un compact de R? (pour K)), on a |h(x,y)| = [K(x,y)||f(y)| < M1M2 = @(y) et ¢ est bien
str intégrable sur [a;b].

On en conclut donc par le théoréme de continuité sous le signe somme que g = T(f) est continue sur [a;b]

donc que T(f) € E. Ainsi, T est bien un endomorphisme de E.

d. Méthode 1 : il est logique d’appliquer I'inégalité de BESSEL. Soit x € [a;b] et Ky : [a;b] — R telle

que Ky(y) = K(x,y). Alors, Ky € E car K est continue sur [a'b]z et, d’apres a., comme (fy,---,fp) est
P

orthonormale, Y (fi[Kx)? < [|Kx||>. Or (fx|Ky) f fi(Y)K(x,y)dy = T(fi)(x) = (AMf)(x) car fi € Ex(T).

P
Ainsi, on parvient & A% Y f2(x) < [|K«||* = f K(x,y)?dy comme attendu.
k=1 @
P
Méthode 2 : soit x € [a;b], posons f = ) fi(x)f;. Comme E5(T) est un sous-espace de E et que (f1,...,fp) est
i=1
b
une famille de fonctions de Ex(T), on a f € Ex(T) donc T(f) = Af. Ainsi, Af(x) = T(f)(x) = f K(x,y)f(y)dy.
a
P P 2 b 2
Or f(x) = Y. f?(x) par définition donc, en élevant au carré, on a 7\2( > ff(x)) = <f K(x,y)f(y)dy) .
=1 i=1 a
' b 2 "o b
Par 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, il vient (f K(x,y)f(g)dy) < (f K(x,y)zdy> (f fz(y)dy>. Mais
a a a
b 2 P
f 2 (y)dy = ||f|]* = ~(x)fi = > f2(x) car est une famille orthonormée de E. Ainsi, on a
i=1

( zi: ) (f K(x,y) dy) ( i f2 ) . On distingue alors deux cas :

o si Z 2(x) = 0, I'inégalité A2 Z 2(x) f K(x,y)*dy est claire.
i=1

P b

e si f2(x) > 0, on divise I'inégalité ar fz et on obtient A? fz K(x,y)2d
> 1t ) g p Yy
P a

i=1

On a bien montré que Vx € [a;b], ?\2 f K(x,y)?

1.

a. La fonction ® est de classe C* sur R par composition. Effectuons une récurrence sur n € N.

2

Comme ®'(x) = —2xe D" (x) = (4x* —2)e ™ et " (x) = (—8x> + 12x)e*xz, on conjecture que Py, est un

polynéme de degré n et de coefficient dominant (—2)™.

e Sin=0, 20 (x) = d(x) = Po(x)®(x) avec Py = 1 et deg(Po) = 0 et dom(Po) = 1.

e Soit un entier naturel n tel que ®™ (x) = P, (x)®(x) avec un polynéme P, de degré n et de coefficient
dominant (—2)™. Comme ®'(x) = —2x®(x) et que M1 (x) = (&™) (x))’, en posant Py 11 = P/, — 2XPy, il
vient @+ (x) = (P (x)®(x)) = PL(x)®(x) —2xPn (x)®(x) = (Ph (x) —2xPn (x))®(x) = Pni1(x)®(x). Comme
deg(P,) < n et deg(XPn) =n+1, on a donc deg(Pn11) =n+1 et dom(Pry1) = —2dom(P,) = (=2)"F1.
Par principe de récurrence, Vn € N, 3P,, € R[X], ™) = P, ® avec deg(P,) =n et dom(P,,) = (—2)™.

On peut aussi montrer par récurrence que le polynome P, a la parité de n.

b. L’application (.|.): (R[X])> — R définie par ¥(P,Q) € (R[X])?, (P|Q) = f_—:O P(x)Q(x)e_XZ dx est bien

définie car la fonction f : x — P(><)Q(x)e”‘2 est continue sur R pour (P,Q) € (R[X])? et que, par croissances



comparées, on a f(x) = o(iz). En effet, c’est clair si PQ = 0. De plus, si PQ # 0, en notant r = deg(PQ),
x

+oo

+2 ,—x

on a P(x)Q(x) = 0 e=*" = 0. Cette application (.].) est clairement bilinéaire

(par linéarité de l'intégrale), symétrique (par symétrie du produit dans R) et positive (par positivité de

(x") et on sait que lim x"
x—£oo

l'intégrale) car x — Pz(x)e*"2 est positive sur R pour P € R[X]. De plus, si P € R[X] tel que (P|P) =0, la
“+oo

fonction g : x — P2(x)e " est continue et positive sur R, ainsi f g(x)dx = 0 implique g = 0 sur R ce
—00

. 7 . —_— 2
qui prouve que tous les réels x sont racines de P car e™* > 0. Alors, P = 0.

Ainsi, (.].) est une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc un produit scalaire sur R[X].

+o0 +oo
c. Soit (n,m) € N? tel que n < m. (PulPm) = [ Pu(tPm(etat = [ " Py(@™(t)dt. On

effectue une premiere intégration par parties en posant u = Pn et v : t — ®M=(t) = P, (t)e_t2
(car m > 1) qui sont de classe C! sur R qui vérifient lim u(t)v(t) = Um Pn(t)Pm_1(t)e’t2 = 0 par
t—+oo t—+oo
+oo
croissances comparées, ainsi (P |Py) = — f P/ (t)®(Mm=1)(t)dt. On continue pour montrer par récurrence
— 00

+oo
que Vk € [0;n], (Pn|Pm) = (=1)¥ f, ple) (t)®(m~¥)(t)dt. Ainsi, en prenant k = n, on obtient la relation
“+oo
(Pn|Pm) = (=)™ f_ &n)(t)q)(m_“) (t)dt. Or Py, étant de degré n et de coefficient dominant (—2)™, on a

—+oo
M = (=2)™n! ce qui donne (Py|Py) = 2™n! f_ M=) (t)dt = 2™l [@M =D ()T =0 carn+1<m

. (m—-n—1) _ . _¢2 _ . /
et lim D (1) MM Pno (t)e 0 par croissances comparées.
Ainsi, la famille (Py)nen est orthogonale. On peut faire mieux, avec les mémes calculs, pour n = m € N,
+ +
on a [[Pn][2 = (PalPn) = 2! [ @M m(m)dt = 2l [ e Pt = 2Mnly/w done [[Py]| = /2M /R
— 00 —o0

Py

/2" n!y/m

d. Méthode 1 : soit r le nombre de racines réelles distinctes de P, ayant une multiplicité impaire dans Py

(classique intégrale de GAuss) donc la famille ( > est une base orthonormale de RI[X].
neN

>

et a1 < -+ < oy ces racines. On pose Qn = [] (X — ox). Supposons que Q,, € R,_;[X]. La famille
k=1

(Po,-++,Pn_1) est une famille de polynémes de R, _1[X] de degré échelonnés, elle est donc libre donc c’est

une base de Ry,_1[X]. Ainsi, on aurait Q,, = nf APr dott (P1|Qn) = <Pn‘ nz_:] AkPk> = ni] Ak(Pn|Px) =0
d’apres c.. Par construction, les racines de ll;ian sont complexes ou réellgszgle multipli]é;c% paire (car on
a rajouté 1 a la multiplicité de ax dans P,, en multipliant par Q, et on n’a rien changé a la multiplicité
des autres racines). Ainsi, le polynéme P, Q;, garde un signe constant sur R et il n’est pas nul, ainsi la
fonction t — Pn(t)Qn(’c)e_tz est continue, positive et non nulle sur R. On sait d’apres le cours qu’alors on
a (Pn|Qn) = fj: Pn(t)Qn(t)e_tz dt > 0 : c’est absurde ! On en déduit que deg(Qn) = n. Comme les n
racines de Qy sont racines de Py, et que deg(Pn) = n, d’apres le cours, P, = (—=2)™"Qn,.
Ainsi, comme attendu, P, n’admet que des racines réelles simples !
Méthode 2 : pour montrer que P, n’admet que des racines réelles simples, on va éliminer les autres cas :
e si P,, admet une racine réelle « de multiplicité paire 2p > 2 ou impaire 2p + 1 > 3, on définit U, par
Pn = (X — «)?PU,. Comme pour la méthode 1, puisque deg(Un) =n —2p < n —1, 0on a (Py|Uy) = 0.
Or PoUy, = (X — a)2PU2 donc (Pp|Uy) = ff;(t — q)2PUp (1)2e dt > 0 car t — (t — o) 2PUy (1)2e Y
est continue, positive et non nulle. NON !

e si P, admet un facteur irréductible de degré 2 dans R[X], de la forme X2 + aX 4+ b avec a et b



réels et a? — 4b < 0, on définit Vy, par P, = (X?> + aX + b)V,. Comme avant (P,,|Vy) = 0 car on a
+o0

deg(Vp) =n—2<n—1. MaisVx € R, x> +ax+b > 0et (P,|Vn) = f (tz—l—at—l—b)svn(t)ze_tz dt >0
—o0

car t — (t2 + at + b)SVn(t)ze*tz est continue, positive et non nulle. NON !

Ainsi, P, n’a que des racines réelles simples comme annoncé.

Pn e—tz/2

\/2™n!y/m

étant la famille des fonctions d’onde des états propres de l'oscillateur harmonique quantique.

La famille des fonctions (Y )nen U ¥y @ t est utilisée en physique quantique comme

Méthode 1 : un vecteur normal au plan P est le vecteur unitaire vz = \i@(l, 1,1) et on peut prendre la base

orthonormée B = (v1,v2,v3) de R3 en prenant v; = %(1,—1,0) et vy = %(1,1,—2). Par définition de

1 S I
1o o V2o Ve V3
1 1 1
p,onaD=DMatg(p)=|(0 1 0. SionnoteO= V2 Ve V3 la matrice de passage de la
00 0 >
O = L.
Ve V3

base canonique can = (e7, ez, e3) a la base B, on sait que la matrice de A de p dans la base canonique vaut

A = Mat cqn(p) = O7'DO. Mais comme O est la matrice de passage entre deux bases orthonormées, on a
2 -1 -1
O orthogonale donc O~! = 0. Ainsi, A = 'ODO = % —1 2 —1 ] aprés calculs.
-1 -1 2
Méthode 2 : soit q : v — v — (v|n)n avec n un vecteur normal unitaire de P. Alors q(n) = n — ||n||*n =0
et q(v) =vsiv L n. Ainsi, comme q est linéaire par bilinéarité du produit scalaire et coincide avec p sur P
et en n = v3, on en conclut que p = q. Comme p(ey) = ey — (e1]|v3)vs = (1,0,0) — %(1,1,1) = %(2,71,71),
1

plez2) = ex—(eafvz)vs = (0,1)0)—§(1)1,1) = (=1,2,-1) et p(e3) = e3 —(e3|v3)v3 = %(—]»—1»2) de méme,

W =

2 -1 -1
on en déduit & nouveau que A = Mat cqn(p) = 1§ -1 2 -1
-1 =1 2

—+oo
a. Pour (P,Q) € (R[X])?, la somme 3. PX)(1)Q¥)(1) est finie puisqu’en notant d = Max(deg(P), deg(Q)),
k=0

Yk > d, PR (1) = QM) (1) = 0. Ceci assure I'existence de < P,Q >. Soit (P,Q,R) € (R[X])? et (A,n) € R? :

+oo +0o0
Symétrie : < P,Q >= Y PI(1)QM (1) = 3= QMM)PH (1) =< Q,P >.
k=0 k=0

—+oo —+oo
Bilinéarité : < AP+puQ,R >= > AP +puQ)M(MRM (1) = 3= AP (1) + uQ™® (1))RM) (1) par linéarité de la
k=0 k=0

+o0o +oo
dérivation, d’ott < AP 4+ uQ,R >=A > PE(NRM (1) + 1 3> QW (1)RM (1) =A < P,R > +u < Q,R > donc
k=0 k=0

< ., . > est linéaire en la premiere variable donc, par symétrie, aussi en la seconde.

2

+oo
Aspect défini positif : < P,P >= > (P(k)(1)) > 0 et, si < P,P >= 0, comme la somme d’une somme de

quantités positives n’est nulle que s’ils sont tous nuls, on a Vk € N, P(k)(l) = 0 donc, avec la formule de

+oo p(k)
TAYLOR, P = > P7(])(X -k =o.
n=0 k!
Par conséquent, < ., . > définit bien un produit scalaire sur R[X].

|
b. Si on pose P, = (X —1)P pour p € N, on a P](Dk) =0sik>pet Pl(,k) = P __(Xx-1)P ¥ sike[o;p]

(=%



+oo
Ainsi, si (p,q) € N2 et p<q,ona<Pp,Pq>= > Pl(?k)(1)Pék)(1) = P](Dp)(l)ng)(l) + P](;q)(1)qu)(1) =0 car
k=0

ng)(]) = P](gq)(l) = 0. Ceci montre que la famille (P, )pe v est une famille orthogonale de R[X]. En particulier,
B = (Po, -+, Pn) est une famille orthogonale de R, [X] donc elle est libre car elle ne contient par le polynéme
nul. De plus, comme son cardinal vaut n + 1 = dim(R,[X]), on en déduit que B = (1,X — 1,---, (X — 1))
est une base orthogonale de Ry, [X].

c. Comme R, [X] est un sous-espace de dimension finie dans I'espace préhilbertien R[X] muni du produit

scalaire < ., . >, ce sous-espace admet un supplémentaire d’apres le cours.
+oo
(C) Soit P = Y ap(X—1)P, comme Vk € [0;n], Vp > n+1, < (X —1)% (X —1)P >= 0, on a donc
p=n+1

< P, (X — 1)¥ >= 0 par linéarité du produit scalaire selon la premiere variable donc P € (R, [X])*. Ainsi, on
a Dinclusion Vect((X —1)* | k >n) C (Rn[X])*.

+oo )
(D) Réciproquement, soit P € (Ry[X]): quion écrit P = 3 ap(X — 1)P avec ap = PT(]) d’apres la
p=0 :
formule de TAYLOR. Puisque Vk € [0;n], < (X —1)%P >= 0 = ay|[(X — 1)¥||?, ceci impose ax = 0 donc
+oo
P= > ap(X—1)P. Ainsi, on a I'inclusion (Rn[X])* = Vect((X — 1)* | k > n).
p=n+1
Par double inclusion, on a Vect((X — 1)* | k > n) = (Rp[X])*.
+oo p(k) n p(k) too  p(k)
Ainsi,si P € RX],onap= 3 P Wxope— 3 P qpey 5% P qyx — quyr drapres
k=0 K k=0 K k=nt+1 K
) o n P(k)(1) 5 +o0 p(k)(]) X L
la formule de TAYLOR si on définit Q = o (X=1)* e Ry[X]etR= > o (X=1)k e (Rna[X])
k=0 K k=n+1 :

15.10] a. L’équation AX = B d’inconnue X € M3 ;(R) admet une solution si et seulement si b € Im (u) car

AX = B équivaut & u(x) = b. La matrice A est clairement de rang 2 car ses deux premiéres colonnes sont
non colinéaires et la troisiéme est I’'opposé de la deuxiéme. Ainsi, Im (u) = Vect(vi,v2) avec vi = (—1,0,1)
et vo = (1,—1,0) car d’apres le cours Im (u) = Vect(u(er), u(ez),u(es)) ou (e, ez, e3) est la base canonique
de R3 et b n’est pas combinaison linéaire de u(er) et u(ez). L’équation AX = B d’inconnue X € M3 1(R)
n’admet pas de solution.

b. Quand x parcourt R3, u(x) parcourt Im (u) par définition donc Inf [lu(x) — b]| est la distance de b a
xeR

Im (u) et, d’apres le cours, cette quantité est un minimum atteint quand w(x) est le projeté orthogonal de b
sur Im (u), noté p(b). Ainsi, f admet un minimum sur R3 qui vaut |[p(b) — b]|2.

c. D’apres ce qui précede, ce minimum est atteint des que u(x) = p(b). Comme p(b) € Im(u) par
construction, il existe un vecteur xo € R3 tel que u(xo) = p(b). Alors, pour x € R?, on a I’équivalence
u(x) = p(b) <= u(x) = u(xo) < u(x —xp) = 0 <= x — xp € Ker(u). Comme Ker(u) est clairement la
droite Ker(u) = Vect((0,1,1)), il y a donc une infinité de vecteurs x dans R3 tels que T\%n(f) = f(x).

d. (i) = (i) Supposons que u(x) — b € (Im (u))*, alors Yy € R3, u(y) € Im (u) et (u(x) — bju(y)) =0, ce
qui donne matriciellement (AX—B)T(AY) = ((AX—B)TA)Y = 0. Comme ceci est vrai pour tout Y € M3 1(R),
on a donc (AX —B)TA =0 donc AT(AX — B) = 0 en transposant et ATAX = ATB.

(ii) = (i) Supposons ATAX = ATB, c’est-a-dire (AX — B)TA = 0, alors pour y € R3, (AX —B)TAY =0 ce



qui se traduit par (u(x) — blu(y)) = 0. Ceci étant vrai pour tout y € R3, u(x) — b € (Im (u))*.

Par double implication, pour x € R3, on a donc u(x) —b € (Im (u))* <= ATAX =ATB.

e. On a vu en question c. que f admet son minimum absolu en x € R? si et seulement si u(x) = p(b) ol p
est la projection orthogonale sur Im (u). Par construction, p(b) € Im (u) donc il existe «1, o deux réels tels
que p(b) = a1vy + vy = (x2 — a1, —a2,®1) et p(b) —b € Im (u)* donc (p(b) — blv1) = (p(b) — blva) =0
ce qui montre que o1 — oy + 1+ a1 —1 =02 —a1 — 1+ 14+ a =0 dolu a1 = «p = 0. Par conséquent,
p(b) = 0. f admet donc son minimum absolu en x si et seulement si u(x) = 0 donc si et seulement si

x € Ker(u) = Vect((0,1,1)). Ce minimum vaut donc Mgn(f) =£(0) = |[v]|? = 3.
R

a. C’est une question de cours ; en général méme, @ : M, (R)?> — R définie par ¢(A,B) = Tr (ATB)
un produit scalaire sur My, (R). En effet, la linéarité de la trace montre la linéarité en la seconde variable
de ¢. De plus, ¢(B,A) = Tr (BTA) = Tr (BTA)T) = Tr (ATB) = ¢(A,B) donc ¢ est symétrique et donc
aussi linéaire en la premiere variable. Ainsi, ¢ est déja bilinéaire symétrique. Par le calcul, en notant

A = (aij)igij<n, ona @(AA) =Tr (ATA) = 1<Z< af’j > 0. Si (A, A) =0, comme une somme de termes
LN

positifs n’est nulle que si tous ses termes sont nuls, on a V(i,j) € [1;n]?, ai,; = 0 donc A = 0. ¢ est donc

bilinéaire symétrique définie positive : c’est un produit scalaire sur My, (R).

0

-1 0

bien un sous-espace vectoriel de M2 (R) de comme la famille (I2,]) est libre, c’est une base de X.

b. Par définition, M € ¥ <= (I(a,b) € R?, M = al, + bJ) avec | = . Ainsi, ¥ = Vect(Iy,]) est

¥+ étant un supplémentaire du plan ¥ dans M>(R) de dimension 4, on a aussi dim(X+) = 4 —2 = 2.
M = ((Cl Z) € Xt <= (M LI et M LJ) donc, apres calculs, M € ¥+ <= (a+d =b —c = 0). Les
a b

b —a)’ d’ott £+ = Vect(K,L) avec K = <1 0 ) et

matrices de 1 sont donc celles de la forme M = ( 0 1

L= (? (])) Or K'L = KL = J donc ¢(K,L) = Tr (J) = 0. Il suffit donc de normer ces matrices pour avoir
By = (L, L) comme base orthonormale de 1. De méme, B, = (I—Z, L) en est une de X.
V2' V2 V2' V2

c. D’apreés un théoreme du cours, cette distance d, vérifie dy = d(M,%4) = [[M — p2(M)|| ott pz est la

rojection orthogonale sur £+. Or on sait que M) = (M, L) X 4 (M, L) L car B, est une base
proj g que p2(M) = sl ateMz) s 2

orthonormale de ¥+, Ainsi, p2(M) = O.L2 + \/E% =Ldoud=|M—L|| = ||I2]| = V2. On peut faire de

v

méme avec B ou, en notant p; la projection orthogonale sur ¥ et en notant d; la distance de M a 3, se rendre

compte que di = [[M —p1(M)[| = |[p2(M)|| car p1 +p2 = id g, (). Puisque d2 = [[M —p2(M)[| = [[p1(M)]]
et par PYTHAGORE, |[M||? = [[p1(M)]|? + |[p2(M)||? = d% + d5 = 2. Ainsi, on a aussi d = v/2.

+oo —t?7+o0
15.12] a. D’apres I’énoncé, 1o = /m. De plus, I} = f te=t dt = [— QT} = 0. Soit n € N, 'application
oo .
fnit— t"e~t" est continue sur R, paire ou impaire selon la parité de n, et f(t) =0 (tl2> par croissances
o0
comparées, ce qui fait que f, est intégrable sur R d’apres RIEMANN : I, existe.
400 400 —t2
Pour n € N, Ij42 = f et gt = f " (te=t")dt. Sion pose uw :t s " et vt —E >
— 00 — 00
alors u et v sont de classe C' sur R et, par croissances comparées, . lhin u(t)v(t) = 0. Ainsi, par intégration
— 00




+oo
par parties, In4o = 04+ 2E1 f theVar=ntly
2 )

. . 42 . . . -
Si n impair, comme t — t"e™ " est impaire, on a I, =0 (ou alors avec I1 = 0 et la relation précédente).

- - 2p — 1 2p—1)@2p—3)---1 (2p)! n!
Sin= 2p est pair, alors IZ‘p = JDTIZP—Z == 2P IO = 4pp' \/77'[ = Wﬁ
b. A nouveau, pour (P,Q) € R[X]?, g: t — P(t)Q(t)e " est continue sur R et, par croissances comparées,
g(t) = o(%) et g(t ) = o(%) donc g est intégrable sur R. L’application ¢ est donc bien définie.
—0o0
Par linéarité de l'intégrale, ¢ est bilinéaire et symétrique car PQ = QP. ¢(P,P) \f f Je~tdt > 0

—+ 00

et, comme t — P%(t)e! est continue et positive sur R, f PZ(t)e tdt = 0 <= Vt € R, P3(t)e t =0
— o0

ainsi P est nulle sur R. Mais si P s’annule sur R, P admet une infinité de racines donc P = 0. Ainsi,

(P|P) =0 <= P = 0. (.].) est une forme bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur R[X].
c. D’apres le cours, d(X3, R[X]) = ||X3 —p(X3)|| si p est la projection orthogonale sur R,[X] = Vect(1, X, X?),
sous-espace de dimension finie d’un espace préhilbertien réel. Ainsi, il existe un triplet (a,b,c) € R3 tel que
p(X3) = a+bX +cX?. On adonc (X3 —p(X3)|1) = (X3 —p(X3)|X) = (X3 — p(X3)|X?) = 0 ce qui donne le
systeme 3 équations 3 inconnues suivant : alp + cly = als +cly = bl —I4 = 0. On en déduit que a =c =0

Ig — 314 + (9/4)12

et b =3/2, donc que d(X3, Ry[X]) = ||X3 — (3/2)X|| = \/ = é ~ 0,87 (apres calculs).

m
n n n
15.13)a. Pour A € Ret (P,Q,R) € (Ry[X])%,siP= > axX¥, Q= Y. Xk et R= > c Xk :
k=0 k=0 k=0
n n
Symétrie : on a (P|Q) = Z = Z axbik = (Q|P) donc (.|.) est symétrique.
k=0 n k=0 n n
Bilinéarité : on a (AP + R|Q) = > (Aax + cx)bk = A Y. axbx + > ckbk = A(P|Q) + (R|Q) donc, avec la
k=0 k=0 k=0

symétrie établie ci-dessus, (.|.) est bilinéaire.

Définie positivité : on a (P|P) = i aZz > 0. Dé plus, si (P|P) = 0, comme une somme de termes positifs
n’est nulle que si tous ses termes so_nt nuls, ap = --+,an =0 donc P =0. Ainsi, (.]|.) est définie positive.
Ainsi, (.].) est un produit scalaire sur Ry, [X].

b. Soit ¢ : Ry[X] — R définie par ¢(P) = P(1), alors ¢ est une forme linéaire non nulle sur R, [X] car

(1) =1 donc H = Ker () est un hyperplan Ry, [X]. Alors, d’aprés le cours, d(1,H) est bien définie comme la

distance d’un vecteur & un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien et on sait que d(1,H) = |1 — pu(1)]|
n

ou py est la projection orthogonale sur H. Plus précisément, comme P(1) = > ax on a l’équivalence
k=0

n
PEH<+= Y ax=0<«= (P|1) =0donc H = Vect(1)*. Comme H' = Vect(1) est un droite, on sait d’apres

k=0
, (el o) _ |2
le cours qu’alors VP € Ry [X], py (P) = ||]||21d0ncd(1 JH) = [[T=pr | = [[pue (M| = T ==




