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[PARTIE 1 : GENERALITES)

En effectuant I'opération de GAUSS (transvection) Cy ¢— Cq 4 --- + Cp, on obtient des a 4 (p — 1)b dans

la premiére colonne qu’on peut factoriser par linéarité du déterminant par rapport & la premiere colonne.

1 b - -+ b
Ainsi det(M(a,b)) = (a+(p—1)b)|: p "-. "-. :|. Ensuite, on réalise les opérations Cj «— Cj — bCy

T

1 b --- b a

pour j € [2;p] et on obtient une matrice triangulaire inférieure donc le déterminant est le produit des termes

diagonaux ; ainsi ‘det(Ma’b) = (a=b)P(a+ (p—1)b).

Si (e1,---,en) est la base canonique de R™ (donc base orthonormale pour le produit scalaire canonique),

mn
Y= (y; --- yn) ety = > yie; alors YY = |[y||? =0 =y = O~ : ‘tYY:O:>Y:O.|

i=1

Si X € Ker(*AA), YAAX = 0 = 'X'AAX = ||AX||? = 0 = AX =0 et X € Ker(A) : Ker(*AA) C Ker(A).
Comme il est clair Ker(A) C Ker(*AA) car AX =0 = "AAX = 0, on a donc Ker(*AA) = Ker(A). Mais avec la

formule du rang, p = dim(Ker(A))+rang (A) = dim(Ker(*AA))+rang (*AA) donc ’rang (*AA) = rang (A).

Comme la base B = (e, -,en) est orthonormale, on sait que les coordonnées sont des produits scalaires

avec les vecteurs de base donc @ |V(i,j) € [1;n]%, ai,j = (vjlei).

n n
Si *AA = (bij)icijgps onabyj = > akiakj = 2 (vilex)(vjlex). Comme B est une base orthonormale,
=1

bij = (vi|lvj) = gi,j et on a bien G(v1,---,vp) = *AA. Par construction, on a rang (A) = rang (v1,---,vp) et,

avec 2.2 1 |rang (G(v1,--+,vp)) = rang (*AA) = rang (A) = rang (v, -, vp).

(=) Si (v1,---,vp) est libre, alors A = Mat 5(v1,---,vp) est de rang p donc rang (A) = rang (*AA) = p
avec la question 2.2 donc *AA = G(vi,--+,vp) € GLp(R) et on a bien T'(vy,--+,vp) # 0.
(<) SiT'(v1,---,vp) # 0, "AA est inversible donc rang (*AA) = rang (A) = p donc (vq,---,vy) est libre.

On en conclut que : ’(w ,--+,Vvp) est libre si et seulement si I'(vq,---,vp) # 0.

Supposons que p = n, alors (vi,---,vy) est libre <= (v1,---,vn) est une base de E <= A € GL,(R).
Ainsi : (vi,---,vn) est libre <= det(A) # 0 <= det(*AA) = det(A)? > 0 <= T'(vy,--+,vn) > 0.
On revient au cas général et on pose F = Vect(vy,---,vp) qui est un espace euclidien.
(=) Si (v1,---,vp) est libre c’est une base de F, on peut utiliser le résultat du début de la question car

le nombre p de vecteurs est égal a la dimension p de I'espace F et la matrice de GRAM de cette famille ne

dépend pas de 'espace dans lequel on la considere (E ou F). Si (vi,---,vp) est libre on a I'(vq,---,vp) > 0.



On peut aussi prendre une base orthonormale (vp41,---,vn) de FL et considérer B = (v, - - - yVpsVp4Ty" "y Vn)

de E. D’apres le début de la question I'(vy,---,vn) > 0 car B est une base de E adaptée & la décomposition

E— F&FL. Or on peut éerire G(vi,-«-,vn) = (G(V"'”’VP) Op’“p) par blocs par définition de F* et
On—p,p In—p

car (vp41,--+,vn) est une famille orthonormale. Par blocs, on a donc I'(vy,---,vp) = T'(v1,---,vn) > 0.

(<=) Réciproquement, si I'(vy, - --,vp) > 0, alors I'(vy,---,vp) # 0 donc (vi,---,vp) est libre d’apres 3.3.

Au final : ’(w,n-,vp) est libre si et seulement si I'(vy,---,vp) > 0.

'PARTIE 2 : EQUIDISTANCE|

Par exemple, [t| = [(vi]v2)|] < [[vi]||[v2]| par CAUCHY-SCHWARZ or les vecteurs vi et v, sont unitaires

par hypothese donc |t|] < 1. Or t # 1 par hypotheése donc t € [—1;1[. Par formule de polarisation, on a

[Ivi = w12 = [Pl + [ l* = 2(vilvy). Ainsi = V(i) € [15m]?, i 5 = [lvi — vl = /201 — 1),

Comme (v1,---,vm) est une solution de P(m,t), on a G(vi,---,vm) = M1t € Mm(R) donc, d’apres la

question 1 :  [D(vy,«++,vm) = (1 =)™ (14 (m — 1)t).

On sait aussi d’apres la question 3.4 que puisque (vi,---,vy) est libre, on a T'(vy,--+,vyy) > 0 donc

(14 (m—1)t) >0 car on a déja (1 —t)™ ' > 0. On en déduit que t > ] et on a déja t < 1 d’apres 4.1.

De plus, comme la famille (vq,- -+, vy, ) est libre dans un espace de dimension n, on a m < n.
—1
En conclusion : |si (vq,---,vy) est libre alors t € }7];1 [ et m < n.
m—
—1
[(vi,--+,vm) = 0 d’apres 3.3 car (vi,---,vm) est liée, et comme t # 1, onat = — d’apres 4.2. De plus,
m—

G(v1,  ,vm—1) = Myt € Mm—1(R) donc T(vy,--+,vm—1) = (1 =)™ 2(1+ (m—2)t) >0car 1 —t >0 et

1
T+ (m—2)t= ;> 0. Ainsi, d’apres 3.4, on en déduit que (vi,---,v;n—1) est libre donc que m —1 < n
m_

d’ot m < n+ 1. En conclusion :  |si (v1,---,vm) est liée, alors t = etm<n+1.

m—1

o i 1 d’
Par identité de polarisation : V(i,j) € [1;p]?, i #j = (vilvj) = E(HWHZ + v 12 = [Jvi — v]-||2> =1- ER
a? a’
En posant t =1 — > on at # 1. Par définition : | (v1,---,vp) est solution du probleme P(p,1 — 7)
—1 1
Comme p > n, (vi,---,vp) est liée et p =n + 1 d’apres la question 4.2. on en déduit t = pj = donc
2
d 1 2 1
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(PARTIE 3 : FAMILLES OBTUSANGLES)

On prend vi = (1,0), va = (=1,1) et v3 = (=1, -2) de sorte que (vi|va) = (vi|v3) = (v2|v3) = =1 < 0.

La famille ((1,0),(—1,1),(—1,-2)) est obtusangle dans R? euclidien canonique.

Soit E = Vect(e) euclidien de dimension 1 (c’est-a-dire e # 0¢) et (v1,---,vp) obtusangle avec p > 3 dans E,
alors (v1,v2,v3) est clairement obtusangle dans E. Or vi = Ate, vo = Aze et vz = Aze avec (A1,A2,A3) € R3

et (vi|v2) = AMAz]le||? < 0 implique AA2 < 0. De méme AjA3 < 0 et A2A3 < 0. Ceci signifie que les trois réels

A1,A2,A3 ont des signes opposés deux a deux, ce qui est difficilement réalisable !!!! Sip > 3 et si (vi,---,vp)
est obtusangle, alors il est clair que (vq,v2,v3) est aussi obtusangle ce qui contredit ce qui vient d’étre fait.

Par I'absurde une famille obtusangle dans E a au maximum p =2 < 1+ 1 vecteurs :
[9.1] Comme par hypothese on a p > 2 et donc (vi]vp) < 0, il est clair que Alors Vect(vp) est une

droite et son supplémentaire orthogonal F est donc un hyperplan de E : ’dim(F) =n-—1. |

Comme on projette un vecteur sur un hyperplan dont v, est un vecteur normal non nul, on sait d’apres les

. Vi [V v
relations du cours que |[wyx = v — (i p)v ( en effet (7) est une base orthonormale de FL)

vpll® P vyl
On peut le prouver simplement car vi = vy — (Vk|vpz) Vp (Vk‘vpz) vp et (v — (Vk|vpz) p‘ p) =0.
[lvpll [Ivpll vl
Soit (i,j) € [1;p — 1]% et i # j, alors en notant n; = (|\|)1.V|pz)vp € Fretny = (\|)].|V|Pz)vp € F-, ona
Vp Vp

(vilvj) = (ni +wilnj +wj) = (niny) + (wilwj) car (wi, wj) € F2.
Or (ni|n;) = 7(“'%)(\);'%)
||"p‘|

Au final : ’ (w1, -, wp_1) est une famille obtusangle de vecteurs de F. |

> 0 par hypothese car (vi|vp) < 0 et (vjlvp) <0: (wilwj) = (vi]vj) — (nijn;) < 0.

On en déduit d’apres P71 quep —1<n—1+1doncp <n+1 et ainsi que P, est vraie.

P1 est vraie (initialisation) d’apres 8 et Vn > 2, P17 = Py, (hérédité) d’apres la question 9.3 donc, par

principe de récurrence, on en déduit que ’Vn € N*/ P, est vraie. |

Soit | = (1)1<i,j<n € Mn(R) la matrice ne contenant que des 1. Comme on veut une famille liée telle

que Mg p = Mat 5 (vi,---,vn) et qui vérifie tMa’bMa,b = Mfl b = Mit, on a My ; non inversible donc
1 ’ 1
t=— 7 < 0 comme dans 5.2. Ceci revient & (az +(n—1)b% =1et2ab+(n—2)b? = —7> Si (a,b)
— n
est solution, en soustrayant les deux équations, on a (a — b)2 -t et comme M2 . = M? on peut
’ ’ 1 a,b —a,—b?

n n 2 n—1
choisir a = b4,/ ——. On reporte dans 'autre équation pour avoir ( — 1) =0<=a=4/——
n—1
apres simplification. On trouve alors b = . Avec ces valeurs de a et b dépendant de n,
\/ A no

Ml1 » = My ¢ dong, si (vi,--+,vn) a pour matrice Mq p dans la base orthonormale B, Vk € [1;n], |jvk|| =1

]
(voir sur la diagonale de My 1) et V(i,j) € [1;n]?, i #j = (vi|v;) =t = — 7 < 0 donc (v1,-++,vn) est
n_

une famille de vecteurs unitaires de E qui forme une famille liée obtusangle.



. . . 1 , . .
On pouvait aussi constater que si M2 ., = My avec t = ———, alors Mg p nétant pas inversible, on
a,b ) ? y 9

n—1
a
a dapres 1 b = e (clairement a # b) donc Mq,p = aM . Cela revient donc & trouver a tel que
n—
a’m? A =Miror My =1]+ (1 — 1)1, donc M = (nt2 +2t(1 = t))] + (1 — t)%I,,11 qui nous conduit &

1 /n /
prendre |a = \/ \/ et donc b =
-t \/ (n—1)

On donne une matrice “triangulaire supérieure” telle que les produits scalaires de deux de ses colonnes est
T =1 - =1 =1

strictement négatif ; par exemple T = Mat g (w1, -, wni1) = O .2 : et on vérifie que

les produits scalaires de deux colonnes distinctes valent —1 < 0.



