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a. En intégrant le développement en série entiere de x N R (1—x2)~"1/2 = Arcsin’(x), on a vu dans

i
e (2n)!

iy 2n)!
le cours que Vx €] — 1; 1], Arcsi = — ) 2ntl o bax2"t1 sib, = (—
qevx €l =1k Aresint) = 0 w2 n ™ ") e+ 1)

b. Par produit de CAUCHY de séries numériques absolument convergentes, f : t + (Arcsin(t))? est

développable en série entiere sur | —1; 1] mais les coeflicients ne sont pas faciles & calculer avec cette méthode.

c. Par contre, f'(t) = ZM donc (1) = 2 5 +2 tArcsin(t) 5~ done (1 — )7 (1) = 2 + tf'(t)
Vi1—1t2 T—t V1i—2(1-1?)
pour t €] — 1;1[. Comme f est paire et f(0) = 0, il existe une suite réelle (an)n>o telle que ap = 0
+oo +o0 +oo
et Vt €] — 11, f(t) = 3. ant®™. Alors tf'(t) = > 2nant®™, /(t) = 3. (2n 4+ 2)(2n + an1t?™ et
n=0 n=0 n=0
+oo
t2f7(t) = 3 2n(2n — 1)an,t?™. En reportant dans ’équation différentielle et en regroupant les termes, on a
=0
+oo " +oo
donc Y- ((2n+2)(2n+ Nant1 —2n(2n — Nan — nan)t?" = > ((2n+2)(2n + 1an41 — 4nfay)t?™ =2
n=0 n=0
2
et par unicité des coefficients (rayon 1 >0),ona a; =1et ¥n € N*| apqq = Mman.
4(n —1)? 4(n—1)2 4(n —2)2 . . s
P N* =_" ) 4 = 2 =..¢t t ’
our n € N*, a,, ) En =) an_1 ) En — 1) X an—2)n —3) an_2 et on continue jusqu’a
4% 12 . o4 T T =) x o x 12 22 (n—1)))? S
az = 7—-a1 pour avoir an = (2n)x(2n71)><~~><4><3a] = 20! On peut bien siir

prouver cette relation par récurrence une fois qu’on 1’a conjecturée.

+00 42n—1 _ 12
Ainsi, Vt €] —1;1], f(t) = > Mtzn. Comme dit plus haut, on peut aussi calculer, par produit

n=1 (ZTL)!
oo (nJ (2x)! " 2n—k—1)! )xZ“ car
2o VW0 4R 2k +1) T AT (n—k—1))P(2n — 2k — 1)

de Caucny, f(t)? = f(t) x f(t) = >
le terme en x?™ provient du produit des termes en bx?**! et by, __1x?" 2%~ (pour k € [0;n — 1]) de la

série entiere de la question a.. En simplifiant et en identifiant par unicité du développement en série entiere,

2K\ (2n — 2k —2
22T — )12 1 "i‘ kK/\n—k—1

btient 1 lation bi Y N = .
on obtient la relation bizarre n e N, (Zn)! 4n_1 = (2k—|—1)(2n—2k—1)

On sait que Y bnyx™ converge absolument pour x €]—R; R[. Mais il n’y pas convergence normale ni uniforme

n>0
de > un en général sur | — R;R[ si un : x = bpx™ (exemple de la série géométrique de rayon R = 1). Par
n>0
contre, il y a convergence normale de > wuy sur tout segment inclus dans | — R; R][.

n>0
Soit n > 1 et Py, I'ensemble de toutes les partitions de [1;n] de sorte que pn = card (P ).

Sin=1, Py ={{{1}}} doncpy =1.
Sin=2, P, ={{{1,2}},{{1},{2}}} donc p2 = 2.
Sin=3, 5= ({1,231, {012}, B33} ({131 201, (42,3}, 1, {01}, (20, (313} done ps = 5.



Pour n > 1, Pyq = U Prnt1,j avec Prjrj = {{U1,...,Up} € Prgq | card (Uy) =j+Tsin+1 € Ul
j=0
En effet, I’élément n + 1 appartenant a [1;n + 1], il appartient & une seule partie U; (avec i € [[1;p]) de

la partition {Uj,...,Up} de [1;n + 1] et le cardinal de U; est au moins égal & 1 et au maximum égal &
n+ 1 donc card (U;) =j + 1 avec j € [0;n]. Cette réunion est disjointe donc {Pny1,0, -, Prnt1,n} €st une

n
partition de Pr41 (mise en abime) donc pny1 = ) card (Pny1j).
=0

Pour j € [[0;n — 1] et pour construire un élément de Pn41 j, protocole de choix :

n
e on choisit les j éléments qui vont étre avec n + 1 dans la partie U; de la partition : () choix.
)
eilreste n +1— (j+1) =n —j entiers dans [1;n + 1] \ U, qu’il faut partitionner : on peut le faire

de pn—; facons par construction (seul le nombre de termes & partitionner compte).
) n . . .
Par conséquent, card (an“,j) = <.)pnj. C’est aussi vrai pour j = n par convention car po = 1 et
n ) n
Prtin = {{[1in +1]}} donc card (Pny1n) =1= L Jpo- Alors, Vj € [0;n]], card (Prni15) = ; Pnj-
n n n n n
Ainsi, pour tout n > 1, il vient pni1 = Y card (Pny1,j) = Y (.)pn_j => <k>pk en posant k = n —j.
j=0 j=0 \J k=0

O n
On a méme p1 =1= <O>p0 par convention d’olt : Vn € N, ppp1 = > <n>pk.

— \k
3 3
Onapy=p1 =1, p2=2,p3 =5,ps =15= > <k)pk = po + 3p1 + 3p2 + p3. On constate que
k=0
n
0 < pn < n! pour n € [[0;4]. Soit n > 2 tel que Vk € [[0;n], 0 < px < k!, alors pny1 = >, <E)pk donc
k=0
n 400 1
0<Pn+1<2()k—n'z |\n! —'zen!é(n+1)!care~2,7<n+1.
k=0 \k (n—1k)! k=0 K!

Par principe de récurrence forte, on en déduit que Vn > 0, 0 < pn < nl, c’est-a-dire que 0 < % < 1. Comme

le rayon de convergence de la série entiere x™ est égal a 1, par comparaison, on trouve R > 1.
y » P p ,

n>O
+
Vx €], fix) = > (—p—]) X = Z p“'” x™ apres changement d’indice. Ainsi, avec la relation
n=1 " —
de récurrence trouvée ci-dessus, ceci se transforme en f'(x) = Z ( Z ﬁ)x“. Par produit
n=0 n— .
k
de CAUCHY, puisque le rayon de Y %xk est au moins égal & 1 et que celui de % vaut +o0o, on a
n>0 ™ k>0

Vx €] — 1;1], f/(x) = e*f(x). On integre classiquement, I\ € R, Vx €] — 1;1], f(x) = Ae . Or £(0) = po =1

donc A = 1. Par conséquent Vx €]—1;1], f(x) = e¢ ~1. Puisque la fonction f est développable en série entiere
e

(au moins sur | — 1; 1] mais certainement sur R), on sait que ¥x €]1;1][, f(x) = +ZO:O fﬁ:# Z Lx ce
qui donne, en identifiant les coefficients de cette série entiere : Yn € N, p, = P(T‘())(O)

a. On calcule les premiers termes : ap =1, a1 = %, az = 24 Soit A(n) =7Vk € [0;n], 0 < ax < 17.
Initialisation : 0 < ap =1 < 1.
Hérédité : soit n € N tel que A(n) soit vraie, alors 0 < an41 < 1 i ] par hypothese, donc

n
0< angr < %H kzo] = 2711 = 1. Par principe de récurrence que Vk € [0;n], 0 < ax < 1.



Ainsi, le rayon de convergence R de > anx™ est supérieur a celui de > x™, d’'ou R > 1.

n>0 n=0
n
Comme % €] —1;1], la série > an<%) converge donc L existe et L = f(%)

n=>0

+oo
b. f est de classe C*° sur | — 1;1[. Pour x €] — 1;1[, f'(x) = > anp1(n+1)x" =
n=0

k n
1 , = =
> x™ est de rayon 1. Par produit de CAUCHY, Vx €] — 1;1[, f'(x) = ( > anx“) X < > 7x“).
nson+2 —
c. Pour x €]0;1[, posons g(x) = +f:o 1 _m = L( JFZO:O LXHJFZ) = —M. f est solution sur
Y Zon+2 X\ Zon+2 x?

10; 1[ de I’équation différentielle y' = g(x)y dont les solutions sont les fonctions x — AeS™) ol1 A € R et G est
In(1 —x) +x

X

une primitive sur ]0; 1] de g. On trouve par intégration par parties que G : x — —In(1 —x) +
convient. De plus, comme les a sont strictement positifs, f est strictement positive sur |0; 1] donc A > 0 et

In(f(x)) = In(A) —In(1 —x) + M En faisant tendre x vers 07, on trouve que In(A) = 0 donc on a
X
la relation ¥x €]0; 1], In(f(x)) = —In(1 —x) + M
x

Ainsi, In (f(%)) = n(2) +2( —1n(2) + %) —1-mn(2) don L =" = € 136,

n “ 1, . . . s . RN n
Posons ap = n(=1 , alors 0 < 1 < an < n (considérer n pair et n impair) et les séries entieres X et
n n>1 n
n
> nx™ ont classiquement pour rayon 1 car (nx™)nen est bornée si et seulement si |x| < 1 et (X—) est
n=0 n/nxi
bornée si et seulement si |x| < 1. Ainsi, le rayon de convergence R de nGD M vérifie 1 > R > 1 d’apres
n>0
le cours : R =1. De plus, comme (un)n>o n'est pas bornée, l'intervalle de convergence est | — 1;1][.
0 _2n+1
X
2n+1

+o0 n +oo +
En séparant termes pairs et impairs, on a Vx €] — 1;1[, 3. n(=D"x™ = 3 2nx?™ +
n=0 n=0 n=0

+oo +oo
Comme Vx €] — 1;1[} > x™ = —1_en dérivant et en multipliant par x : > nx™ = —*— donc
n=0 T—x n=0 (1—x)

400 n ZXZ ) 400 (_])nfl N +o00 1 n
> 2nx M = —25 - Onsait que Vx €] —1;1], Y ~———x" =In(1+x) et que > —x" =—1In(1—x).
n=0 (] - X ) n=1 n n=1T

+00  2n+41 +00  2n41
E £ Vx €]-151 2 3 X = In(14x)—n(1—x) d X1y (@) = Argth (x)).
n sommant : Vx €]—1;1], PO n(1+x)—In(1—x) donc n{:o 1 =2 ( rgth (x))
) L, ke an oo (—1)n! >, , - .
On pouvait aussi écrire Y, X = A———x™ 4+ > ——x“" en séparant termes d’indices pairs et
n=on+1 n=1 n n= 2n

+oo 2n+1 2
impairs et on reconnait 2 ;n i In(14x)—= In(1—x?%) = %m (%) = %In (}%:) (= Argth (x)).

. . . , < +oo 2n+1 X —+o00 5 P .
On pouvait aussi, pour x €] —1; 1|, intégrer terme a terme N = f < >t “) dt (car [0;x] est inclus
n=0 n+1 0 n=0

+oo 2n41 x x
dans Dintervall td : X = ddt _ 1 (L L)dt:ll (w)
ans 'intervalle ouvert de convergence) ngo i fo T2 fo - t+1 I ol

“+o00 2
Ainsi 141 (- _ x> 1 (M)
insi, Vx €] 1 nZ::on * (1— XZ)Z + 2 tn 1—x



2 2
Posons un = %, par croissances comparées, u, ~ L = O(%) donc Y u, converge par
2 400 2" oo n n>0

comparaison aux séries de RIEMANN. Soit x € R, comme (an—i—?m—H X" +~ 2n?x", toujours par croissances
oo

comparées, la suite ((2n? +3n+1)x™ est bornée si et seulement si |x| < 1 donc le rayon de convergence

)nGN

—+o00
de > (2n? 4 3n + 1)x™ vaut R = 1. Posons donc Vx €] — 1;1], f(x) = 3 (2n? +3n + 1)x™

n=0 n=0
o0 —+o0
On écrit 2n? +3n4+1=2(n+2)(n+1) —3(n+1) pour avoir f(x) =2 3. (n+2)(n+1)x™ =3 3 (n+1)x"
n=0 n=0
1 /
(les deux séries convergent) donc f(x) = ( x) (] — x) = i —4x)3 G —3x)2 = (: ii’)% Enfin,
_1 2 (1)“:1 (1)=1 1+G/2) _
Z un =5 z::(Zn +3n+1) P >t5 7 X /8) 10.

a . s .
a. Pour n € N, comme |ay| = 1, on a ‘—"1‘ = i' et on sait que le rayon de convergence de la série
n. n:

n
entiere (exponentielle) > X—| vaut +o00. Ainsi, par comparaison, le rayon de convergence de la série entiere
n!

n>0
> aT x™ vautR = +oo. Ainsi, la fonction f est définie sur R.
n>0 n.
b. Supposons que ap = 1 (le cas ap = —1 s’obtient en considérant —f & la place de f avec les mémes

hypotheses sur f en remplacant la suite (an )nen par la suite (—an)nen)-
Comme f est de classe C* sur R, elle admet des développements limités a n’importe quel ordre qui sont

n (k)
donnés d’apres le théoréme de TAYLOR-YOUNG par Vn € N, f(x) = > fk&xk + o(x™). Or, d’apres le
k=0 K!

(m) n
cours, Yn € N, % =1 n!(O) donc an, = f(™(0). Ainsi, ¥n € N, f(x)? Z ak X + o(x™) (ce qui est

une troncature de la série entiere). De méme, on sait qu’'on peut dériver une série entlere terme a terme :
vme N, ¥x € R, f(M(x) = Jio —dn__,n-m — +ZO:O Qietmyk Ppar exemple f™ (x) = am 4 am41x + 0(x).
i (n—m)! = K 0

e Initialisation : comme f(0) = ap = 1, f est positive localement au voisinage de 0. Avec le développement
limité & l'ordre 1 de f au voisinage de 0, on a f(x) S ao +ax+ o(x) §1 + a1x + o(x) donc, comme aj # 0, il
vient f(x) —1 T Sion avait a; =1, alors f(x) —1 X donc f(x) — 1 serait strictement positif au voisinage
de 07 ce qui est contraire & ’hypothése |f(x)| = f(x) < 1 si x > 0. On conclut ce raisonnement : a; = —1.

o Hérédité : soit m > 1 et supposons que ¥Vn € [1;m], an = (—1)™. Alors f(™)(x) = am + am1x+o(x) donc,
par continuité de (™ en 0, (™) est du signe de (—1)™ au voisinage de 0 donc [f(™)(x)| = (=1)™¢(™)(x) au
voisinage de 0. Or on a vu que (™) (x) =am + amy1x 4 o(x) done [f(™)(x)| §1 + (=1)™ams+1x +o(x). Sion

avait amy1 = (—1)™, on aurait alors [f(™)(x)| STHx+ o(x) donc [f(™)(x)| — 1 X ce qui contredit encore

une fois le fait que Vx > 0, |[f(™)(x)| < 1. Par I’absurde, on a donc prouvé que a1 = (—1)™*".

o . noA e (=)™ “x
e Par principe de récurrence, Vn € N, an = (=1)". Ainsi, Vx € R, f(x) = } ~—5—=e™™.
n=0 n.
+oo a
En regroupant les deux cas selon ap, si (an)neny C {=1,1}%, f(x) = > —Bx™ et qu'on suppose que
n=0 T

Vx>0, Vne N, [f(M(x)] <1, alors (an)nen = ((—1)“)n€N ou (an)nen = ((—1)"“)HGN donc f:x+— e
ouf:xm— —e .



_] n TL
3 -|-1
+oo (_ 1\ M _ 1\, n

(Gl e i Vaut R =1. On pose f(x) = Y, (Gl e i pour x €] — 1;1]. En effet, la série > (Gl e 3

. . "
converge si x €] — 1; 1] d’apres le cours et > =0t
8 ] [ dap o3+l

car (?m 1+ ] )n>0 est décroissante et tend vers 0. Par contre, la série né:O I diverge car 3n1—|— T i et

16 7 Comme ( ) est bornée si et seulement si |x| < 1 par croissances comparées, le rayon de
neN

converge aussi par le critere spécial des séries alternées

+o0 (_1 )nx3n+1

que la série harmonique diverge. Posons g(x) = xf(x3), alors g(x) = 3 . Le rayon de cette série

n=0 31’1 + 1
+oo 1
entiére est aussi 1, on sait donc que g est dérivable sur | —1; 1] et que ¢’'(x) = Z (—1)™3™ = T Ainsi,
X
; * _dt
puisque g(0) = 0, par le théoreme fondamental de I'intégration, Vx €] —1;1], f g'(t)at = f 3.
0 14+t
Or, comme (1 +X3) = (14 X)(1 — X + X?), on peut décomposer —— = — & __ 4 bX+C vecq b ¢
) ( )= ( ) )s P P T3 0 +X) T—X+x2
des réels. En réduisant au méme dénominauteur7 en identifiant et en résolvant le systeéme, on trouve sans
peine 1 = L + 2— Ainsi, pour x €] —1; 1], en faisant apparaitre des dérivées usuelles,

1+x3 7 301 +X) 3(17x+x2)
_ [ 1 2t ) _ 1 *_dt 1 x@—ndt 1 X dt
- at =1 (a1 prlet=Ddb 1t dt gy mettant
o0) = |, (3(1+t)+3(1—t+t2) 3o Trt Tedo 1o T2do 1T PR mettan
12 (2/V3)
o+ Vg (O

sous forme canonique, on a l'expression de g(x) & I’aide des fonctions usuelles

V3
2t —1
Arctan ( ——— ) 9x
o(x) = 1n(1+t) _In(1 f6t+t2)+ é\/g )] :%1n<](li:)iz>+§Amtan< - ) \4;71

car Arctan (\%) 7. On peut maintenant revenir & I'expression de f(x).

Six =0, f(x) =1. Si x # 0, soit ¢/x 'antécédent de x par la bijection y + y> de | — 1;1] dans | — 1; 1[, alors

T 0+ ) V3 21y ) am
f(x)‘%g(ﬁ)—ee/;‘“(]—e/ﬂ(%)Z)hw*‘“w“( )k

(_1 )nxn “+o00
Pour aller plus loin, en posant un : x et Rn(x) = Y. uk(x) pour x € [0;1], d’apres le critere
3n+1 K=n+1
spécial des séries alternées car (Jun (x)|)ne N est décroissante et tend vers 0, |Rn (x)| < [unt1(x)| < F 1+ ] d’on
R 00,[051] < —1__ ¢e qui prouve que hm [[Rnl[o0,[0;1] = O par encadrement et la série ) u, converge
e 3n + 1 n>0

uniformément sur [0; 1]. Comme toutes les uy sont continue sur [0;1], f est elle aussi continue sur [0; 1] donc

a+ \3/’2)2 ) V3 Arctan (2\3/;7]> + \/3:7[] = in(2) + X

T3 V3 18/x 30 3V3

f(1) = lim f(x) = lim

1 <
5
i 1= |69 T \T= Vx+ (V)2
a. Pour n > 1, on partitionne les involutions o de [[1;n + 2]] en deux catégories :

- celles pour lesquelles o(n + 2) = n + 2 sont au nombre de I,47 car il n’y a pas de choix a faire pour
o(n + 2) qu’on impose égal & n + 2, ensuite ¢ induit alors sur [1;n + 1] une involution de [1;n + 1].
- celles telles que o(n +2) = k # n + 2 sont au nombre de (n + 1)I,, car pour les choisir de maniere
bijective, il y a n + 1 choix pour 'entier k qui est I'image de n + 2 par ¢ et, une fois ce choix effectué,
cela implique que o(k) = o(o(n+2)) = n+2 car o doit étre une involution, et on a alors I,, choix pour

finir de déterminer o qui doit induire sur [[1;n+ 1] \ {k} une involution de cet ensemble & n éléments.



Cette partition implique la relation Iy 42 = In41+(n+1)I, pourn > 1et, comme I =2 =14+1.1 =1; + 1.1
avec la convention choisie pour Ip, on a bien : Vn >0, Ini2 = Iny1 + (n+ 1)1,

b. Comme les involutions sont des permutations et qu’il y a n! permutations de [1;n], on en déduit que

I, <nldouo < I—“' < 1. Comme la série entiere »  x™ a pour rayon 1, par comparaison, on a R > 1.
n! >0
c. Les calculs qui suivent sont valides car le rayon de convergence R est supérieur & 1 : pour x €] —1;1[, on a
+oo n w In 1 ,n Iy +n1n Ty w Int1 n /
(1+x)e(x) = e(x)+xo(x) = Z I +Z =T —1+Z S X = Y T = e ()
n=0 n=1 :

d. On en déduit en intégrant I’équation différentielle linéaire du premier ordre mise sous forme normalisée

2
sans second membre, comme une primitive de x — 1 4+ x est x — x + % sur Uintervalle | — 1;1[, que l'on a
2

Vx €] —151], o(x) = ST puisque @(0) = Ip = 1 par convention.

+oo +oo
e. Alors Vx €] — 1;1], o(x) = (Z 1'x > X (Z |121 x23>. Ces deux séries ont pour rayon +oo donc on
ot =0

+oo
peut effectuer le produit de CAUCHY et obtenir S(x) = 3 ( > n' -)x“. En identifiant (par unicité)

n=0 \it2j=n 152’
les coefficients entre les deux expressions de S(x) sous forme de série entiere, ¥n € N, I—T‘; = %2)
i+2j=n V)
[n/2] |
donc In = 37— ' 5. Puisque 2j <n et i =n —2j, on a la formule In = }° ni']
i+2j= nlJZ =0 (n—2j)4!2

Pour expliquer cette relation de maniere combinatoire, on peut constater quune involution o de [[1;n] est
une application telle que pour tout entier x entre 1 et n, on a deux choix :

e 50it o(x) = x et x est appelé un point fixe de o.

e s0it o(x) =y # x et alors, comme o2 = id [1,], on a forcément o(y) = x.

Ainsi, si 0 € A, le nombre f de points fixes de o a la méme parité que n de sorte qu’il existe 2j entiers de
[n/2]

[1;n] qui ne sont pas fixes par o avec f =n —2j avec 0 <j < b‘J . On peut donc écrire A,, = U An,j ol
j=0

An,j = {0 € Ay | 0 admet f =n — 2j points fixes}.

Pour construire une involution o de A, ; :

e on choisit les n — 2j éléments de [[1;n] qui sont fixes par o : ( " 2.> = <;) choix.
n—2 )

e on choisit 'image y du plus petit élément x qui reste : (2j — 1) choix (et alors o(x) =y et o(y) = x).

e on choisit I'image t du plus petit élément z qui reste : (2j — 3) choix etc...

! 2j)!
Ainsi card (Anj) = n X (2j—1)x(2j—3) x---x3x1 = n X ( .J) en multipliant en haut et en bas
’ 2j (n—2j)1(2j)! 25!
[n/2] [n/2] |
par les termes pairs qui manquent. On retrouve bien I, = card (A) = > card(An;j) = > .

j=0 j=0 (n — 2i)1251"



a. f:t— @ est continue sur | — 0o; 1] en la prolongeant par continuité en 0 avec f(0) = —1 puisque
In(1 —1t) vt F est donc la primitive de —f qui s’annule en 0 donc F est au moins définie sur | — oo; 1.

Comme f n’est pas définie sur [1; 4+o00[, le domaine de définition D de F est inclus dans | — oo; 1].

Six =1, f(t) ~ In(1 —1t) = o( 1 ) donc f est intégrable sur [0;1] et F(1) existe par comparaison aux

Vv1I—t

intégrales de RIEMANN. Par conséquent, le domaine définition de F est D =] — oo; 1].
+oo m +oo tn71

b. D’apres le cours, Vt €] —1;1], In(1—t) = — > = donc —f(t) = >, *—— (marche aussi si t = 0). Pour
n=1 "M n=1 T

€] —1;1], en intégrant terme a terme sur le segment [va] inclus dans l'intervalle ouvert de convergence,
+o0 n
il vient F(x) = ))dt = = X5 = S(x). Par définition de la
) = [J(= Js 3 z - ¥ i =0y

convergence d’une intégrale, F(1) = ln}1 F( ). Par contmulte de F en —1, on a aussi F(—1) = lin}JrF(x).
x—1— X——

“+o00o

n
En posant u, : x — ;‘1—2, on a ||un||e,j=1;1] = T:—z donc Y u, converge normalement sur [—1;1] et, puisque

nxl
2
toutes les u,, sont continues sur [—1;1], S est continue sur [—1;1] donc F(1) = liql S(x) = S(1) = % et
X— 1
2
F(—1) = limH S(x) =S(-1) = —T]t—z (classique en séparant les termes d’indices pairs et impairs).
X—>—

On a bien Vx € [—1;1], F(x) = S(x).
2
Soit G : [0;1[— R définie par G(x) = % —In(x)In(1 —x) si x # 0 et G(0) = 0. Alors, par opérations et
comme In(x) In(1 —x) yx In(x) et lw'm}> x In(x) = 0 par croissances comparées, la fonction G est continue sur
X—>

In(1 —x)

[0; 1] et dérivable sur |0;1[. De plus, F est dérivable sur ]0;1[ avec F/(x) = — donc, pour x €]0;1],

(F(x) + F(1 —x) — G(x)) = F(x) = F'(1 —x) — G'(x) = _‘“(1X‘ x)  n(d 1‘_“; x) 4 1““; x) _ E“_(XZ —0

avec ’abus de notation usuel. Ainsi, la fonction x — F(x) 4+ F(1 —x) — G(x) est constante sur I'intervalle ]0; 1],

2
et en utilisant sa continuité en 0, elle vaut donc F(0) + F(1) — G(0) = F(1) = %

2
On a donc la relation Vx €]0; 1], F(x) + F(1 —x) = % —In(x) In(1 —x).

16.10] a. Initialisation : pour n = 0, ¥x € I, f(O(x) = f(x) = PO(SOIJZ(X))) en prenant Py = X + 1 qui est bien a
X

coefficients dans N par définition de la fonction f.

Pour n = 1, en dérivant, on a '(x) = < 200 + (sm(x) 1)sin(x) _ sin(xz) *1 done D (x) = Pa(sin(x))

cos?(x) cos”(x cos' T1(x)
avec P1 = X 4 1 a coeflicients dans N et de degré n = 1 et unitaire.
. n
Hérédité : soit n > 1 tel que Vx € I, fM(x) = Pu(sin(x)) avec P, = Y apX® € N[X] de degré n

cos™* ! (x) k=0

avec an = 1. On dérive une fois de plus, toutes les fonctions étant de classe C* sur I, et on obtient la

! . . .
relation Vx € I, ("1 (x) = COS(X)P$+(fln(X)) +(n+ 1)Sm(X)P$+(2$m(X)) donc, apres réduction au méme
, cos™ " (x) cos" 7 (x)
12 . . . .
dénominateur, f+1)(x) = cos” (x)Py (sin(x)) + E&g’ 1) sin(x)Pn(sin(x) _ P“HT(::?(X)) si on définit le
cos™ 7 (x) cos™ 7 (x)
n n n
polynéme Py 11 = (1 =X2)PL + (n+1)XPnr = > kap X1 = 3 kX + (n+1) 3 apX**! qui s’arrange
k=1 k=0 k=0
n—1 n+1 n+1
enPrip = > (k+Dag1 X — 3 (k—Dax 1 X+ (n+1) 3 ax_1X5, puis, en regroupant les termes, en
k=0 k=1 k=1
n—1

Pt = anX™ 1 420, X+ ( S lk+1axrr +(n+2— k)ak_1]Xk) + a7 € N[X] qui est bien unitaire, de
K=1



degré n + 1 et & coeflicients dans N.

Conclusion : par principe de récurrence, ¥Vn € N, 3P, € N[X|, Vx € I, f™M(x) = %m De plus, 8’

Qn(sin(x)) _ Pn(sin(x))

cos™T(x)  cos™(x)’

aurait Vx € I, Pu(sin(x)) = Qn(sin(x)) donc P, = Qn car P, et Qn coincident sur | — 1;1[ qui est infini.

existait, pour n € N, un autre polynéme Q, € R[X] tel que Vx € 1, f(™(x) = on

Ainsi, la suite (Pn)nen est unique et vérifie Po = 1 et Vn € N, Pyy7 = (1 — X?)PL + (n + 1)XP, et on a
montré lors de la récurrence que Vn € N*| P, est de degré n et unitaire.
n (k) k X
b. Soit x € ] = {O; 725 [, onaVne N, f(x) = > % + i‘ j;) (x — t)™ M+ (t)dt par la formule de
—0 . n.

Pna1(sin(t
—nEED () = (x — t)ﬂfgsﬁiﬂ(&))) >0 carx—t >0,

sin(t) > 0 donc Pn4q(sin(t)) > 0 car P, € N[X] et cos(t) > 0. Ainsi, ni fox(x — )™M+ (t)dt > 0 donc

!
Ogsn(x):iw

TAYLOR reste intégral. Or Vt € [0;x] C ], on a

< f(x) ce qui montre que les sommes partielles de la série de TAYLOR de f en

K=o K
x sont majorées. Comme il s’agit d’une série a termes positifs, cette série converge d’apres le cours. Ceci
o 3N f(n)(O)Xn /. T B N
montre que le rayon de convergence R de la série entiere Y — vérifie R > 5 D’apres le cours
n!
n=0

toujours, la série de TAYLOR de f converge donc sur l'intervalle ouverte de convergence |R; R[ qui contient I.
oo ¢(n) (0)x™

' , g est bien définie d’apres la question précédente.
n!

c. Soit g: I — R telle que Vx € I, g(x) =
n=0

sin(x) + 1 _ (sin(x) + 1)2 + cosz(x) _ f(x)z + 1
cos?(x) 2 cos*(x) 2

Vx € 1, 2f/(x) = f(x)? + 1. Par la formule de LEIBNIZ, en écrivant (2f'(x))™ = (f(x)2 +1)™ pour n € N*,

donc on obtient

La fonction f est dérivable sur I et f'(x) =

n
on a la relation 2f(" 1) (x) = Z <z> £ (x)f~X)(x). En particulier en prenant x = 0, on a la relation
211 (0 )—anH (0) i ™) 09 (0)r ") (0) = i b, (0)P 1 (0) done 2oy = ) SkEn=k
o \k K-k * S AT

=0
sin > 1. On a aussi 2f'(0) = £(0)% + 1 donc 2a7 = o + 1.

en posant oy = k

+oo +oo n
Mais on a Vx € I, g(x) = . anx™ et, par produit de CAUCHY, ¥x € I, g(x)?> = 3. ( > ockocn_k)x“
n=0 n=0 “k=0

+oo n —+oo +oo

dott gx)2 =3+ > (n+ 1)( > ockocn_k)xn =14+2> (m+Nonpix"=—=-14+2 > (n+T)an1x™ donc
n=1 k=0 n=1 n=0

g(x)? = —1 +2g¢'(x). Les deux fonctions f et g sont donc solutions sur I de I’équation différentielle non

linéaire 2y’ = y? + 1. Comme on n’a pas au programme de théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ non linéaire,

on va poser les fonctions a = Arctanof et b = Arctanog qui sont dérivables sur I comme composées de
1 I SO i) B
T+f(x)° 2 149(x)°

il existe une constante C € R telle que Vx € 1, a(x) = b(x) + C. Or a(0) = b(0) = Arctan(ag) = % donc

fonctions dérivables. Vx € I, a/(x) = ’(x) donc, comme I est un intervalle,

+oo ¢(M) n
C=0. Ainsi, Vx € 1, f(x) = > f T(l('))x

n=0

ce qui justifie que f est développable en série entiere sur I.

De plus, si on avait R > %, alors f = g serait de classe C* sur [— 3 ﬂ C|] — R;R[ donc, en particulier, f

serait continue en % alors que lin/lz f(x) = 4o00. Ainsi, le rayon R de la série de TAYLOR de f vaut R = %
X—>TT -



x
16.11 ) a. Pour x € R, soit fx : R} — R définie par f(t) = ] j—tz qui est continue sur R . Comme f,(t) Y t_%,

par comparaison aux intégrales de RIEMANN, fy est intégrable en 0 si et seulement si —x < 1 <= x > —1.

De plus, fx(t) < tz%" donc, de méme, f, est intégrable en +oo si et seulement si2 —x > 1 <= x < 1.

+oo
Comme fy est positive, fo fx converge si et seulement si f est intégrable sur R, c’est-a-dire intégrable

en 0 et en +o00. Par conséquent, le domaine de définition de f est D =] — 1;1].
. x x In(t) +oo (X ln(t))n
b. Pour x € D, fy est intégrable sur [1; 400 d’apres a. et fx(t) = t = = ~— =~ Pour
* . 8 | [ dap M= T e EO nl(1 +t%)
n,_n + “+oo
n € N, s0it gn : [1; +oo[— R définie par gn(t) = m de sorte que g(x) = f = ( > gn(t))dt
Tl!(] +t ) L n=0
(H1) > gn converge simplement sur [1;+00[ vers fy (on en vient).
n>0

(Hz2) Les fonctions g sont continues et intégrables sur [1;4+o00][ pour n € N par comparaison aux

. (In(t))™x" 1 . .
intégrales de RIEMANN car gn(t) ~ ~——5—— = o( —3 ] par croissances comparées.
+oo  mlt oo \;3

(H3) La fonction fyx est continue sur [1;4o00].
_ K"
(Hg) Pour n € N, f] lgn(t)]dt = o f]

+oo In(t)"
UL

+oo In(t)™
14+t

moptoo In(t)" o
>dt < %f] n,Ez) dt. On définit, pour

tout n € N7]n:f

: dt et, avec u : t — (In(t))" et v : t — —% qui sont de classe

C' sur [1;4o00[ avec tlizl u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, on obtient pour n > 1, par
— 400

+oo
intégration par parties, Jn = L(OVOJT™ — [ (%)n(m(t))n—1 ( - %)dt = nJn_1. Puisque

+oo 1 +oo , . .
Jo = f1 t—zdt = [— ;] = 1, on a par une récurrence simple Yn € N, J,, = nl. Ainsi,
1

Foo Tl |™ n SR n
f1 [gn(t)]dt < = [x|™ et la série géométrique > |x|™ converge car |x| < 1.

n! n=0
+oo s too
Par le théoreme d’intégration terme & terme, g(x) = f1 ( Z gn(t ))dt = Z f t)dt = Z anx™
) n=0
en posant a, = 1 f = %dt donc g est développable en série entiere sur | — 1;1].
1
c. Par la relation de CHASLES, Vx € D, f(x f fx(t)dt + f t)dt. Dans lintégrale f fx(t)dt, on
effectue le changement de variable t = 1_ (p(u) avec @ qui est une bijection strictement décroissante de
u
1 T (1/u)* 1 oo L —x
1 . ALVA7 T = u = g(—
classe C' de [1;4o00[ dans ]0;1] et on a fo fx(t f+oo L( U&Z)du f] T2 du = g(—x).
T+ —
u
Ainsi, f(x) = g(x) + g(—x) donc, comme g est développable en série entiere sur | — 1;1[ d’apres b., f Dest

—+oo +oo
aussi et on a Vx € D, f(x) = g(x) + g(—x) = > (an + (—1)"an)x™ = > 2aznx*™. La fonction f est donc

paire sur D, ce qu’on pouvait voir directement avec le méme changement de variable t = 1
u



. +oo
16.12]a. Soit r > 0 et p € N, par hypothése, on a f(re'') = Z anr™et™t car le rayon de Y anz™ vaut R = +oo.

n>0

. . +oo . .
Ainsi, f(ret)e™ Pt = 37 anrelMelPt = Z anret Pt = Z gn(t)dt si gn : t > aprtetPL,

n=0 n=0
On a |[gn]loo,j0;27] = lan|[t™ et >~ anr™ converge absolument par le lemme d’ABEL car r < R = +00, donc
n>0
la série de fonctions Y. gn converge normalement sur le segment [0;27]. Par le théoréme d’intégration
n>0
27t s to0
terme a terme par convergence normale sur segment, f ( > gnlt )dt = Z f t)dt. Or on calcule
n=0
27 n i(n—p)tq2m
tdt:{L} —0si etf t)dt = 2ma,rP.
fo gn () in—p) Jo n7p rapt

On en déduit donc que Vp € N, Vr > 0, fo f(re't)e”Ptdt = 2ma,rP.

b. Comme f est bornée sur C, posons M = [|f||sc,c = Sup|f(z)| et, par inégalité triangulaire sur les
zeC
intégrales, nf(re“)e*iptdt’ < f |f(re1t)|dt 2nM. D’apres a., [2maprP| < 2nM donc |ap| < Mp.
T

Comme ceci est vrai pour tout r > 0, en faisant tendre r vers +o0o dans cette inégalité pour p € N*, on a

0< |ap| < lim Mp =0 donc ap = 0. Ainsi, Vz € C, f(z) = ap donc f est constante.

T+ T
Bien str, ceci est faux si f n’est que bornée sur R comme en témoigne la fonction cos par exemple.
c. Pour un entier p > q + 1 et un réel r > 0, toujours par inégalité triangulaire sur les intégrales, on obtient

) 2m
‘f elt _‘Ptdt‘ f ’f(re”) ’dt < fo (ar9 + B)dt < 2m(ard 4 B). Ainsi, avec la question a., on a

12t aprP| < 2m(ar94-B) d’ot1 0 < |ap| < ard9™P 4 Br~P. Encore une fois, comme lim (ar9"P4fr7P) =0, en
T—+00

q
passant a la limite, on a |ap| = 0 si p > q. Par conséquent, Vz € C, f(z) = > apzP donc f est polynomiale.
p=0

d. Soit g : C — C définie par g(z) = f(z)e *. Comme f et exp sont développables en série entiére avec un
rayon +oo, par produit de CAUCHY, la fonction g est elle-méme développable en série entiere sur C. Pour
z € C, |g(2)| = |f(z)|]le *| = |f(z)\e_Re () <1 donc g est bornée sur C ce qui, avec la question b., montre

que g est constante sur C. Ainsi, il existe k € C tel que Vz € C, g(z) = f(z)e * = k dou Vz € C, f(z) = ke?.

16.13] c. Soit &¢ > 0, par convergence de (n)nen vers ¢, il existe ng € N tel que Vn > ng, |Jun — ] < % Mais

n—1 no—1 n—1 no—1 n—1
Vi > o, zuk—ne _’ Z(uk—ﬂ)):‘ Y -0+ % (uk—(’,)‘ \ Y =0+ 2 -
k=0 k=0 k:no k=0 k:‘l’Lo
n—1 —
par inégalité triangulaire donc ‘ Z w-—nl <A+ Y Jux - <A+ w A+ nzs en posant
k:no
no—]
A= ‘ S (uk — f)‘ > 0. Or il existe un entier n; > ng tel que Vn > n7, A < % car lim ™ = oo d’'on
n—1 n—1
Vn > ni, Z ug —nl| < BE 4+ & — el Ainsi, SC ug —nl = o(n) = o(nt) done Y upx ~ nd.
2 2 k=0 +oo +oo k=0  Ttoo

(_])n+1 n (_])k B n+1 (_1)k

+ 2

+oo n
b. On sait que Vx € R, e¥ = > *— donc, comme , on en déduit que

n—= O (Tl + ])' k=0 k' o k=0 k'
n—1
Um (ungt —up) = e = 1 D’apres (C), on a donc > (uk41 —uk) = un —up = un — 1 ~ nl par
n—-4oo e k=0 “+o00

télescopage ce qui montre que lim wu, = +oo donc que u,y, — 1 ~ uy ~
n—-+4oo —+oo +oo

o I3



n
Comme le rayon de convergence de la série entiere Y ™ est égal & 1 car Um (n+1e

=1 avec la regle
nSo € notoo  en

de D’ALEMBERT, le rayon de convergence R de la série entiere > un,x™ vérifie aussi R = 1.
n>0

k (1)t
c. Sion note Sy = > ( :) pour tout k € N, comme Vn € N,; un41 —un = Sn41, on a par télescopage
il

i=0
n—1 —1
Un —up = Y (Uppr1 —ug) = Z Ska1 = Z Sj en posant j = k + 1 donc, comme Sy = 1 = up, on obtient
k=0 k=0 j=1
Yne N, u, = Z Sk. Comme S, ~ -, le rayon de convergence de la série entiere > Spx™ vaut 1 comme
— e’ n>0
celui de la série geometrlque > x“. Par produit de CAUCHY, pour x dans l'intervalle ouvert de convergence
n>0
5 5 5 o)
]—1;1[,on a ( > Snx“) X ( > x“) Z ( Z 1 Sk) = > upx™ = f(x) donc = f(x) en posant
n=0 n=0 n=0 n=0 T—x
400 (_])n +o0 +o00 n ( )k
g(x) = > Snx™. Mais, de méme, pour x E]—l;][,ona( Z fx”)x( > x“) > ( > ) n
n=0 n=0 ™ n=0 n=0 ‘k=0 k!
_1\n —
car le rayon de convergence de > &x“ vaut +o00 donc €—— = g(x). Ainsi, Vx €]-1; 1], f(x) =
nso M 1—x ( x)

16.14| a. La fonction g : t — tigt) est continue sur [1;+oo[ et g(t) o t]—z donc la fonction g est intégrable
[e ]

sur [n;4oo[ par comparaison aux intégrales de RIEMANN d’ou l'existence de a,, pour tout entier n > 1.

Comme la fonction th est croissante sur Ry et tuT th(t) =1, Vt € [n;+o0], th(n) < th(t) <1 donc, par
—r+00

+ +o0 +
croissance de 'intégrale, on a f > th (;)dt = [tht(n)] _ thin) San <+ = f ~ ‘tit donc an s 1
n n n n n comn
+oo +oo
On pouvait aussi poser le changement de variable t = nu et obtenir f % =1 f M et
n uw

+ +
montrer facilement que lim f = M = f = d—lzl = 1 avec le théoréeme de convergence dominée en
n——+oo u 1 u
. th (nu) 1 . L
dominant |fn(u)| = fn(u) = >— < ¢(u) = —5 avec ¢ continue et intégrable sur [1;+oo[.
u u

Classiquement, par le critere de D’ ALEMBERT par exemple, le rayon de convergence de la série entiere Y *—
n>l n

est égal & 1 donc, par équivalence, celui de la série entiere > anx™ vaut aussi R = 1.
n>l

Comme th est positive et que la suite d’intervalle ([n; +oo[)n>] est décroissante pour l'inclusion, (an)n>1

est décroissante et tend vers 0 en tant que reste d’'une intégrale convergente. Par le critere spécial des séries

alternées, la série Y (—1)"a, converge et la série & termes positifs > a, diverge par comparaison a la
n>1 nxl

série harmonique. Ainsi, le domaine de définition de f est [—1;1].

b. Six € [—1;0], on vient de voir que la suite (an|x|™)n>1 est décroissante et tend vers 0 donc > anx™

n>l
converge par le critere spécial des séries alternées et Vn > 1, |Rn(x)| = ‘ akxk’ <anpx™ | < ang.
k=n+1
Ainsi, Ry est bornée sur [—1;0] et [|Rn|[oo,[—1;0] < an1 = 0. On a donc convergence uniforme de Y gn
n——+oo
n>1

sur [—1;0] si gn : x = anx™ et donc continuité de f sur [—1;0] car les g sont continues sur [—1;0].
Comme f(x) ~ —In(1 — x) est équivalent & f(x) + In(1 — x) +: o(ln(1 — x)), on va majorer la différence
- o0

f(x)—(—In(1—x)). Comme on sait que ¥x €]—1; 1], In(1—x) = — Z , i1 s’agit de majorer Z (an—%>x“.



_ too 1
Or, ¥n € N*| th (n) < an < 1 done ’an — l’ < T=th(n) et [f(x) + In(1 —x)| < T=th(n) (n)x“ pour
n n n n = n
— n —n —n
tout x € [0;1]. Posons by = % pour n > 1, alors 1 —th(n) =1— z“ -i_- i_n = e“Zj- e JFNOOZe*zn
27 _ o on Lo b AT —2n -2
donc by ~ = o(e”“™) et la série géométrique ) e converge car 0 < e - < 1
+oo n +oo n>1
“+o0
Ainsi, ¥x € [0;1], [f(x) + In(1 —x)] < B = Y bn ce qui montre que f(x) = —1In(1 — x) + O(1) donc
n=1 -
f(x) =- In(1 —x) + o(In(1 — x)) car liT{l In(1 —x) = —oo et on conclut bien que f(x) ~ In(1 —x).
- i ”
2n+1
16.15)a. On a vy, 41 = 0 car il n’existe aucun (2n + 1)-uplet (a7, -+, azns1) € {—1,1}2"F1 tel que > ax =0
k=1
2n+1
car tous les ay sont impairs donc > ay a la parité de 2n + 1 donc est impair alors que 0 est pair.
k=1

P
b. n=1: il n'existe qu'un couple (aj,az) € {—1,1}% tel que a1 +az =0 et Vp € [1;2], D ax = 0 et il
k=1
s’agit de (1,—1). Ainsi, u; = 1.

n=2: il n'y a que deux quadruplets (aj, a2, az,as) € {—1,1}* tels que a; + az + a3z + a4 = 0 et tels que

P
Vp € [1;4]], > ak =0 et il ’agit de (1,1,—1,—1), (1,—1,1,—1). Ainsi, up = 2.
k=1

n=3:iln’y a que cinq sextuplets (a7, a2, a3, as,as,ag) € {—1,1}° tel que aj +az +a3 +ag +as +ag =0
P
et tels que Vp € [[1;6], > ax = 0 et il s’agit de (1,1,1,—-1,—-1,-1), (1,1, =1,1,=1,=1), (1,1, =1, =1,1,=1),
k=1
(1,—1,1,1,—1,—1) et (1,—1,1,—1,1, —1). Ainsi, us :5
p
c. Notons Up4q = {(a1,-~-,a2n+1) € {—1,1}2H! ‘ Z ak =0etVpe[l;2n+2], > ax > }et, pour
k=1
2j
1| 2 ax=0})} (a

2j
parité de Min ({] € [n+1] ’ > ak = 0}) tient au fait que Z ak a la parité de j). On a la partition
k=1

€ [1sn+ 1], on note U ; = {(a1,~ ,aont2) € Unyg }Zm Min ({] eln+1

k=1
n+1 n+1
Unt1 = |_| Uy de sorte que un 7 = card (Uny1) = > card (U7, ). Traitons trois cas :

m=1 m=1
eSim=1etsi(ar, --,anyt2) € U:L_H, alors a; =1 et ap = —1 donc UJH_] est en bijection avec Uy,
en envoyant (1,—1,a3, -+, aan+2) sur (az, -, azn42). Ainsi, card (U n+1) = U, = ugup car up = 1.
e Sim € [2;n] et si (a1, az2n42) € U, alors ug = 1 et upm = —1 donc 'application qui a
(a1,--+,az2n42) € U, associe le couple ((az, oy @2m—1), (@2maty - --,a2n+2)) définit une bijection

entre les ensembles U ¢ et U1 X Un_my1. En effet, la bijection réciproque est 'application
qui a ((b1 YT bZTrL—Z)) (C1 P CZ(n—m+]))) associe (1»b1 ooy bam—2, =11, 00, CZ(n—m+1))' AinSiv

card (U) = card (Um—1 X Un—m41) = card (Um—1) X card (Up—m41) = Wm—1Un—m-+1-

eSim=n+1etsi(ar, - -,an42) € ugi}, alors a1 = 1 et azny2 = —1 donc u“*} est en bijection
avec Uy, en envoyant (1,a2,- -+, a1, —1) sur (az, -+, azn41). Ainsi, card (Uzﬂ) =1Unp = unplp.

Par conséquent, un11 = woun + ( > um_1un_m+1) + Unuo = Y ukUn_k en posant k=m — 1.
m=2 k=0

d. Analyse : supposons que la série entiere Y un,x™ a un rayon R > 0. Soit alors f :] — R;R[— R définie
n>0



“+o00 —+o00 2 “+o0 n
par f(x) = Y. unx™. Pour x € — R;R[, on a f(x)? = ( > unx“> = > ( ukun,k>x“ par produit de
n=0 n=0 n=0 k=0
—+oo —+oo
CAucHY donc, avec la relation de c., on a f(x)? = > upy1x™ done xf(x)? = 3 upp1x™! = f(x) — 1.
n=0 n=0

Ainsi, f(x) est racine du polynéme Py = xX? — X + 1 dont le discriminant vaut A = 1 —4x. Comme f(x) € R,

1 1 _1=Vi—ax

on a forcément A > 0 donc x < T Ceci garantit déja que R < T On donc f(x) 3 u
X

f(x) = 1+ V1 —dx V2]74X six # 0 et f(0) =uo = 1. Comme g : x — 2xf(x) — 1 est développable en série entiére
X

sur | — R;R[, elle y est continue et on sait d’apres ce qui précede que Vx €] — R;R[, g(x) = /1 —4x. La

continuité de g et le fait que g ne s’annule pas sur | —R; R[ montre que l'on a soit Vx €] —R; R[, g(x) = /1T —4x

soit Vx €] — R;R[, g(x) = —v/T — 4x. Mais comme g vaut —1 en 0, elle est négative sur | — R; R[ et on a donc

Vx €] — R;R[, g(x) = —y/1 — 4x donc f(x) = T=vl=dx # 0.

2x
(=)™ 2n)lu™
(2n —1)(n!)%4™

= (2n)k"

développement en série entiere de (14+x)* pour o = l) donc Vx € } ~1.1 {, VIi—dx=1-5Y ———~——
2 4 n=1 (Zn - ])(n')

— V1 —4x _ -i_f:o (ZT‘L)IXH_1 ot (2n 4 2)x™

“+o00
Syntheése : d’apres le cours Vu €] —1;1[, V1 +u=1+ > (on le retrouve assez vite avec le
n=1

: 1.1 1 )
ce qui montre que Vx € ] i {\{O}, = > qu’on
4’4 2x A 2en =1 02020 4+ 1) ((n+ 1))
/1= too Ix™ |
va plutot écrire T-vi—dx _ > & Posons v, = @t pour tout n € N de sorte que l'on a
2x Zonl(n+1)! nl(n+1)!
/ +oo
Vx 6] - All; Al‘ [\{O}, g(x) = Pzﬂ = > vax™. On pose g(0) = vo = 1. Comme 0g(0)? —g(0) +1=0
X n=0
11 2 12V =+ (1 —4x) 221 —4x | 4x _ .
et querE} 4,4[\{0}, xg(x)=—g(x)+1= ™ ™ +4x =0, on a bien
1 1.1

Vx € } - %; 1 [, xg(x)? —g(x)+1 = 0. En effectuant un produit de CAUCHY sur } 17 [, et en identifiant les

n
coefficients (les calculs ont déja été faits dans la partie analyse), on trouve que Vn € N, vy 11 = > vivn—k.

Comme vy =1y =1 et que (un)nen €t (Vo )nen vérifient la méme relation de récurrence, par récurrence forte,

| 2
Vn € N, uy = vn. Ainsi, ngounx“ est bien de rayon R = % etvVne N, u, =v, = n!((rzfg'])! == -]H ( n).
2.0)! (2.1)! (2.2)! (2.3)! :
A eXEDIE Mo = oy T UM T e T 0 2 T 22! T ) aut
. (2.4)! (2.5)!
confirme les calculs de la question b.. Et on a uy = ———*— =14 et us = ——+— =42,
41(4 +1)! 5!(541)!

16.16 a. f est définie comme la somme de la série entiere lacunaire Y. anx™ ol a, = 1 si n est un carré et
n>0

_ H n Ao @l : n? ) ) NPT :
an = 0 sinon. Comme (anx™)n>0 est bornée si et seulement si (a,2x™ )n>o est, c’est-a-dire si et seulement

si |x| < 1, la rayon de R de cette série entiére vaut R = 1. Pour x = %1, cette série est grossierement

divergente donc le domaine de définition de f vaut I =] —1;1[.

b. En tant que somme d’une série entiere de rayon 1, d’apres le cours, f est de classe C* sur son intervalle

ouvert de convergence, donc a fortiori continue sur I.

Comme on étudie f au voisinage de 1, on peut se contenter de prendre x €]0;1], et de poser la fonction

2 2 . . . , . . 7
hy : t = xt = et ™) qui est continue et intégrable sur R, par comparaison aux intégrales de RIEMANN



car hy(t) = et In(x) J;}Oo(t] ) par croissances comparées (In(x) < 0).

. , . k+1 K2 k
Comme la fonction hy est décroissante sur R, on a Vk > 1, fk hx(t)dt < x = hy(k) < fk ;P (t)dt.
On somme pour k allant de 0 & 400 & gauche et de 1 & +oo a droite (I'intégrale et la série convergent) ce

+oo +oo +o0o
qui donne par CHASLES l'encadrement fo Xt < f(x) < f;) Xt dt + hy(0) = fo K dt 4 1.

En posant t = ——%—— = ¢(u), ¢ étant une bijection strictement croissante de classe C' de R, dans Ry,
—1In(x)
400 +o0 +too —
par changement de variable, on a f xtdt = f et!mgy = 1. f e Wy = l (s
0 0 V—1n(x) ln(x)
d’apres lintégrale de GAUSS rappelée. Ainsi, on a 1’équivalent f(x ~ 1 77‘ car 1 = o l )
In(x) n(x

: - 1 —m
uisque lim — = +o0.
bisque At 5 In(x)




