TD 17 : VARIABLES ALEATOIRES

PSI 1 2024-2025 jeudi 06 février 2025
+oo
a. Comme (X > n) = U (X = k) (réunion dénombrable d’événements incompatibles), par o-additivité, on a
k=n
1) w1 _p(l—p"! 1 :
PX>2n)= > p(1—-p)< ' = TS0 ) = (1—p)™~'. Par construction, (T > k) = (X = k)N(Y > k) pour
k=n - - P
k > 1. Par indépendance de X et Y, on en déduit que P(T > k) = P(X > k) P(Y > k) = (1—p)2*=D. Comme
PMT=X)=PT>2k)—P(T>k+1)car (T=k)=(T=%k)| (T >%k+1), on en déduit la loi de T donnée,
pour k € N, par P(T=k) = (1 —p)20) — (1 = p)2k = (1 = p)20p2 —p) = (1 —p)2)* Vp2 - p).

La variable aléatoire T suit donc la loi géométrique de parametre p(2 —p) =1 — (1 —p)?.

1

b. D’apres le cours, E(X) = La variable aléatoire — est bornée donc elle admet une espérance finie

1
P

_ yn—1 400 _a\n
et, par la formule de transfert, E( ) Z ~ p(l—p) = 1 P_$ (—p) et on reconnait la série
n — P n=1 n

logarithmique : E(%) = Jo—p( —n(1-(1 *p))) — ,pﬁ:(z) _ Pl]ngI/)P)'

+o0
c.e(T>2KkZ=0))=(X=Y2=2k)= U (X =Y = 1) donc, par o-additivité et par indépendance de X et Y,
i=k
400 2 o k—1
ona PT>kZ=0) = PX=Y>k) = ZIP’( =B =1 = £ p(1 - p)0 = ]3]((1(]—]3)))266
=k -(1-p

2k2
2k,Z=O)=M.

2—p

+oo +oo
eSiz>21,ona(T>2KkZ=2z)= <U(X =1Y= i—i—z)) U (U(X =1i42Y = 1)) (réunion disjointe).

i=k i=k

qui se réduit & P(T

Par symétrie, indépendance et o-additivité, il vient P(T > k,Z = z) = 2 Z P(X = 1) P(Y = i+ z) donc
+oo . 207 _ \2k4z—2
PT>kZ=2)=25 P2(1 _ p)21+z72 _P (1—p) — = 2p(1 —
i=k 1—(1—9p) 2—p
—+o0
d. e Comme (Z =0) = U (X =Y = k), par incompatibilité des événements de cette réunion et indépendance
k=1

—+o0 “+o0
deXetY,onaP(z=0)= > PX=KP(Y=k)= > p?(1 —p)2k-1 =
k=1 k=1

p)2k+z 2

b
—(—p? 2-v
On aurait aussi pu dire, comme (T > 1) =, que (Z=0) = (T > 1,Z =0). Ainsi, d’aprés la question c., on
)21-2

aIP’(Z:O):]P’(T>1,Z:O):p(];p =_P
-p

2

+oo +o00

eSiz>1,(2=2)= ( U(X:k,Y:k—!—z)) U ( U(sz—i—z,Y:k)) donc, avec les mémes arguments,
k=1

21 _ \2 _ \z

P(Z=2z)=2 Z p2(1 —p)2ktz—2 = ]2p ((1] p))z = ZP(; ) . Ou(Z=2)=(T >21,Z=z) comme avant.
—u=p - P

Soit k € N* et z € N, traitons deux cas :

_\2k-2
«Siz—o0, ]P’(T}k,Z:z):p(]%:(l P20 x P = P(T> WPz =2)
- P - P



_ 2k+z—2 _
eSiz>1, P(T)k,Z:z):%:U p)2(k=1) le(zlip) P(T > k) P(Z = z).
-p p
AinsiVk e N, Vze N, P(MT=k,Z=2)=P(T=%)P(Z=z)car P(T=k)=P(T>k)—P(T>k+1)et
P(T=%Z=2z)=PT>%Z=z)— P(T >k+1,Z = z) proviennent des réunions disjointes suivantes sur
les évenements : (T=k)=(T>k+1)U(T=K et (T>kZ=2)=T>k+1,Z=2)U(T=kZ=2z).
On a bien établi que les variables aléatoires T et Z sont indépendantes.

On peut montrer la réciproque (a faire), a savoir que si X, Y sont des variables aléatoires de méme loi & valeurs

dans N* telles T = Min(X,Y) et Z = |X — Y| sont indépendantes, alors X et Y suivent une loi géométrique.

a. On note Ty le numéro de la boule tirée au tirage k. On admet l’existence d’un espace probabilisé
qui supporte cette suite (Tx)x>1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes (remarque du cours).

D’abord X, (2) = (N*\ {1}) U {+o0} car on rajoute la possibilité de ne jamais avoir une autre boule

+oo
que la premiere tirée, qu’on note X,, = +oo. De plus, (Xn = +o00) = m (Xn = k) par convention et
k=2
n
U ( T =1) N (T =) N (T # 1)) € A pour k > 2 donc X, est une variable aléatoire

car les T; le sont. Par incompatibilité de ces n évenements, indépendance mutuelle des Ty qui suivent toutes

n k—1
la loi uniforme sur [1;n], on a P(X, =k) = > (l) (nf—]) = n](t]] pour k > 2.
n

i=1 n
s . . Tn-1_n-1 (1) _n-1 1 :
On vérifie la cohérence de ces résultats car ) =g = =— > (7> = X = 1. Ceci
=mn no= n 1—(/n)
justifie que ’événement (X;, = +00) (toujours la méme boule) est négligeable comme attendu.

b. kP(X;, = k) = @ et > % converge car le rayon de la série entiere > kx¥~! est égal & 1
n k=2 N k>1

1

1 B 1 =
et que ’f‘ < 1. De plus, comme Vx €] — 1;1[, 3. x* = , on obtient en dérivant > kxk~! =
n k=0 — X

K=1 (1-x)?
+oo ; 1 o 2 ]
donc Y kxk! = ——— — 1. Ainsi, E(Xp) = (n — 1) x (Tliz — 1) = =2 Par conséquent,
K=2 (1—x) (n—1) n—1
1_1)11 E(Xn) = 2 ce qu’on subodorait car plus n augmente, plus ’événement (X, = 2) devient presque str.
n [ee)

c. Comme X3 =Yz, pour k > 2, on a (Y2 =k) = (X2 = k) donc P(Y; =k) = ZJ—_] d’apres a.. On reconnait

k=1
cette loi, Y2 —1 suit la loi géométrique de parametre % car P(Y,—1=k) = P(Y2 = k+1) = Zl—k = %(1 —%) .

Pour k > 3, en notant i le numéro de la premiere boule tirée, r le premier rang pour lequel on tire une boule
de numéro j # i, comme 6 — i — j est le numéro tiré autre que i et j (cari+j+ (6—i—j)=1+2+3=6),

on a = :UCJkLJ((Td i))ﬂ(Tij)ﬂ(H(Tkzi)U(Tij)))m(Tk=6—i—j)-

i=1 1 1_ r=2 b=r+1
Ainsi, par 1ncompat1b1hte de tous ces évenements, indépendance mutuelle des tirages et symétrie entre les

k=1 oy 7—1 k—r—1 k=1 k-2 _
numéros, P(Y; =k)=3x2x (l) X (l) X (;) X (l) — & Yokl = 6RT 1)
3 3) 73 3) T3k 5

k
r=2 3

\ o o g2k )
A nouveau, comme Y3(Q2) = {3,4,5,---, 400}, on vérifie que > P(Y3=k)= > T 1. En effet,
k=3 k=3
+o0 ¢(9k—2 3 3
on a Z 6(27]) = (6/4) (2/3)° __ 6 (37 _4_1_ 1. Ceci justifie que I’évenement (Y3 = +00)

3K 1—(2/3) 1-(1/3) 3 3



(seulement deux numéros tirés éternellement) est négligeable comme attendu.

a. Par construction, Y = Min(Xy,Xz) donc, pour k € N, (Y > k) = (X; > k)N (X2 > k). Or on a

+oo +o0 ) k41
X1 >%) = U (X1 =1) (réunion incompatible) donc P(X; > k)= >, (1—p)p* = (1—p)x ?_—p = pkt!
i=k+1 i=k+1

par o-additivité. Comme X, suit la méme loi que X7, on a aussi P(Xz > k) = p**'. On suppose X; et X3
indépendantes donc P(Y > k) = P(X; > k) P(X2 > k) = p2(**1) (marche encore si k = —1). Ainsi, comme

(Y<Kk)=(Y>k),ona P(Y<k)=1—P(Y>k)=1—p*F". De plus, comme (Y >k—1) = (Y =k)L(Y > k),
on en déduit finalement laloi de Y, Vk € N, P(Y = k) = P(Y > k—1)—P(Y > k) = p2k—p2+1D) = (1—p2)p2k,
b. Par construction encore, Z =Y + X3 (il faut le temps que A3 accede au guichet et le temps qu’elle soit

servie). On suppose a nouveau Y et X3 indépendantes (ou plutdt Xq, X2, X3 mutuellement indépendantes
n

et le lemme des coalitions). Sin € N, (Z =n) = U (Y = k¥, X3 = n — k) (évenements incompatibles)
k=0
n
donc, par indépendance de Y et X3, il vient P(Z = n) = Y. (1 — p?)(p?)*(1 — p)p™~* donc, au final,
k=0

n 1 — 1
P(Z=n)=(1-p*)(1~-p) kZOp““‘ =(1-p3)( —P)p“ﬁ = (1—=p?)p"™(1 —p™*1).
c. Par linéarité de l'espérance, E(Z) = E(Y) + E(X3). Or X3 +1 ~ §(1 — p) par définition donc, d’apres le

cours, E(Xz +1) = % d’ot E(X3) = ]J)— De méme, d’apres la question a., Y +1 ~ G(1 — p?) donc
-p -

3
+

2 2
E(Y+1) = 1 5 et E(Y) = —2—. Par conséquent, E(z) = —P— + P p(l+p) —|—p L +2p)
1—p 1—p 1—p 1—'p 1—p 1—p
“+ o0
On pouvait aussi utiliser la loi de Z vue en b. et la définition E(Z) = )  nP(Z = n) mais cela fait intervenir
n=0

des calculs de somme de série entiere plus délicats.

a. Par construction, T(Q) = NU {+oo} et, pour n € N, (T = ( ﬂ ) (Xn = 0) est

un évenement car les X; sont des variables aléatoires. Ainsi, T est une Varlable aléatoire car, de plus
—+oo

n—1
(T =4o00) = n (Xx = 1). Par indépendance des Xi, on a P(T =n) = ( I %) X % = 2n1+1 . De méme,
k=0 k=0

n
comme (T >n) m Xk =1),ona P(T>n):2n]ﬁpourn€ N.
k=0

+oo
Comme (T = +00) = ﬂ (T>n) et que la suite ((T>n))
n=0
continuité décroissante, on a P(T = +o0) = HT P(T > n) = 0 d’aprés a.. Plus simplement pour tout
n—+oo

nen est une suite décroissante d’évenements, par

entier n € N, on peut dire que (T = +00) C (T>n) donc 0 < P(T = +00) < P(T>n) = an donc, par
+oo
passage & la limite, on en déduit que P(T = +00) = 0. On pouvait aussi écrire (T < +o00) = U (T=mn)
0
+00 +oo 1 1 " 1
(réunion incompatible) donc, par o-additivité, P(T< +oo) = > P(T=n)= > 357 = > X 77— = |
n=0 n=0 2" 2 11— (]/2)

donc on retrouve & nouveau P(T = +4o00) =1— P(T< +00) =1—-1=0.

On sait d’apres le cours que T admet une espérance finie si et seulement si la série Y P(T > n) converge,
n>0

ce qui est le cas ici car c’est une série géométrique de raison % < 1, et qu'on a alors la relation suivante :



400 +oo 1 n+1 1
ET) = > P(T>n)= > (E) = E : 7( 7 = 1. De méme, T admet une variance finie si et
n=0 n=0

seulement si T admet un moment d’ordre 2, ce qui équivaut par la formule de transfert a la convergence de la

série . n?P(T =n). Or

n>0
sait qu'alors V(T) = E(T?)—E(T)? = E(T(T—1))+E(T)—E(T)? = E(T(T—1)) car E(T) = 1. Par le théoréme

= o par croissances comparées donc T admet une variance finie. On
2 fo T \n?

+oo +o0o 1 n+1 1 +oo
de transfert, E(T(T—1))= > n(n—1)P(T=n) = En(n—l)(i) . Or ¥x €] —1;1], =S xn
n=0

n=0 n=2 T—x
2 =
qu’on dérive deux fois (sur Uintervalle ouvert de convergence) pour avoir (L = Y nn—1)x""2et
—-X n=2
223 +00 . 1 2(1/2)3
enfin —=%—~ = n(n —1)x™"". En prenant x = -, E(T(T —1 7:2dochT:
2= ek LB ) = 2 ™)
Beaucoup plus simplement, Vyn > 1, P(T4+1=n)=P(T=n-1) = ZL“ 211171 X % donc T + 1 suit la loi
géométrique de parametre —. Ainsi, d’apres le cours, E(T +1) = =2et V(TH+1) = M

()
Comme E(T+1) = E(T) +1et V(T+1)= V(T), on retrouve E(T) =1 et V(T) =

(1/2)?

b. Par définition de T,
e (T"=1)=(Xo =1,X; = 1) donc, par indépendance de Xy et X7, P(T' =1) = él‘
o (T"=2)=(Xp =0,X3 =1,Xz =1). Par indépendance mutuelle de Xp, X7, Xz, on a P(T' =2) =
e De méme, (T =3) = (X3 =0,X; = 1,X3 = 1) (peu importe Xo) donc, comme avant, P(T" =3) =

OAnouveau (TM=4)UXo=1,X1 =1,X2=0,X3 =1,X4 =1) = (Xz =0,X3 = 1,X4 = 1) done, par

incompatibilité de ces deux événements, P(T' =4) + 1 =1 ¢e qui donne P(T' =4) = 3

32 8 32°

—_

11 est clair que si on a T" > n, on a a fortiori T" > n — 2 et on ne peut pas avoir X,,_1 = X;, = 1 sinon on

aurait T < n. Ceci se résume en l'inclusion (T" >n) C (T'>n—-2)N(Xn-1 =1,Xn =1). Or (T">n—2) ne

dépend que des variables X, - - -, Xn—2 donc, par le lemme des coalitions, (T >n —2) et (Xn_1 =1,Xn =1)
!/
sont indépendants. Ainsi, P(T'>n) < P(T'>n—2) X P((Xn_1 =1,Xp=1)) = ‘%P(TZ—HZ)
—+o0
c. Comme avant, la suite ((T' > “))n>o est décroissante et on a (T’ = +o00) = ﬂ (T" > n) donc, par
n=0
continuité décroissante, P(T' = +00) = lim P(T' =n). Comme la suite (P(T" > n)) est décroissante et
n—+oo n=0
.. , e e 1l , 3P(T >n —2)
positive donc converge vers un réel ¢ > 0, en passant a la limite dans U'inégalité P(T' > n) < —
il vient ¢ < ‘Ze ce qui impose ¢ = 0. Ainsi P(T' = +00) = 0 et, comme attendu, T’ est presque stirement finie.

d. SionaT =mn pourn > 2, on ne peut pas commencer par Xo = X7 = 1 sinon ¢a donnerait T = 1. Ainsi, on
peut écrire (T' =n) = (T =n,Xo = 0)U(T' =n,Xo = 1,X; = 0) (réunion de deux événements incompatibles)
donc P(T" =n) = P(T"' = n,Xp = 0) + P(T" = n,Xo = 1,X; = 0). Par les probabilités conditionnelles,
P(T" =n) = P(Xo = 0) X Pix,=0)(T" =n) + P(Xo = 1,X7 = 0) X Pxy=1,x,20)(T" =n). Si Xo =0, c’est
comme si on repartait au point de départ apres un tirage donc P(x,—oy(T" =n) = P(T' = n—1). De méme, si

Xo = 1et Xy = 0, on repart au point de départ apres deux étapes donc P(x,—1,x,=0)(T' =n) = P(T' =n-2).



On a donc bien P(T' =n) = 1 P(T’ =n—1)+ %]P’(T’ =n-—2).

Pour étre totalement “rlgoureux , mais la méthode précédente suffit largement & l’oral, on peut écrire

-1
légalité (T" = n,Xo = 0) = (Xo = 0) N (Th (X = Xpe—1 = 1)) N (Xn = Xn_1 = 1) donc, par le lemme
k=2
des coalitions, P(T" = n,Xo = 0) = P(Xy = 0) X IP’( ﬁ (Xx =Xkt = 1)) N (Xn = Xpn_1 = 1)) Mais
n—1 K -
]P(( M e = X :1)) A (Xn = Xn_1 = 1) ) ( ﬂ Xk = X1 _1)) (Xno1 = Xn_2 = 1))
k=2 k=1
car la famille de variables aléatoires (Xj,---,Xy) suit la méme loi que (Xg, -+, Xn—1). Et comme on a
(T"=mn-1) = (“mz Xy =Xyt = 1)) N (Xn—1 = Xpn—2 = 1) par définition de T’, on en déduit que
k=1

P(T"=n,Xpo =0) = P(Xo = 0)P(T" =n—1) = -P(T" = n —1). De la méme manieére, on montre que

N =

]P)(T/ :TL,XQ = 1,X] :0) = ]P(Xo = ])]P(X] :O)]P(T/ :nfz).

De nouveau, on retrouve la relation P(T' =n) = 1 IP’( -1+ JIP(T/ =n-2).
n
e. Comme P(T'>0)=Tet P(T' >1) = % d’apres a., par récurrence avec b., Vn € N, P(T' > 2n) < (%)
3 n+1
et P(T" >2n+1) < (Z) . Ainsi, la série > P(T’ > n) converge (comme une série géométrique car
n>0
3 n/2
P(T' > n) = O((Z) ), ce qui assure l’existence d’une espérance finie pour T’ (& valeurs dans N). Et
o0

+oo +oo 1 1
E(T) = X nB(T =n) = BT =1)+ 3 n(f BT =n—1)+ 1T =n- z)) dapres d.. Comme les

n=1

deux séries convergent, E(T') = P(T’ _1)+ Z(nf1+1)IP’( —nf])Jr Z(n 24+ 2)P(T nfz))

n2 nZ

ce qui devient, aprés séparation des séries convergentes et ré-indexation et comme T'(Q) C N* U {+oo} donc

“+o00
> P(T"=n) =1 d’aprés c., E(T') :411+ %E(T/)+%+iE(T/)+%'

On pouvait écrire E(T') = P(T' = 1)+ Z ( P(T'+1 = n)+ P(T'+2 = n)) — }1_'_

avec le méme résultat. On trouve finalement la valeur E(T’) =5 (6 tirages).



Bien stir, on suppose les tirages indépendants et équiprobables. Pour tout entier n € N, on pose I’évenement
R, = “on tire une boule rouge au tirage n”.

a. Soit n >0 et k € [0; N — 1], on a deux possibilités pour avoir k boules rouges au bout de n + 1 tirages :
e soit on a k + 1 boules rouges au bout de n tirages et on a tiré une boule rouge au tirage n 4+ 1 qui a
été remplacée par une boule verte.

e soit on a déja k boules rouges au bout de p tirages et on a tiré une boule verte au tirage p + 1.

Ceci se traduit par (Xn41 =k) = ((Xn = k) NRuy1) U ((Xn =k + 1) N Ryuy1). Par incompatibilité de ces

deux évenements, P(Xni1 = k) = Pix,=1)(Rng1) P(Xn = k) + Prx, =k41)(Rng1) PXn =k +1) (7).

Ou alors, comme Xn(Q2) C [N —n;N], avec le systéme complet d’événements ((Xn = 1)), cicn €t 12
N
formule des probabilités totales, P(Xn +1=%) = >  P(Xq =1)Px,—i)(Xnt1 = k) sachant que i # k et
i=N—-—n
i#k+1, Px,—i)(Xns1 = k) =0, ce qui donne a nouveau la formule (1).

Or, si X, =k, il y a dans I'urne k boules rouges et N — k boules vertes donc Px, —x)(Rnt1) = % Et si

Xn =k +1,il y a dans 'urne k + 1 boules rouges et N — k — 1 boules vertes donc P(x, —x)(Rnt1) = k:]_ L

Ainsi, avec la relation (1), on a P(Xn41 =%k) = % P(Xn =%) + kNi] P(Xn =k +1).

Il reste a parler des cas particuliers :
esin=0etk=N,ona(X;=N)=0=Xo=N+1)=0et (Xo =N) = donc, comme NEN =0,

on a encore la relation P(Xo41 = N) = N-N P(Xo =N) + NTH P(Xo =N+1)=0.
0

esi(n=Tetk>=N)ou(n=0etk>N),ona (Xnt1 =N)=0= (X, =N)=(Xn =N-+1) donc on

a toujours la relation P(Xyn 41 =%k) = % P(Xn =%) + kNi] PXn=k+1)=

Ainsi, dans tous les cas, ¥n > 0, Vk > 0, P(Xn41 =k) = % P(Xn =%) + kNi] PXn=%k+1).

N
b. Pour n 20, on a E(Xn41) = Y kP(Xny1 = k) car Xn(2) C [0;N] donc, avec la question précédente, il
k=0

N
vient E(Xn41) = Z k(% P(Xy = k)—l—w P(Xn = k—H)) qu’on décompose, puisque k = (k+1)—1, en

N
E(Xnt1) = z KP(X = 1)~ L Z B =1+ L 3 (e 12 B =k 1) = L 3 (k1) B = ke 1),
k=0 k=0
Apres 51mp11ﬁcat10n et changement d’lndlce comme P(X;, = N+ 1) =0, il ne reste dans cette formule que
N—
E(Xn1) = 3° KP(Xe = k) — L S (k1) P(Xn = K+ 1) = (1 - ﬁ) E(Xn).
k=0

n
c. (E(X“))n>o est géométrique et, comme E(Xp) =N, Vn € N, E(X;,) =N (1 —ﬁ) avec 1 —ﬁ €]-1;1]. Or

E(Xn) = i KP(Xn = k) = f} KP(Xp = k) > fj P(Xn = k) = P(Xn > 1) donc 0 < P(Xy, > 1) < E(Xn).

k=0 k=1 k=1
Comme X;, est & valeurs positives, on a aussi directement P(X;, > 1) < % = E(X,) par inégalité de

MARKOV. Comme liT E(Xn) = 0, par encadrement, lim P(X, >1)=0.
n——+oo

n—-+oo

N
Commemz(1—1—) = exp (Nln(l—l)) et ln(1—l> ~ -1 donc lim Niln (l—l> = -1,
N N N N/ +0c N N—-+oo N

par continuité de exp, on a lim E(XN) =1. 0,37.
N—+oco N e



d. On a Y = 0 si et seulement il reste des boules rouges (il y en a au moins une dans l'urne) & toutes

+o0 n
les étapes. Ainsi, (Y =0) = ﬂ (X = 1) donc on a bien (Y =0) C ﬂ (Xx = 1) pour un entier n € N*.
n=0 k=1
Comme la suite d’événements ((Xx > 1)), ., est décroissante car si Xyy1 > 1, a fortiori, on a X > 1, on
n
a(Y=0)C ﬂ (Xx 2 1) = (Xn 2 1). Par croissance de P, il vient 0 < P(Y = 0) < P(Xy, > 1) donc, par
k=1

encadrement, P(Y = 0) = 0 en passant a la limite dans cette double inégalité d’apres c..

a. Posonsl\/lz(x lJ),alorsx;\/l:‘x_x Y
z X —z X —=x

e Siyz >0, xm = (X —x—/z)(X —x + /yz) est scindé & racines simples sur R donc la matrice M

= (X —x)? — yz. Traitons trois cas :

est diagonalisable dans M, (R) d’apres le cours.

e Siyz =0, xm = (X —x)? est scindé sur R et M — xI; = (g g) donc M est diagonalisable si
et seulement si dim(Ex(M)) = 2 car x est valeur propre de M d’ordre de multiplicité 2. D’apres la
formule du rang, dim(Ex(M)) = 2 —rang (M — xI,) donc la matrice M est diagonalisable dans M, (R)
si et seulement si M — xI; = 0 ce qui est équivalent a y =z = 0.

e Siyz <0, xm = (X —x —iy/—yz)(X — x + iy/—yz) donc xm n’est méme pas scindé sur R donc la
matrice M n’est pas diagonalisable dans M, (R).

Ainsi, M est diagonalisable dans M;(R) si et seulement yz > 0 ou (y =z = 0).

X%+ yz 2xy
2xz x? + yz

Or (2x71)y:0<:><x:%0uy:0) et (2x71)z:0<:>(x:%ouz:O),(xfx2:0<:>(x:00u

b. Projecteur : M? = ( ) donc M? = M = (x — x* —yz = (2x =1y = (2x = 1)z =0).

=1)et (% — % —yz = 0) = (yz = 411) Ainsi, on a I’équivalence suivante, juste pour l'aspect projecteur

de M : M? = M(E)((x:g:z:mou (x=1,y=z=0)ou (x:%,yz:%)). Il y a donc une infinité

de matrices M de F dont I’endomorphisme canoniquement associé est un projecteur.

Projecteur orthogonal : comme la base canonique est une base orthonormale dans R? euclidien canonique,

M représente un endomorphisme auto-adjoint si et seulement si M est symétrique et MT =M <=y =z. Or

y? = 1y y = :l:% et on sait d’apres le cours que M représente un projecteur orthogonal si et seulement

4
si 'endomorphisme canoniquement associé est un projecteur auto-adjoint. D’apres les deux équivalences

précédentes, I’endomorphisme canoniquement associé a M est un projecteur orthogonal si et seulement si

((x:y=z=0)ou(x:1,y:z:0)ou(x:y:z:%)) ( 1y —%)) Il n’y a donc

que quatre telles matrices, (g g) (endomorphisme nul de rang 0) < ) (endomorphisme identité de

rang 2, 1

2

(: 1 ) (projection orthogonale sur la droite Vect((1,1)) de rang 1) et ( _11 ) (projection

orthogonale sur la droite Vect((1,—1)) de rang 1).
c. Comme det(M) = X? —YZ, (M € GL2(R) <= (det(M) # 0) <= (X? # YZ). Or, en étudiant tous les

6
cas, (X2 = YZ) = (|_|(x =kY=kzZ :k)) U ((x —2Y=1,2=4)U(X=2Y=47= 1)). On a
k=1



6
P(X2=YZ)= . PX =k, Y=k Z=Kk)+P(X=2,Y=1,Z=4)+P(X =2,Y =4,Z = 1) par incompatibilité
k=1

de ces événements. De plus, comme X,Y,Z sont indépendantes et suivent la loi uniforme sur [[1;6], on a

P(X? =YZ) = 6% + 6]—3 + 6173 = 2?6 27 de sorte que P(M inversible) = 1 — P(X? = YZ) = g? ~ 0, 96.

+oo
a. Comme X(2) = N par hypothese et que (X > k) = |_| (X = n), par incompatibilité de cette infinité

n=k+1
+oo +oo —)\}\n
dénombrable d’événements et o-additivité, on a P(X > k) = >, PX=n)= > &

T Or on sait
n=k+1 n=k+1

A ko —Aym
d’apres le cours que e = Z An donc que 1 = Z €A ot on a donc PX>k)=1- > % (M.
n=o0 M n! n=0 M-

Or la formule de TAYLOR reste intégral appliquée a la fonction f = exp entre 0 et A a l'ordre k donne,

k o a\me(n) A _ 4\ ke(k+1)
E erf Q=0 M) gy Ajnsi,

puisque exp est de classe C**! sur R, e = f(A) =

g 0 k!
comme Vn € [[O K], £ (0) =1, et Vt € [0; 7\] f(k‘H)(t) =et gt par croissance de l'intégrale, on obtient
k k+1 MK+
\ -k > SRS ) N
e’ < —|— e + eN | ———— . On multiplie par
< SNl nzo ol B "l plie »
A>0etl Z e M o AT (1), cela donne bien P(X > k) = Z e M A
- > :
eM>0e 2T S hr et, avec (1), cela donne bien - G 1
+oo n
b. N(2) = N*U {400} et, pour n € N*, on a (N > n) = I_I ((Xo =k)N ﬂ(Xi < k)) en distinguant
k=0 i=1
selon les valeurs possibles de Xo puisque Xo(2) = X(2) = N. Par incompatibilité de ces événements et

+oo n
indépendance de Xo,--+,Xn, on a donc P(N > n) = (P(Xo =k [ P(X; < k)) Comme Xo, -+, Xn
k=0

i=1
+oo 7)\)\k n +oo 7)\}\k n

suivent la méme loi de POISSON, on a P(N >n) = > &~ o (IP(X < k)) = > &£ A o (1 - PX > k))
= ' k=0 K

Comme N est a valeurs dans N, N est d’espérance finie si et seulement si la série > P(N > n) converge, ce
n=0

—Ark n
qui revient, grace a I'expression précédente, a la sommabilité de la famille (e k')\ (1 —P(X > k)) )( pen’
. n,k)e

On parle de familles de termes dans [O +o0], donc le théoréme de FUBINI s’applique et on a la relation

E(N)zEP(N>n) Z( e ( P(X>k)>n> z(ze ( P(X>k))n)).Comme

n=0 k=0
> PJ, n Sl]ralt don E — X — E 76.

_ -A
e Mk e A+

Mais d’apres 1 ti écédente, Vk € N| =
ais d’apres la question précédente, € TPX > k) AT

—A
=(k+1)&— S ce qui est absurde

oA
par comparaison car la série Y (k + 1)&— 0y diverge grossierement. Par conséquent, la variable aléatoire N

k>0
n’admet pas une espérance finie.
“+o0
Comme (N = +o00) = |_| (N =n) et que ces événements sont incompatibles, par o-additivité, on parvient
n=1
oo +oo n—1
A1—P(N=+00)= > P(N=mn). Or(N=n) = || ((Xo =N [ X <k N Xy > k)) et, toujours
n=1 k=0 i=1
par incompatibilité de ces évenements, indépendance de Xp, - -+, X, et comme X, - -+, X, suivent la méme

—+oo

loi que X, (N =n) = 5 (]P’(Xo - k)(r_l[[: P(X; < k)) P(Xy > k)) = :202 P(X = k) P(X < k)" T P(X > k).



Ainsi, 53 P(N = n) — zoo 3 B(X = 1) P(X < k)T B(X > K) = +§°;° PX = K)B(X > k) 53 P(X < k)"
n=1 n=1k=0 n=1
= PX=KkPX>k) I P(X=k)P(X>k)

2.

— 1-PX<k) = P(X > k)

—+oo
avec FUBINI et, comme P(X > k) < 1, > P(N =n) =

K

“+oo +oo

dott Y P(N=n)= > PX=k)=1car X(2) = N. P(N=+00) =0 donc N est presque siirement finie.
n=1 k=

Notons pour toute la suite Ty la variable aléatoire qui est le résultat du tirage d’indice k s’il a lieu. Par

construction, X, (2) C [1;n] donc Xy, est bornée et admet donc une espérance finie. On suppose bien siir

aussi que chaque boule de I'urne a autant de chance d’étre tirée a chaque étape.

a. Bien siir, si n = 1, on vide l'urne en un seul tirage de maniére certaine donc X1 =1 et E(X;) =1.
Sin=2 (Xx=1)= (T =1et (X2 =2) =(T) =2,T, = 1) donc P(Xs = 1) = P(T, :1):%6‘5
PX2=2)=P(M =2)P(T,=1|T1 =2)= % % Ainsi, par définition, E(X3) = % X 1 —l—% X 2= %
Pourn>2eti=1,0ona (X,=1)=(Ty =1) donc ]P’(Xn:1):l.

n

n
Pourn > 2eti€ [2;n],ona (X =1 = |_|(T1 = j,Xn = i). Cette réunion étant disjointe, on a donc

j=2
n
PXn =1) = Y. P(M = i{)PXn =1i| Ty =j). Or, quand on a tiré la boule j au premier tirage, on
j=2
enleve les boules numérotées j,j + 1,---,n et on se retrouve au point de départ du probleme définissant
Xj—1, une urne contenant les boules numérotées de 1 & j — 1, avec les mémes regles, sauf qu'on a déja
effectué un tirage. Ainsi, P(Xn, =1 |Ty =j) = P(Xj_1 = i —1). Par conséquent, sin > 2 et i € [2;n],
n n—1
P(Xn=1) =+ S P(X;_1 =i—1) =1 3 P(X) =i—1) en posant k =j — 1.
n=2 =1
n 1 ] n - 1 1 n—-1 n
Alors, E(Xn) = D iP(Xp =1i) = = + — Z Z PXy=i—1)=—-4+—= > > iP(Xx =i—1) en inversant
i=1 n Mi=2 k=1 N My=1i=2
1 1 n—1k+1
la somme double. Mais P(Xy =i—1) =0des quei>kdonc E(Xn)=—-+-= > > iP(Xxy =i—1). Ainsi,
N M k=1i=2
1 k] 1,1 - T
E(Xn)=+-4+-= > (=14+1)PX=i—-1) = —+— Z (14+ E(Xk)) car E(Xx) = > 1—1)P(Xee =i—1)
nMN =1 i=2 n “ k=1 i=2
k+1 1 n—1
et P(Q) =1= P(Xx =i—1). On a donc bien la relation attendue, E(Xy,) =1+ = > E(Xy)sin > 2.
i=2 N k=1

11

E.
% + % + 1= % Il semble, surtout avec ’aide de la question

b. Méthode 1 : d’apres b., on a E(X3) = 1+ %(1 + 3) =1+ l + l = De méme, on obtient

1+

Ee) =1+2(1+3 41414+ 1)

Il
NgE!

&=

supplémentaire, que E(X;,) = Hy pour tout entier n € N*. On a déja réalisé l'initialisation. Soit

~
Il

1
n—1 n—-1 k

n > 2 tel que Vk € [1;n — 1], E(Xx) = Hx, d’apres b., on a E(Xn)—1—|—f > EXy) =1 +1 > Zl

N k=1 “: i=1)

n—In-1
donc E(Xyn) =1 +1 oy 1 —|— Z L1 R ( 'l ) n—=1 _ 1. Par principe de récurrence
n 3 k= j i=1 7 n

forte, on a bien ¥Vn € N*; E(Xy,) = Hn donc ]E(Xn) In(n).

n—1 n
Méthode 2 : d’apres b., pour n > 2, nE(Xn) =n+ > EXy) et (n+ 1) EXnt1) = (n+1)+ > E(Xk)
k=1 k=1



done (n 4+ NEXns1) = 1+ nEXn) + EXn) = (n + NEXn) + 1 dott EXnp1) — E(Xn) = ——. Par

Tl'

n—1
télescopage, on a donc E(Xn) = E(X1) + Y (E(Xkq1) — E(Xy)) =1+ Z k—l—l
k=1 =1
1

Question supplémentaire : comme f : t — " est continue et décroissante sur [1;+o00[, on a la majoration

K1 K+
. _ dt _ 1 dt 1 N
Yk € [[1,n]],fk f(t)dt = fk " < f(k) = et Vk € [2;n], fk > o En sommant la premiere
n
inégalité pour k € [1;n] et par CHASLES, on obtient f] Tt < Hp = > % Si on fait de méme pour

k=1
n
la seconde pour k € [2;n], on a Ln % > Hy—1= % % Ainsi, In(n +1) < Hp < 14+ 1In(n). Comme
k=2
In(n+1) ~ In(n) ~ In(n)+ 1, par encadrement, on a donc H,, ~ In(n).
—+oo —+o0

+oo

a. Pourie N, (X =1) = |_|(X = 1,Y = j) (réunion disjointe) donc, par o-additivité, on a la relation

j=0
. L . A LN AA e M i A =
PX=1)=> PX=1Y=j) ==~ (. |d(0—-)7) = v (a+1—a) = par le binoéme de
j=0 1. j=0 ) 1.
NEWTON donc X suit la loi de POISSON de parametre A.
—+ o0
De méme, pour j € N, (Y =j) = |_|(X = 1,Y = j) (réunion disjointe) donc, par o-additivité, on a aussi
=
+oo —A Ly FO AT (1 — )T “A jyj Eo0 AK(1 _ o)k
P(Yy=j)=> PX=iY=j)=¢& "'X)‘ A (_] ‘X') =€ "'X)‘ A(l '(X) en posant k =1 —j.
iz S (i—j)! it k=0 ki
N — A j
Ainsi, P(Y =j) = e,iﬁme)‘“*“) = w donc Y suit la loi de POISSON de paramétre aA.
! j!
_7\)\1 e—ax(a)\)o
Par hypothese, P(X = 0,Y = 1) = 0 alors que P(X = 1) = £ Tk Oet P(Y =0) = o 0 donc
P(X=1,Y=0) # P(X=1)P(Y =0). Ainsi, X et Y ne sont pas indépendantes.
+oo
b. On a Z(Q) C Z et, pour k € Z, comme (Z = k) = U(X = k+j,Y = j) (réunion disjointe), par
j=0
o-additivité, on a P(Z = k) = Z P(X =k +3j,Y =j). Traitons deux cas :
Sik<0,ona Pz )*OcarV]EN PX=k+j,Y=j)=0.
+o0 o= Apk+ k Ak _ Ak
Sik>0,il vient P(Z=k) = Z A - od(1-0)f e A1~ o) >< ~ Mol et on reconnait une
=0 jlk! k! — J!
—Ak(1 VK Ax —7\(1—¢x)
série exponentielle qui donne P(Z = k) = & A <]k' o)™ _ e §<( ))
Ainsi, Z suit a loi de POI1SSON de parametre A(1T — ).
Pour (j,k) € N?, comme P(Z = k) > 0, on a par définition P(z_y)(Y =j) = % donc, puisque
N PX=k+j,Y=j) e M (1 — a)FK! e *Mar)
X=Y4+2Z, Pz1n(Y=j) = ! = = - avec d..
(z=19(Y =) P(Z =) e =T —a))F !

— A j
Comme V(j,k) € N2, Pz_y)(Y =j) = P(Y = j) = wavec la question b. et qu'on a méme
j!

Vje N, Vke Z*, P(Z=%Y=j)=0= P(Z=k)P(Y=j), Y et Z sont indépendantes.



17.10] a. Il s’agit juste de vérifier que pour P(X = i) > 0 pour tout entier i € N* ce qui est évident, et que

+oo
> P(X =1i) =1, ce qui l'est moins.

i

Méthode 1 : en mode famille sommable, par sommation par paquets, comme on a 2‘% = ) Zi]'H , il vient
J:
FRx=9-% Y- T G -F - x5 4= 1x
i=1 o B I AL e I 7 e B L - &:m2 27!
2 2
Méthode 2 : soit f :] — 1;1[— R définie par f(x) = . Z x™. On peut dériver terme a terme dans
—x
I'intervalle ouvert de convergence de cette série entiere de rayon de convergence 1 pour avoir la relation
+oo 2
Vx €] =11, F(x) = —— = > nx™ ! donc 2 (x) = —X— = 3 nx™*'. En prenant x = 1 dans
T—x7 & - 2
. T 1/4
cette relation,ona . P(X=n)= - =
n=1 1/4

Quelle que soit la méthode, la définition de la loi de X est cohérente.

En reprenant la fonction f de la question précédente et en dérivant une fois de plus, on obtient la relation

Yx €]-1;1], f'(x) = 2 = +ZO:O n(n—1)x""2 donc x3"(x) = +Zo:o n(n—1)x"*! = +ZOO n2xn T —%o nxn
9 ) - 3 - -
(] - X) n=2 n=1 n=1 n=1
too 3 2
done 3 n?x™ = x3¢7(x) + X2 (x) = (12" 3 + i X 2 En prenant x = 15 a nouveau, on arrive a
n=1 — X — X
Tt & a2 201/8) | 1/4
)= ZnPX=n) = 2 e =Ts T

b. Comme on préleve une boule dans une urne n’ayant des boules numérotées que de 1 a X, la boule tirée

a un numéro Y € [1;X]. Soit n € N* et k € [I;n], ona P(X =n,Y = k) = P(X = n) Pix—n)(Y = k) car

P(X=mn)>0etona Px_n)(Y=k) = 1 car les n boules de I'urne ont autant de chances d’étre prises. Par
n

conséquent, P(X =n,Y =k) = PX=mn) _ zn]Jr] . Bien stir, P(X=n,Y=k)=0sin€ N* et k >n.
n
+oo
On a clairement Y(2) = N* et, pour tout entier k € N* on a (Y = k) = |_| (X = n,Y = k) (réunion
n=k

d’événements incompatibles) donc, par o-additivité, on a P(Y = k) = >, P(X = n,Y = k) ce qui donne

“+ o0
P(y=k)= > 2n1+1 = 2k1+1 X ] 1 T = ;—k Ainsi, Y suit la loi géométrique de parametre p = % On sait

2

d’apres le cours que E(Y) = 1 =26t que V(Y) = 1—_29 =2.
p P



