TD 18 : VARIABLES ALEATOIRES

PSI 1 2024-2025 vendredi 07 février 2025
e . Pk p+1 . .
a. Initialisation : la relation ) = =1 est clairement vraie.
k=p \P p+1
Ty . 9. [k q+1 R . R .
Hérédité : soit q > p tel que > = ) Alors, par hypothese de récurrence et d’apres la relation
k=p \P P
! /x a. [k 1 1 1 2
de PASCAL : Y. ():(Z ( >)+<q+ >:<q+ >+<q+ >:(q+ )
K=p \P k=p \P P p+1 P p+1

q-+1

4 [k
On conclut par principe de récurrence que Vq > p, . ( ) = ( +1
p

) ; encore vrai si q <p (0=0).
k=p \P

k k+1 k41
On pouvait obtenir cette relation sans récurrence en constatant que ( > = j;l) — ( + ) donc, par
p p

q k q k+1 k 1 1
télescopage, Y. < ) = > (( + )—( )) = (q + )—( P ) = (q + ) (formule des colonnes).
K=p \P k=p “\p +1 p+1 p+1 p+1 p+1

b. On peut modéliser cette expérience par des n-uplets comme BAABBAA ---BA, celui-ci signifiant que le
premier jeton tiré est Blanc, les deux suivants d’Autres couleurs, etc..... sachant qu’il doit impérativement

y avoir b fois B et a fois A dans cette suite de lettres. On note 2 ’ensemble des tous ces n-uplets ; il y en

a+b . . . . . . .
a ( b ) car il faut choisir les b tirages qui vont donner un jeton blanc parmi les a + b tirages. On prend

aussi la tribu pleine A = P(2) et pour P la probabilité uniforme sur € pour finaliser la modélisation. On a

X(€Q) = [b; a + b] (au moins b tirages pour prendre tous les jetons blancs et au plus a + b).

card (X = k))

Soit k € [[b;a + b]], alors P(X = k) = card ()

b
(loi uniforme sur Q). Or card () = (a: > et

k—1
card (X =k)) = ( ) ; en effet, il faut forcément un jeton blanc au tirage k et il faut choisir parmi les k—1

b—1
k—1
b—1/  bk—1ld

premiers tirages les b — 1 tirages qui donnent un jeton blanc. Ainsi P(X = k) = (a T b) = @t o)k—b)"
a I(k —b)!

b
Par défi E a+b P 1 a+b k—1 1 a+b k C Lt
éfiniti X) = kP(X=k) = V——~ k = —— b . i i i
ar définition, E(X) kgb ( ) . kgb (b]) P kgb (b) e qui se simplifie
b b
<a+b+1)
o » 3 b+1 )  blatb+1) L ‘
d’apres la question a. en E(X) = g = o < a+ b (comme il se doit). De plus,
b
E ] atb NP 1 a+b ] k=1 1 a+b : k+1 c
X(X = k X=k)=———+ k(k = —— b(b .
O+ 1) = 5 Kl 1B =) = e S ke 0 (F ) = 7y 2 v+ (1)) e
b b
a+b+2
b(b+1
(b+ )( b 42 )_b(a+b+2)(a+b+])

qui se simplifie d’aprés la question a. en E(X(X 4 1)) =

a+b B b+2 ’
b

Ainsi V(X) = E(X?) — E(X)? = E(X(X + 1)) — E(X)? — E(X) par linéarité de I’espérance. Les résultats



2 2
précédents montrent que V(X) = blathb —ZZJ)F(;—i_b +1) _ b (Elb_:b];_zw — b(a;—f]—k 1) ce qui devient
b(b+1)%(a+b+2)(a+b+1)—b* (a+b+1)*(b+2)—bla+b+1)(b+1)(b+2)
(b4 1)%(b +2)
bla+b+1)[(b+1)*(a+b+2)—bla+b+1)(b+2)—(b+1)(b+2)]  abla+b+1)
(b4 1)%(b+2) T (b+1)(b+2)

V(X) = et encore en

V(X) =

X est a valeurs dans N* donc Y aussi par définition de Y car X + 1 > 2 donc X '2'_ 1 >1.
Soit un entier k € N*, alors (Y = k) = (X = 2k — 1) U (X = 2k). Par incompatibilité de ces événements,
on obtient P(Y = k) = P(X = 2k — 1) + P(X = 2k). Puisque X suit la loi géométrique G(p), il vient
PY=%) = (1-p)2*2p+ (1 —-p)?*Tp = (1 —p)2*2p(1 +1—p), ce qui donne apres simplification
P(Y=k) =((1-p)) 0= -p)?)=0-p2=p)p2-p)

Puisque 1 — (1 —p)? = p(2 —p), Y suit la loi géométrique de parametre p(2 — p).

a. Comme p # 0 et p # 1, on en déduit que Y, (2) = {0,1}. Par indépendance de Xy, et Xy 1, il vient
P(Y, =1) = P(Xp = Xny1 = 1) = P(Xy, = 1)P(Xny1 = 1) = p?. Ainsi Yy, suit la loi de BERNOULLI
B(1,p?). D’aprés le cours, E(Yn) = p2, V(Y,) =p?(1 —p?).

Bien stir, si i = j, Yi et Y;j sont plus que dépendantes (elles sont égales). Sii < j, on distingue deux cas :
esij=1i+41,alors (Y; =1,Yi41 =1) = (Xy =1, Xi41 = 1, X442 = 1). Alinsi, par indépendance mutuelle de
Xi,Xit1,Xi42, on a P(Y; = 0,Yi41 =0) = P(X; = 1) P(Xi11 = 1) P(Xi42 = 1) = p3. Or, d’apreés la question
a., P(Y; =1)P(Yi;1 = 1) = p*. Comme p #0et p #1, Y; et Yi,1 ne sont pas indépendantes.
e sij>1i+1, alors Y; dépend de X; et Xiy1 alors que Yiy1 dépend de Xj et Xj41, on sent que Y; et Yiiq
sont indépendantes (lemme des coalitions). Or (Y; =1,Y; =1) = (X;y = 1, Xi41 = 1,X5 = 1,Xj41 = 1), donc,
comme avant : P(Y; = 1,Y; = 1) = p* = P(Y; = 1)P(Y; = 1). On vérifie de méme qu'on a les égalités
P(Yi =1,Y;=0) = p2(1—p2) = P(Yi = 1)P(Y; =0), P(Yi =0,Y; =1) = (1—p2)p2 = P(Y; = 0) P(Y; = 1) et
P(Y; =0,Y; = 0) = (1—p?)? = P(Y; = 0) P(Y; = 0). Ainsi Y; et Y; sont bien indépendantes : Cov(Yi,Y;j) = 0.
b. On traite trois cas selon le couple (n,m) :
e Sin=m, comme Y,Y, = Y2 = Yy, on en déduit que E(Y,Yy,) = E(Y,) = p2.
eSin—m|=1, E(YaYn) =p>.

P
n 2

Par linéarité de 'espérance, comme Yk € [1;n], E(Yx) =p?, on a E(Z—”> =1 S E(Yy) = 2 = p?
n k=1 n

n
n
d. Comme Yy, et Yy, sont indépendantes dés que [n—m| > 2, ona V(Z,) = >

V(i) +2 > Cov(Yi,Yigr)
K i=1
1

—_

d’apres le cours. Sii€ [1;n — 1], Cov(Yi, Yig1) = E(YiVYit1) — E(YVi) E(Yit )_: p3 —p* =p3(1 —p) donc

V(Zn) =np?(1—p?)+2(n—1)p3(1 —p). Comme p3(1 —p) =0, V(Z,) < Cn avec C = p?(1—p2) +2p3(1 —p)

donc C=p2(1 —p)[1+p+2p] = [p(1 —p)](1+3p)p < JI X4x1=1cet V(Zn—“) = %V(Zn) <&
n

c. D’apres l'inégalité de TCHEBYCHEV, on a la majoration Ve > 0, P(’Z—“ - pz) > e) < V(E“). Or
n €
np®(1 —p?) +2(n —1)p>(1 —p) Zn 2
lim > = 0 donc, par encadrement : Ve > 0, lim IP’(‘—“ —p ‘ > e) =0
n—+oo nce n—+oo n
1

2
Par inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV, nous avons ]P’(‘s—“ - p2’ > e) < V(S—“> < %
n £ n ne

Zn

- pz‘ > e) = 0 par théoréeme d’encadrement.
n

On conclut bien que Ve >0, lim ]P’(‘

n—-+oo



n
a. Comme Yk € [[1;n], E(Xx) = 0, par linéarité de l'espérance, E(Sy,) = > axE(Xx) = mn = 0. Par

indépendance 2 a 2 des variables aléatoires Xj,---, Xy, donc aussi des variables aléatoires a1Xy, -, anXn

n n n
par transfert d’indépendance, on a V(S,) = V( > aka) =3 afV(Xx) = 3 af = o2 d’apres le cours.
k=1 k=1

+oo  2n t2 n
_ t _ _ 2"n! _ 2(TL+ 1)an — _4n
b. Vt € R, ch(t) *RZ:O 2 Z 2” S = O M T G e 1) Il SO

2
donc (an)n>o0 décroit et ap = 1. Ainsi, Vn € N, ap < 1 <= (2] I < 2“] ;- DouVvVte R, ch(t)<e T
n!
2
On pouvait aussi étudier la fonction f : t — % —1In(ch (t)), elle est deux fois dérivable et on a f'(t) = t—th (t)
et f/(t) = th?(t) > 0 pour t € R donc, comme f(0) = 0, f est négative sur R_ et positive sur R,
ce qui montre que f est minimale en 0 et, comme f(0) = 0, que f est finalement positive sur R. Ainsi,

2
Vvt € R, In(ch(t)) < % et on conclut par croissance de I'exponentielle que ¥Vt € R, ch (t) < et’/2,

c. Les variables aléatoires Xj,---,X;, sont indépendantes par hypothese, on sait qu’alors, par transfert

d’indépendance, les variables aléatoires e®1 X1, ... e®nXn sont aussi indépendantes. D’apres le cours, puisque

Vk € [1;n], E(er<Xx) = %(emk + e’)“lk) =ch ()\ak) par la formule de transfert, et d’apres la question b.,

n n A2 Uﬁ
VYA >0, E(erSn) = E(er1Xr...eranXn) = [T E(er*<Xx) = [ ch(Aax) < H eMar/2 = 72
k=1 k 1
d. exp est strictement croissante et x > 0 donc (Sp = x) = (eMn > M) donc IF’( > x) = P(eMSn > eM).
D’apres l'inégalité de MARKOV appliquée & la variable aléatoire discréete réelle bornée et positive e*Sr, on
A?o? 2 2
ASn A 2 2
a l'inégalité P(S,, > x) < ]E(e)\x ) < € ?\ZX =hy(A) =e 2 =2 Or le minimum de A — }\% — Ax est
e
atteint en A = Ag = % (étude de parabole). Par conséquent : P(S,, > x) < hy(Ao) = €2%n
O-Tl
Par exemple, si on effectue une marche aléatoire classique avec a; = --- = a,, = 1, alors 02 = n et Sn
70(.211 70(.
représente la position du marcheur aprés n pas et on a la majoration P(Sy > ay/n) < e 2n =e 2
—AK "
a. Par définition, Vk € N, P(X = k) = £ k')\ . Sine N, (X <n) = U(X = k) (incompatibles)
) k=0
N e T[T - A
donc P(X < n) = > &~ NotonsIn:—f e 't"dt. Onalp =e¢e* = P(X < 0) = P(X=0)
k=0 k' Tl' A
“Ay\k
et, si In = Z € A k' = P(X < n) pour un entier n € N, alors par intégration par parties en posant les
k=0
n+1
deux fonctions de classe C' w:t — —e tetv:ts i telles que lim u(t)v(t) = 0 par croissances
n
, . _ 1 400 el o ([ et n+1}+00 +<>o n )
comparées, on a la relation I = — thTldt = — (| — — Ht™dt
P ! (n—|—1)!f?\ € n! n+1 I f
efk}\nJr]
donc Intq = +Ih=PX=n+1)+PX<n)=PX<n+1).

(mn+1)!
.. ’ 1 Foo —t
Par principe de récurrence : ¥n € N, P(X <n)= 5 f)\ e~ 'thdt.
n!
On peut aussi appliquer la formule de TAYLOR reste intégral é exp entre 0 et A pour avoir la relation

e = i f Yvetdt et en déduire P(X =1-— f )Met=Adt. On effectue ensuite le
k

changement de variable t = A —u = @(u) facile a justifier pour avoir P(X <n) = — (n' f u e_udu) Or
n!

+oo
onsait quen! =I'(n+1) = fo w1 =Te~%qu done, avec CHASLES, il vient P(X < n) = — f?\ e “u"du.
nl



b. Comme X(©2) = N, on a U = (). De plus, la suite ((X < n))nen est croissante, donc par

neN
théoréme de continuité croissante, on a liT P(X < n) = P() = 1. Par conséquent, avec la question a.,
n—+oo
1T _ena, . . \+°°,tnN,.,
on a nETOO o f e”'t"™dt = 1 ce qui revient a f)\ e "thdt ol (indépendant de A > 0).
“+oo +00 \n,n
c. t € R, Gx(t) = > PX=n)t" = * 7‘—% =M1 Ainsi, Gx(1) =1 et Gx(—1) = e~ .
n=0 n=0 M-
+o0 +o0
d. (X paire) = U (X = 2n) (évenements incompatibles) donc, par o-additivité, P(X paire) = Z P(X = 2n).
n=0 =
+oo " . . ]+e—2A 1
Avec c., Gx(1) + Gx(—=1) = >, (1 + (=1)*)P(X = k) = 2P(X paire) donc P(X paire) = > >3
k=0

e. Avec ces hypotheses, (XY paire) = (X paire,Y = 1) U (X quelconque, Y = 2). Ainsi, par indépendance entre

—2A
les variables aléatoires X et Y, P(XY paire) = 1 ]P’(X paire) + l = é + eT'

a. Comme p # 0 et p # 1, on en déduit que Y, (2) = {0,1}. Par indépendance de Xy, et Xy 1, il vient
P(Yn=1)= PXp =Xny1 =1) = P(Xn = 1)P(X;,11 = 1) = p?. Ainsi Yy, suit la loi de BERNOULLI B(p?).
D’aprés le cours, E(Yn) = p?, V(Y,) =p?(1 —p?).

b. e Sii=j, Y; =Y; donc Cov(Yy,Yj) = V(Y;) = p2(1 —p?) > 0. Y; et Y; ne sont pas indépendantes.
e Sij=1i+1,Y;Y; = Xi_1X?Xi1 = Xi—1XiXit1 et Cov(Yy,Yj) = E(Xi—1XiXi+1) — E(Vi) E(Y;) = p3 —p* >0

par indépendance de X{_1, X;i et Xj471. Ainsi, Y; et Y; ne sont pas non plus indépendantes.
e sij > i+1, alors Y; dépend de X;_1 et X; alors que Y; dépend de Xj_7 et Xj, ainsi, Y; et Y;j sont indépendantes

par le lemme des coalitions. Ainsi, Cov(Yj,Yj) = 0.

c. Comme S;, est bornée, elle admet un moment d’ordre 2, donc une variance, et on a d’apres l'inégalité de

BIENAYME-TCHEBYCHEV, pour ¢ > 0, P(|Sy, — E(Sn)| = ¢) < &2“)
£

d. On traite trois cas selon le couple (n,m) :
e Sin=m, comme Y,Yn = Y2 =Yy, on en déduit que E(Y,,Yrn) = E(Y;,) = p2.
e Sin—m|=1, E(YnYy,) = p> d’aprés la question b..
e Si [n —m| > 2, par indépendance de Yy, et Yy, E(YnYm) = E(Y,) E(Yn) = p?.

Les Y, ne sont pas indépendants donc les hypotheses de la loi faible des grands nombres ne sont pas respectées.

3 B(n) = " =y

Par linéarité de I'espérance, comme Vk € [1;n], E(Yx) =p?, on a E(S )
n

1
n n
n n—1
Comme Yy et Yy, sont indépendantes des que [n —m| > 2, on a V(S,) = Z (Yk) +2 > Cov(Yi,Yit1)

i=1

d’apres le cours. Siie€ [1;n— 1], Cov(Yi,Yiy1) = E(YiYig1) — E(Yy) (Y1+1) —p* =p3(1 —p) donc
V(Sn) = np?(1—p?)+2(n—1)p>(1 —p). Comme p*>(1—p) >0, V(Sn) < Cn avecC:p (1-p*)+2p*°(1—p)
doncc:p(1—p)[1+p+zp}:[p(1—p)}(1+3p)p<}tx4x1:1et V(S—n) 2V( )gggl.
n non
D’apres 'inégalité de TCHEBYCHEV, on a la majoration Ve > 0, P(‘S—“ — pz‘ > £) < (573/“) < % Or
n € ne

Um % = 0 donc, par encadrement, Ve > 0, Um P(’S—“
n—+oo

—pz‘ > s) = 0 donc la suite (Yn)n>1 satisfait
n—+oo ne n

les hypotheses de la loi faible des grands nombres méme si elle n’en vérifie pas les hypothéses.



a. Comme Y est a valeurs positives, on a 0 < X < Z. Et comme Z suit une loi géométrique, Z admet une
espérance finie. On en déduit par comparaison que X admet aussi une espérance finie.
De méme, Z? admet aussi une espérance finie car Z admet une variance finie. Ainsi, comme 0 < X? < 72, la
variable aléatoire X? admet une espérance finie donc X admet une variance finie.

Par linéarité de 'espérance et d’apres le cours, E(Z) = - = E(X)+ E(Y)+1 = 2E(X)+1 donc E(X) = 1-p,

1_
P 2p
Puisque X et Y sont indépendantes, V(Z) = 1% V(X+Y) = V(X)+ V(Y) =2V(X) donc V(X) = 12%
p p

b. Comme le rayon de convergence de toute série génératrice est supérieur a 1, et que d’apres le cours

vt €] - 1;1[, Gz(t) = ﬁlljt—;p)t’ onaVt €] — 1;1], Gxaypr(t) = EEXTYH) = E(ttXTY) = t E(tXY) par

linéarité de I'espérance. De plus, comme X et Y sont indépendantes, E(t*+Y) = Gx v (t) = Gx(t)Gy(t) donc
Gx4v(t) = tGx(t)Gy(t). Mais comme X et Y suivent la méme loi, on a Gx = Gy donc Gz(t) = tGx(t)%. On

en déduit donc que Yt €] — 1;1[, Gx(t) = ﬁg—) car Gx est positive sur | — 1;1].
—p)t

L e,

~—Z—>>x" ce qui donne, en remplagant x par —(1 — p)t,

On sait que Vx €] — 1;1],

m n=0 4m n')
Vit € [-1;1] Gx(t) = /P Z = )n(z.; ' (=)™ —p)™"™ = Z v 2t —p) t™. En identifiant les

4% (nl) 4™(nh)?
coefficients, par unicité du développement en série entiere, comme le rayon R de convergence vérifie R > 1,

=n)= Vp (2n)!(1 _P)

()2

on a la loi de X donnée par Vn € N, P(X

a. L’application nulle est une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2 de €2 dans R et une

combinaison linéaire de deux variables aléatoires admettant des moments d’ordre 2 est aussi une variable
aléatoire admettant un moment d’ordre 2 d’apres le cours, donc E est un espace vectoriel de dimension
inférieure ou égale & n car engendré par n “vecteurs”. La variable aléatoire nulle appartient & G. Si (X,Y) € G?
et (A, n) € R2, AX + pnY est une variable aléatoire réelle sur 2 et, comme 0 < E(XY)? < E(X?)E(Y?) = 0 par
l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, E((AX + nY)?) = A2 E(X?) + 2AnE(XY) + u? E(Y?) = 0. Ainsi, G est bien
un sous-espace vectoriel de E et, en tant que tel en dimension finie, admet un supplémentaire F.

Si (X,Y) € E?, par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, XY admet une espérance finie donc f est bien définie sur
E. f est bilinéaire par linéarité de I’espérance, symétrique par commutativité du produit dans R et positive
car X2 étant une variable aléatoire positive, on a E(X?) = f(X,X) > 0. Par contre, f(X,X) = E(X?) = 0 pour
toute variable aléatoire X non nulle de G donc f n’est pas définie positive donc pas un produit scalaire sur E
si G # {0} car pour toute variable aléatoire X non nulle de G. Néanmoins, si G = {0} et si f(X) = E(X?) =0,
alors X € G donc X = 0 et f est bien définie positive.

Par conséquent, f est un produit scalaire sur E si et seulement si G = {0}.

b. Par contre, g = f|p2 : F> — R définie par ¥(X,Y) € F2, g(X,Y) = f(X,Y) = E(XY) a les mémes propriétés
de bilinéarité, symétrie, et positivité en tant qu’application induite mais elle est aussi définie positive car
siX € Fet g(X,X) = E(X?) =0,0naX € FNG = {0g} donc X = 0 est la variable aléatoire nulle. Par

conséquent, g = f|2 est un produit scalaire sur F.



c. Pour (X,Y) € F?, on a E(XY)? < E(X?) E(Y?) par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.
d. Méthode 1 : les variables aléatoires Z et T(z-() admettent un moment d’ordre 2 donc, par I'inégalité
de CAUCHY-SCHWARZ, on a E(T(z-0)Z)? < E(ﬂ(zz>o))E(Zz). Or Tl(zz>o) = T(z-0) ce qui montre que

IE(TI(ZZ>O)) = P(Z>0) et N(z-0)Z = Z car Z est positive. On a donc E(Z)? < P(Z > 0) E(z?) donc, comme

2
E(Z?) > 0 par hypothese, on a bien P(Z > 0) > %g%)
Méthode 2 : par définition E(Z) = > zP(Z = z) > 0 puis par inégalité de CAUCHY-SCHWARZ sur
z€Z(Q)
les séries, en écrivant E(Z) = > (2¢/P(Z=12))(y/P(Z =z)), comme ces séries convergent, on obtient

z€Z(Q)
z>0

E(z) < ( = 2Pz = Z)) x ( 2 Bz= Z)) = E(z2)P(Z > 0) donc P(Z > 0) >

car E(z?) > 0.

n
e. Notons Aj le nombre d’arétes issues du sommet i, on a Aj = ) X;; par définition donc, comme les
j=1
. . . . ]¢l .
variables aléatoires X; ; suivent la méme loi de BERNOULLI et qu’elles sont indépendantes, d’apres le cours,

Aj; suit la loi binomiale B(n — 1,pn).

n
f. Aucune aréte ne part du sommet i si et seulement si A; = 0. Ainsi, Z, = ) T(a,—o) et, par linéarité de

i=1
n n
lespérance, E(Zn) = > E(T(a,=0)) = > P(A; =0) =n(1 — pr) T
i=1 i=1
g. Comme p,, = CM, on a E(Z,) =n(1— P =nexp ((n —1)n (1 _ CM)> et lim In(n) -0
n n—-4oo n
In(n) 1 In(n) In(n)? .
done (n=1)tn (1-c™M) = n(1-1) (= of )) = et 1 ).
onc (n—1)1In c— )z n - c— —+ 2 = n(n)-+o(1) (apres regroupement)

Ainsi, exp ((H—U In (1 —CM)) = e~ cmm+o(l) — pn=ceo(l) ~ n=¢ et on conclut que E(Z,) ~ n'~c.
n +oo +oo +o0 400

Alnsi, nHToo E(Zn)=0sic>1, nE)Too E(Zn) =+4ocosic<1et ngToo E(Z,)=1sic=1.

—+oo
h. Comme Z,, est a valeurs dans N, on a E(Z,) = > P(Zn > k) = P(Zy > 1) = P(Z,, > 0). Ainsi, il vient
k=1

P(z,, > 1) < E(Zy,). Clest d’ailleurs direct par MARKOV car Z,, est a valeurs positives donc, avec ¢ = 1 > 0,
E(Zn) In(n) In(n)
P(z, >21) < - Or, comme ¥n > ng, E(Zp) <nexp((n—1)In(1—c——=)) car c——= < pn < 1
n n

pour tout n > np. On a donc, d’aprés g. et par encadrement, 1111 P(Z,, > 0) = 0 dans ces conditions.
n—+oo

On n’a presque strement aucun sommet isolé quand n tend vers +oc.

n 2 n
i. On développe Z2 = (Z "(A-l=0)) = > TI(ZAFO) +2 > Ma,=0)T(a;=0) ce qui donne, comme
i=1 i=1

1<i<jgn

"%A-l:O) = T(a,—0), la relation Z%L =Zn+2 T(A,=0)n(A;=0) d’ou, par linéarité de l'espérance,
1<i<ign
E(z2) = E(Zn)+2 Y., P(A; =0,A; =0). Il y a une aréte possible entre les sommets i et j, et n — 2
1<i<ign

autres arétes possibles arrivant en i et n — 2 autres arrivant en j. Par indépendance mutuelle, on obtient
P(A; = 0,A; = 0) = (1 —pn)?™73. Ainsi, en reportant, E(Z2) = n(1 —pn)™ ' +n(n — 1)(1 — py)?"~3

donc, en factorisant par rapport aux puissances de 1 —py, E(Z2) =n(1 —p)" (1 + (n = 1)(1 —pn)"2).
E(Zn)z n 1
= x (1T — X
E(z2) n—1 (1="pn) 14 1
(n=1)(1 —pn)"?

D’apres la question d., on a donc 1 > P(Z,, > 0) >




Or lim —"— =1 Um (1 —py)=1car Ing € N*, Vn > ng, pn < Cln(n) et, comme en question g.,
n—+oon — 1 n—+o0 n
_ l . E(zn)?
onaVn>mng, (n—1)1—p )" 2= (n—1)exp ((an) In(1 ,c%) Nl +o0 donc TLETOO IE(TT%)) =1

donc HT P(Z,, > 0) = 1 par encadrement. Il y a presque sirement au moins un point isolé dans ce cas
n—+oo

quand n tend vers +oo (en fait il y en a beaucoup puisque HT E(Zn) = +00).
n—+oo

a. Xy, représente le nombre de succes (la face du dé lancé vaut 1) lors d’une répétition de lancers indépendants

suivant la méme loi de BERNOULLI de parametre % (deux faces sur quatre). D’apres le cours, Xy, suit la loi

binomiale B (n, %) . De méme, comme il n’existe qu’une face sur quatre marquée O ou 2, Yy et Zn, = n—Xn—Yn

(qui représente le nombre de faces 2) suivent la loi binomiale B (n, %) Ainsi, E(Xy,) = % et E(Yp)=1

g
b. Comme dit & la question précédente, Z, = n — Xy, — Yn suit la loi B (n, %) donc (Xn +Yn)(Q) = [[0;n] et,

n T\n—k 3\ k
pour k € [0;n]], P(Xn +Yn =k) = P(Zn =n—k) = < k) <Z) <Z> ce qui montre que Xy, + Yy, suit
n—

la loi binomiale B (n, 3) On pouvait aussi dire que Xy, + Yy, représente le nombre de fois ot 'on tombe sur

les faces 0 ou 1 (3 faces sur 4) lors de n lancers indépendants avec la méme conclusion, X, + Y, ~ B (n, i)

Si F est le numéro de la face du lancer k, pour (i,j) € [0;n]?, ((Xn,Yn) = (1,j)) = @ sii+j > n et

(X, Yn) = (1,§)) = |_| ﬂ (Fm, =1)N ﬂ (Fp, =0)N ﬂ (Fx = 2) (réunion

kgMUP

I<mp<---<mi<n
ISpp<-—-<pjsn
{my,mit=myn{p1spjH=p)=0

d’événements incompatibles) donc, par indépendance des F,, et o-additivité, on obtient la relation suivante :

i j n—i—j
P((Xn,Yn) = (1,j)) = N(%) (}1) (%) olt N est le nombre de (i + j)-uplets (my,---, mi,p1,---,pj)

L. . . . n .. . ..
vérifiant les conditions imposées. Or il y a () fagons de choisir les (mq,---,m;) et, une fois choisi ce
i
n—i
i~uplet, il y a, de maniere indépendante, ( . ) facons de choisir le j-uplet (p1,---,pj) parmi les n — i
)

lancers restants et un seul choix pour les indices correspondant a la face 2. Au total, cela donne I’expression

—i |
N = n X n. YW ™ Choix de tels (i+j)-uplets (mq,---,mi,p1,---,pj)-
i j ihln —1—j)!

.. . . n! Nyt o
Ainsi, P((Xn,Yn) = (1,j)) =0sii+j>net P((Xn,Yn) = (i,j)) = m(i) (Z) sii+j<n.

Comme Xy et Yy sont bornées, la covariance demandée existe et Cov(Xn,Yn) = E(XnYn) — E(Xn) E(Yn)
2

donc Cov(Xn,Yn) = E(XnYn) — n? d’apres la question a..

Méthode 1 : pour une variable aléatoire réelle U admettant un moment d’ordre 2, on a E(U?) = V(U)+ E(U)?

2 2 \2
(Xn + Yn) 7 Xn Y“, par linéarité de I'espérance, cela donne la relation

E(XnYn) = %(V(Xn FYn) + EXn + Ya)? — VXn) — V(Yn) — E(Xn)? — E(Yn)z). Or on connait les lois

donc, comme on a aussi X, Y, =

de Xn, Yn et Xn + Yy donc E(Xn + Yp) = %’ E(Xn) = 5. E(Ya) = B, V(¥n) = % et

2 2 2 _
V(Xn+Yn) = 3]’—2 ce qui donne E(X,Yy) = %(‘:’—2 + 9]% - % - % - nT - T]L—6) = n(nTl) Ainsi, on trouve

> V(Xn) =



2
Cov(Xn, Yn) = EXpYp) — & = -1,

8 8
Méthode 2 : par le théoréme de transfert appliqué & (X,,, Y5, ) dont on connait la loi avec c. et avec f : N2 — N
.. S 3 . 3 ! ANAA N
définie par f(i,j) = ij, on a E(XnYn) = HP((Xn, Yn) = (1,)) = 1)%(7) (7) )
(> ) ( n n) i+£n (( n n) ( )) i+£n 1!)!(n—1—])! 2 4
Traitons deux cas :
n =1 Alors X;Y; =0 car il n’y a qu’un seul lancer donc E(X;Y7) = 0.
,1) (n—Z)! 1 i-1 1 (n=2)—({-1)
w22 st = e CINOR
B2l B0 =T L G- G0 °

i>0,j>0

aveci =i—-1,7 =j -1, E(xnyn):M 3 (n—2)! )!(;)i/(]>n—2—i’.

8 i/_;'_j/gn_z 1")"((1’1_2) —i/—j/ 4
Avec c. appliquée avec n — 2 & la place de n, comme = |_| ((Xn-2,Yn-2) = (i',i")), on a
4’ <n—2
0o —2)! N\
P(Xn-2¥n2) = (7)) = 8 e OB (1) (1) — 1. Cette
14§’ <n—2 ( n o ’ ) i 4j'<n—2 1/!)/!('[1 —2— 1/ — ]l)' 2 4
. . : n! N\ L 1\01)°
relation est méme vraie pour n = 2 car Z ﬁ<7> (7) = (7> (7> =1.
i’+j/<01~)~(0_1_l)- 2 4 2 4
Ainsi, E(XpnYn) = n(nT_])
nn—1) nn—1) n? n
Dans tous les cas, on a donc E(XnYy,) = — donc Cov(Xn,Yn) = N T

18.10) a. Par définition de [X], on a X < Y mais on n’a pas X < Y — 1 car Y est le plus petit entier k vérifiant
X <k donc X > Y —1 et on a la double inégalité, comme pour la partie entiere, X <Y < X+ 1. Comme Y est
a valeurs dans R, que Y < X+ 1 alors que X+ 1 admet une espérance finie par hypothése, par comparaison,

+oo
Y admet aussi une espérance finie. Comme Y est & valeurs dans N, d’apres le cours, E(Y) = Y P(Y > k).
k=0

De plus, pour k € N, comme X < Y, on a Uinclusion (X > k) C (Y > k). De plus, comme Y — 1 < X, et que k
est un entier, on a (Y > k) = (Y > k+1) C (X > k). Ainsi, par double inclusion, on a (X > k) = (Y > k) ce qui

donne P(X > k) = P(Y > k). Cependant, 0 < X < Y donc, par croissance de 'espérance, 0 < E(X) < E(Y)
o]

+o0 +
et on obtient bien 0 < E(X) < > P(Yy>k) = > P(X > k).
k=0 k=0

b. Soit k € N fixé et n € N, par hypotheése on a 0 < Xp41 < X, done (Xp41 > k) € (Xn > k). En
posant A,, = (X5, > k), la suite (A )nen est done décroissante et, par théoreme de continuité décroissante, si

A= ﬂ An,ona P(A) = nEToo P(A,). Comme Yw € Q’nEToo Xn(w) =0, 0naA = car pour un w €

neN
fixé, Ing € N, Vn > ng, 0 < Xy < e =k donc w ¢ A. Ainsi, on a bien Vk € N, liT P(Xy > k) = 0.
n——+oo
+oo
c. Pour k € N, soit uy : Ry — R telle que ui(x) = P(X|5] > k). On pose, pour x € Ry, u(x) = > uk(x).
k=0

(H1) Pour k € Net x € Ry, ona0 < X|x <Xo par hypothese donc (X|x| > k) C (Xo > k) et uy est

bornée sur Ry avec |[ui||oo,r, < P(Xo > k). Comme ) P(Xo > k) converge d’apres a. car Xo
k>0
est positive et admet une espérance finie, on a la convergence de la série )" ||Juk||o, . donc la
k>0
convergence normale de la série de fonctions > uy vers u sur Ry.
k>0
(H2) Pour tout k € N, la fonction ux admet une limite finie en +o0o d’apres la question b. et on a

XETOO uk(x) = xBToo P(XI_XJ > k) = =0.



“+o0

Par le théoreme de double limite, on a donc lim u(x) = &, = 0 donc, en particulier, lim u(n) =0 ce
X—+00 k=0 n—-+oo

—+oo —+oo
qui donne lim Y P(Xy > k) = 0. Par encadrement, comme on a ¥n € N, 0 < E(Xy) < Y P(Xn > k)
n—+ooy - k=0
d’apres la question a., on en déduit que 1111 E(Xn) = 0 (c’est le théoreme de convergence dominée pour
n—-+oo

les variables aléatoires).
18.11 | a. Par construction et comme les cas extrémes sont “n fois piles” ou “n fois faces” d’un co6té et “alternance
pile/face” ou “alternance face/pile” de l'autre, on a N(Q2) = [[1;n].

n n
o Si Py, = “on fait pile au lancer numéro k”, on a (N = 1) = ( ﬂ Pk) U ( ﬂ Pik) Par incompatibilité de ces
P

k=1 k=1
n n
deux événements et indépendance de Py,---,Pn,ona P(N=1)= [ P(Px)+ [[ P(Px)=p™+ (1 —p)"
k=1 k=1
n—1 k n n—1 j n
e Avec ces mémes notations, (N =2) = ( ( ﬂ Pi> N ( ﬂ Pi) L ( ﬂ ﬁ) N ( m Pi)) et,
k=1 i=1 i=k+1 j=1 i=1 i=j+1

3

n—1 X i n—1
(T ek -pm )+ (S 0 —pPpn) =2 5 p (1 —p)" *en
k=1 j=1 k=1

avec les mémes arguments, P(N = 2)

n-2
posant k = n —j dans la seconde somme. Ainsi, P(N =2) =2p(1—p) > p™(1 —p)" 2> ™avecm =k — 1.

m=0

° Sl‘p = %7 on a donc IP(N :2) = (Tzln_f})

n—1 n—1
— (1=
)P —~ (] —~ p) )
p—(1-p)
b. Pour k € [1;n — 1], comme (Ix = 1) = (Px NPis1) U (Pk N Pry1), on obtient P(Iy) = 2p(1 —p). Puisque

e Sip# %7 classiquement, P(N =2) =2p(1 —p

Ik ne prend que les valeurs 0 et 1, Iy suit la loi de BERNOULLI de parameétre 2p(1 —p) avec E(Ix) = 2p(1 —p)
et V(Ix) = 2p(1 —p)(1 = 2p(1 — p)).
c. On a une série supplémentaire a chaque changement de pile a face ou de face a pile entre les tirages k

et k+ 1 (et on a ce cas si et seulement si Iy = 1) ce qui donne, en comptant le premier tirage qui ameéne

n—1
forcément une premieére série, N =1+ > Iy.
k=1
n—1
Par linéarité de l'espérance, on a E(N) =1+ > E(Ix). Ainsi, EIN) =14 2p(1 —p)(n —1).

k=1
n—1 n-1 n-—1
D’apres le cours, on a V(N) = V(1 + > Ik) = V( > Ik) = > VIy)+2 > Cov(ly, I). Or
k=1 k=1 k=1 1<i<j<n—1
Cov(Iy, Ij) = E(IiIj) — E(I;) E(I;) et la variable aléatoire 1;I; ne prend que les valeurs 0 et 1 donc suit une
loi de BERNOULLI. Traitons deux cas selon la proximité des entiers i et j :

Sij=i+1, (L =1)= (I = 1,Tix1 = 1) = (Pt N Pig1 N Pi42) U (Py N Pipq N Piy2) done, avec les mémes
arguments qu’avant, P(I;1j =1) = p(1—p)p+ (1 —p)p(1 —p) = p(1 —p) donc E(LiI5) = p(1—p)
et Cov(Ili, ) = p(1 —p) —4p*(1 —p)> = p(1 —p)(1 —4p(1 —p)) = p(1 —p)(1 — 2p)*.

Sij>i+41 , comme la variable I; ne dépend que des lancers i et i + 1 et I; ne dépend que des lancers

j>i+41etj+1,par le lemme des coalitions, I; et Ij sont indépendantes donc Cov(Ii, 1) = 0.

Adnsi, V(N) =5 V(1) +2'5 Covltn 1) = (1 —p)(1 = 20(1 = p))(n — 1)+ 201 —p)(1 ~ 202 (n —2)



qu’on peut factoriser en V(N) = 2p(1 —p)[(1 = 2p(1 —p))(n — 1) + (1 — 2p)*(n — 2)] ou écrire encore sous
la forme V(N) =2p(1 —p)(2n —3) — 4p?(1 — p)?(3n — 5).



