SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 11
VARIABLES ALEATOIRES

[11.1 Variables aléatoires infinies}

a. Quand on repasse a lorigine, pour la suite de 'expérience, c’est comme si on repartait de (0,0) a

I'instant 0, les probabilités des transitions ne sont pas modifiées. C’est un processus sans mémoire. En
notant Ry le temps du premier retour a lorigine : Rj(w) = +00 si on ne revient jamais et Ry(w) = k tel
que Vi € [1;k — 1], Zi # (0,0) et Zy = (0,0). On note de méme R, le temps du second retour. Alors

(N >2) = U (R1 = i, Rz = j) (réunion d’événements incompatibles). Ainsi, par c-additivité, on a
1<i<j
oo , 4oo too st

PNZ2) =3 (X PRi=i,R=j)) =% (£ PRi=i)Pg,i(Ra=7)).
i=1 Vj=it1 i=1 Nj=it1

Le fait que le processus soit sans mémoire nous dit que Pgr,=i(R2 = j) = P(Ry = j — i) ainsi, il vient
oo , +oo too 2 2

P(N>2)= > ( > P(Ry :jfi)> PRy =1) = ( > P(Ry = 1)) = (P(N > 1)) car on peut décomposer
i=1 Nj=it] i=1
“+o0

(N=1)= U (Ry =1i) (incompatibles deux & deux). De méme, P(N > k) = P(N >k —1)P(N > 1) ce qui
i=1

donne par une récurrence simple : Vk >0, P(N > k) = P(N > 1)k

+oo
b. (N =+o00) = m (N > k) et la suite ((N > k)) est croissante donc, par continuité croissante :
keN
k=1
P(N = +o00) = lim P(N > k)= lim P(N > 1)k Ainsi P(N = +00) =1 <= Y. P(N > 1)* diverge
k——4o0 k——+o0 n>1
car >, P(N > 1)*divergesi P(X>=1)=1et >, P(N > 1)* converge si P(X > 1) < 1 (série géométrique).
n>1 n>1

c. On a P(Z,, = (0,0)) = 0 si n est impair. Si n = 2p est pair, il faut autant de Sud que de Nord et autant

d’Ouest que d’Est pour qu’on revienne en (0,0) a instant n. Ainsi en notant 2k le nombre de déplacements

”horizontaux” dans les 2p premiers déplacements (k € [[0;p] et ceci constitue une partition), on obtient la

P (2 2p —k\ (2p — 2k 1
relation P(Zyp, = (0,0)) = > ( p) ( P ) ( P ) (choix des k Sud parmi les 2p déplacements,

k=0 \ k k p—k J4%p
des k Nord, des p — k Est - le reste ce sera des Ouest forcément).
; (2p)! 1 & () 2»
Alors P(Z, = (0.0)) = —1— P __1 .
ors PZ2p = (0,0)) = 135 kZ::O KKl(p —K)I(p—k)! 427 kz::o k) \p—k

ap\° 1 (m\?

d. D’apres la formule de VANDERMONDE : P(Z, = (0,0)) = P(Z;p = (0,0)) = 4% (Zp) = 4n< ) et
P n

12 an 4n
avec STIRLING on trouve, si n pair, P(Z,, = (0,0)) = a1 @2n)! ~ £ 4“2(2;)4“ ~ 1

4™ (n)? 4oo @M 4P oo

Par conséquent > P(Z,, = (0,0)) diverge par comparaison aux séries de RIEMANN.
n>l

e. Ona E(N,) =1x P(Z, = (0,0)) + 0 x P(Z, # (0,0)) = P(Z, = (0,0)).
P
Par linéarité de l'espérance : E(Ng +--- +Np) = > P(Zx = (0,0)) ce qui prouve la question précédente
k=0

+oo
que lim E(No +---+ Np) = 400. Comme N = > Ny, ona N > Ng+---+ Np et on a admis

p—+oo n=0

+oo
provisoirement que E(No+---+Np)= > P(No+---+Np >k). Or (Ng+---+Np > k) C (N > k) donc
k=1



P(No+---+Np > k) < P(N > k). Par conséquent, comme 11111 Z P(No + -+ Np > k) = +00, la série

> P(N > k) diverge. On a bien prouvé que P(N = 4o00) = 1.

a. Xj est une loi de premier succes dans une répétition indépendantes d’expériences suivant B(p). Alors X;
suit une loi géométrique de parametre p. Alors d’apres le cours : E(Xq) = 1t V(X1) = ]—_ZB
P P

b. Si on impose (X3 = i), pour obtenir X; = j, il faut continuer les tirages par FFFF---FFP (avec face des

tirages i+ 1 & j — 1 et pile au tirage j). Ainsi, il vient Px,—(X2 =j) = (1 —p))"""'p. On en déduit
j—1 j—1 _ . .

que P(Xz =j) = 3 Pr,=py(X2 =) P(X1 = 1) = X (1 —=p) " Tpp(1 —p)'"" = (G- 1)(1 —p))~?p*. Par
i=1 i=0

p +o0 +oo . T /j _ 2p? 2
conséquent, E(xz) = £ )P0 =) = £ =109 292 =27 B (D) a-pt = 2 =2,
j= =

by (—(=-p) »

+oo
c. De méme, par le théoreme du transfert, E(Xa(Xz —2)) = 3 k(k — 1)(k — 2)(1 — p)*~?p? ce qui donne
k=3

e (k s &1-p) _6(1-p)

E(X2(X2—2)) = 6p*(1— ()1_k3: =

(X2(X2=2)) = 6p~( p)kZ:)S ;) (0-7) -9 N~
6(1 — 2(1 —

V(X2) = E(X3) — E(X2)? = E(X2(X2 —2)) + 2E(X2) — E(X2)? = % + % - % = %

d. Chaque tirage élémentaire de la forme FFFPFP - - - FFPPFFFFP ot 'on a n piles (dont le dernier) parmi les

k premiers lancers a une probabilité de p™(1 — p)*~™. Pour en connaitre leur nombre, comme le dernier
tirage est imposé car X;; = n, il ne reste plus qu’a choisir 'emplacement des n — 1 autres pile parmi les k — 1

k—1
premiers lancers. Ainsi P(Xn, =k) =0sik<net P(Xp, =k) = (n : )p“(l —p)" ¥ sinon. On en déduit
n—

. Alors par linéarité de I’espérance,

que E(Xn) = Z k( B ]>p“(1 —p)km = JFZO:O n<k>p“(1 —p)km = ot d’apres l'exercice
" —1 K=n \N (1= —p)n*?

précédent donc E(Xn) = & comme attendu.
p

a. Les pi; sont positifs. Ils définissent bien une loi de probabilité conjointe car leur somme totale

too (i i —A_j i Foo i i .
Z Pi,j = Z Z %‘; = Z 2‘*:'67)\ X Z '7' X Pp ql j Z e)\efh - 1.
(i,j)eN2 i=0 \j=0 ]'(1_])~ i=o v j:()].(l—]) o i

En effet, par le binome de NEWTON : > ﬁ xplgtT =(p+q)t =
j=0 ) —-)

On aurait pu aussi le vérifier en sommant par lignes :

+oo [+00 i —A j i—j +o0 i-j +oo j
3 <Z %) — A E ' <Z (Aq) ) —e e M Y (7\}:) — e Ae=AAAD — .
j=0 j! j=0 -

i=0 \ i=j i =) i=j (i—i)!

o] Loi marginale de Y : ¥j € N, P(Y =j) = Z Pij = Gp) X e P 1 Y suit la loi de POISSON P(Ap).

R Sale it At A sl
e Loi marginalede X : P(X = i) = Epmzzgw—:—Xe_ XZ%qu‘)donc

i=o '@ il =0 3! —j)!
P(X=1) = )\—'1 xe Mx(p+q)t= )‘—'l x e~ : X suit la loi de POISSON P(A).
il il
P(X=1i, Y=j) _ il

b. e Loi conditionnelle de Y sachant (X =1) : Px—i(Y =j) =

= i-j 0<

P(X = 1) T LA
et Px—i(Y =j) =0 sinon. La loi conditionnelle de Y sachant (X = i) est la loi binomiale B(i,p).

Ce n’est pas la loi de Y : les variables X et Y ne sont donc pas indépendantes.

c. e Loide Z = X—Y: py; est nul dés que j > i. Par conséquent, X est presque siirement supérieur a Y. Z est
“+oo

une variable aléatoire & valeurs entiéres positives ou nulles. Vk € N, (Z = k) = U (X=j+K)N(Y=j).
k=0



too A K oo (rii K K
Ainsi P(Z =) = Z Pitk,j = Z i‘ pqk (Aq') xe Ax Y (M:) = (?\q') xe M xelP = (7\q') xe N,

Z=X—Y suit donc la loi de POISSON P(Aq).
P(y=j, X—Y=n) PY=j, X=j+n)

e Loi conditionnelle de Y sachant Z=n : Pz_,(Y =j) = P(Z =n) = A=) ce
(Ap)’
jl

qui donne apres calculs Pz_n(Y =j) = e *P. La loi conditionnelle de Y sachant (Z = n) est la loi

binomiale P(Ap). C’est exactement la loi de Y et ceci ¥n € N : les variables Y et Z = X — Y sont donc
indépendantes.
On pouvait s’attendre au résultat en constatant au départ que (Y =j, Z =1) = X =i+j, Y = )’)
}\i+je—?\qu ?\H—Je Ap— qu q

jlil il

j i
p+q=Tdonc P(Y=j, Z=1) = ((MT) X e7‘q> ((7\(1') X ehq) donc on se doute bien qu’on va obtenir
j! il

j i
de I'indépendance avec P(Y =j) = (Mi) xe Met P(Z=1) = (Ap) X e P,
j!
On peut alors utiliser le cours pour dire que comme X = Y + Z et que Y suit une loi P(Aq) et Z une loi P(Ap)
et qu’elles sont indépendantes, on a X qui suit une loi P(Ap + Aq) = P(A).

—+oo

= 1 C 3C
a. On doit avoir ) P(X = k) = 1, ce qui équivaut & C > ¥ = T = donc C =
k=0 k=0 1—-

3

qui entraine : P(Y =j, Z=1i) = PX =i+j, Y =j) = piyj,j =

Ainsi

w I

Vke N, PO+X=k =PX=k—1)= §3

b.Onaz(Q)=NetVke N, P(Z<k)=P(X<¥k, Y<k)=P(X<k)P(Y < k) par indépendance.

OrIP’(x<k)—IP>(Y<k)—§kjP(X—‘)—Q%—1—L Ainsi P(Z <k) = (1 — :
XK= ST L —J—3 T—(-p) = 3RFT S K= kAT )

2 2
Alors : Vk € N, P(z—k)—P(zgk)—P(zgk—U—(1—3k‘+1> —(1—‘) .

3K
Onaw(Q)=NetVke N, PW>k) = IP’(X >k, Y> k)= P(X>k)P(Y > k) par indépendance. Or on a
1 1
PX>k)=P(Y>k)=1—PX<k) = 3k+1 Ainsi P(W > k) = SR T Comme P(W > —1) =1 :ﬁ),
k
R 1 1 8 (1
On en déduit que 1+ W suit une loi géométrique de parametre q = %
On sait alors d’apres le cours que E(1+W) = é % donc, par linéarité : E(W) = % Toujours par linéarité :
WH+Z=X+Yet EQ+X)=E(1+Y)=1= % donc E(X) = E(Y) = % dott E(z)=1-— % = %
P
- e =« x 1
Notons pi; = P((X,Y) = (1,j)). On veut . Z pij =1 0Or 3 pij = So1 = i +. De plus,
(i,j)€ N2 i=0 i=0 < )* ): 1 ——
2
I 2« S 1T sy s 2 . e”!
2:0 <Z Pl,]) = E:O il =2xe. Ainsi: a« = % d'ou V(i,j) € N5, P((X,Y) = (i,j)) = FIsarE
) )= : !

Les lois marginales Sont aisées a déterminer :

_ e ! X 1
evVic N, P(X=1) = Z Pij = i _ZO i1 2T
=0 !

. . e ! = 1 e”! Vo
.VJ€N> P(Y:]):Zpi,j:Tzzi+]:T:Te .
i=0 ): i=0 ): ):

1

1 4+ X sui la loi géométrique de parametre p = 3 et Y suit la loi de PO1ssON de parametre A = 1.



a. Pour n € N, comme {S =n} = U {N =k, Xj+--+Xx =n} (réunion disjointe), on obtient la relation

keN
+oo too
P(S=n)= > P(N=%k X;+---+Xg=n) = > (N=k)P(X; +---+ Xy = n) par indépendance mutuelle.
- k=0
+oo +oo
Pour t €] — 151, Gs(t) = E P(S = (Z P(N = k) P(X] + -+ + X :n)t“). D’aprs 'énoncé,
=0 VM k=0
+oo , oo " too , too
Gs(t) = 3 ( S PN = k) P(X; 4 -+ + X :n)t“) = ( S P+ X :n)t“)IP’(N = %) donc
k=0 *n=0 k=0 *n=0
“+o00 k
Gs(t) = X Gxy4.4x, (1) P(N = k). Or, par indépendance mutuelle, on a Gx, 4...4x, = [] Gx, = G, et
k=0 i=1
on arrive enfin & Gg(t) = Z P(N = k) (Gx, (1)) = Gn (Gx(1)).
b. Gx et G,, sont donc des fonctions dérivables en 1 d’ apres le cours et, par composition, Gs aussi avec
G5(1) = G5(1)G (Gx (1)) = G&(1)GN (1)) car Gx(1) = 1. D’apres le cours, E(S) = E(N)E(X).
c. eVt € R, Gg(t) = rMI=PHPt=1) — AP(t=1) donc S suit la loi P(Ap).
- q(1 —p+pt) q(1 —p) +pqt q(1 —p) +pqt 1
e Si|t| <1, Gs(t) = = = X —.
& ® 1—-(1—q)(1—p+pt) p+q—pa—p(l—qt  p+qg-pq ~ ;_PUZdt
P+4-pq
_ “+o00 _ n
On développe avec la série géométrique, Gs(t) = 90 —p) +pat X (M) t™. En identifiant,
P+d—7q P+d—Pq
_ _ n _ n—1 n _ 41
ona¥n e N*, P(s=n) = 40 =p) ( p(1—q) ) 4+ __Pq ( p(1 —q) ) _ p"a(l—q) -
P+4—Pa\p+a—pq P+4—Pa\p+a—pq (p+4q—-paq)
(unicité des coefficients d’une série entiere). De plus, P(S =0) = M
PT4q—7q

[11.2 Exercices aux oraux des étudiants de PSIlj

Soit X; la VA égale au nombre de point obtenu a la question i. Soit A; ’événement ”1’éleve répond juste la
premiere fois & la question i”, B; : "I’éleve répond juste la seconde fois a la question i. On note n le nombre
n

de questions et aussi X la note qu’obtient le candidat : X = > Xj.

Alors P(X; =1) = P(Ai) = — (réponse au hasard parmi k réponses possibles).

==

De plus, P(Xi - ) = P(A;NB;) =

Ainsi: P(X; =0) =1—-P(X; =1) — ( 7%)

'%

(1) ;1:%~

N |—=

On en déduit que E(Xi) = 0 x P(X; = 0) + % X ]P’(Xi = l) +I1x P(X; =1) = . donc, par linéarité

2

n
de lespérance, la moyenne que peut obtenir ’éleve est de E(X) = Y E(X;) = 3 Si on veut que cette
=1

2k
moyenne soit égale a 5, i—’; =5 <= 3n = 10k. Mais 3 et 10 sont premiers entre eux donc ceci implique que
10|n et 3|k par le théoreme de GAUSS. Réciproquement, si n = 10p est un multiple de 10 et k = 3p, on a

E(X) = 5.

La note moyenne que peut obtenir I’éleve est de 5 ssi il existe un entier p € N* tel que n = 10p et k = 3p.

a. Comme rang (U'U) < Min(rang (U), rang (*U)) < 1 car U est une matrice colonne, on a rang (M) € {0,1}.
Or Tr (M) = Tr (U*U) = ||Uu]|?> donc si M = 0, on a U = 0 et, si U = 0, il est clair que M = 0. Ainsi,

4



M =0 <= U = 0 donc rang(M) = 0 <= U = 0 : rang (M) suit la loi de BERNOULLI de parametre

q = P(U+#0).
n
Comme ( ﬂ Xk = 0) et que les variables aléatoires X1, -+, Xy sont mutuellement indépendantes,
k=1
n
P(rang (M) = 0) = P(U=0) = [] P(Xc =0) = (1 —p)" d'ott B(rang(M) = 1) = 1— (1 —p)".
k=1

Ainsi, rang (M) suit une loi de BERNOULLI B(q) de parameétre ¢ =1 — (1 —p)™.

b. Classiquement : M? = utuutu = utuu)tu = [[u||*M et |[U]|> = T (*uu) = Tr (UtU) = Tr (M)
donc M? = Tr (M)M. On en déduit que (M? = M) = (Tr (M) = 1) U (M = 0) (réunion disjointe) donc
P(M? =M) = P(Tr (M) = 1)+ P(M )malsTT( )=1<= X+ X2 =1<= X7 +---+X, = 1 donc

P(Tr (M) =1) = (T]l)p(l —p)" N carS = Z Xy suit d’apres le cours la loi binomiale B(n,p). La probabilité
k=1
que M soit une matrice de projection est P(M? = M) =np(1—p)* '+ (1—p)" = (1 —p)" 1 ((n—1)p+1).

a. En prenant B = (i), on a A = M et xa = X2 donc A est nilpotente et non nulle. Si elle était diagonalisable,
elle serait semblable a une matrice diagonale avec les valeurs propres sur la diagonale. Or a seule valeur propre
de A est 0 donc A serait semblable & la matrice 0 donc égale & 0 : NON ! A n’est donc pas diagonalisable.
b. D’abord le cas n = 1 : xa = X?> — b?(1 +b?) qui est scindé & racines simples si b ¢ {0,1, —i}. Donc A est
diagonalisable si et seulement si b ¢ {i, —i}.

B()] BO > diagonale par blocs est donc semblable a A par I'indication.
2

A est donc DZ si et seulement si chacun des blocs 1’est donc si Sp(B) N {i, —i} = (.

Dans le cas n = 2, la matrice A’ = <

c. Les valeurs propres de B sont les Xy,...,Xn. Sin 2 0 [4] alors p vaut 1 car i et —i ne peuvent pas étre
n
dans Sp(B). Sin =0 [4], alors par indépendance, p = (L_Z) .
n
+oo
11.10] a. Comme X est & valeurs dans N, pour tout entier n € N, on a (Y =n) = U (Y = n,X = k) (réunion
k=0
d’évenements incompatibles) donc, par o-additivité, comme P(Y =n,X = k) = 0 si k > n par hypothése, on
n n n
W B = = B Ry =nx =1 = £ (1) 0t = a0 -9 E (}) = piaalr ) e
k=0 k=0 \k k=0 \k
“+oo
plus, comme Y est aussi & valeurs dans N, Q = U (Y =n) (incompatibles) donc, toujours par c-additivité,
n=0
+oo +oo
il vient P(Q) = Z P(Y=n)=p 3 (2a(1 —p))* = ——L— (la série converge forcément).

Ainsi, p =1—2a(1 —p) devient a = % carp # 1.

b. On a déja calculé P(Y =n) =p(1 —p)™ & la question précédente sachant que a = ]E Ainsi, 1+ Y suit la

loi géométrique de parametre p car P(Y +1=n)=P(Y=n—1)=p(1 —p)"~".
“+ o0
c. Vke N, (X=k) = U (Y =n, X =k) (réunion disjointe) donc, par o-additivité, on obtient comme avant
n=0
+oo +oo /' I\
PX=% = > P(Y=n, X=k)=p > (k) <E) (1 —p)™. Or, en dérivant k fois la relation classique
n=0
1 =
Vx €] — 1;1], : = > x™ (série entiere de rayon de convergence 1), on obtient la formule du binéme
-X n=0
L. | g ! _ 1 T /Mm\ _
neat1fV€—1;1,#: _n ok o T n—k
B e A= el =0~ 5\



Alnst P(X = k) = p (1 ;p)k " (1 - (]lp))k+1 - (12+pp)(: ;Dk - (1?19)(1 B ]pr>k apres
2

simplification. Ainsi, 1 4+ X suit la loi géométrique de parameétre 1—}2;—1)

2
d. PX=Y=0)=p # ]Aj_— = P(X =0)P(Y =0) car p> # p : X et Y ne sont pas indépendantes.
)

e. Z prend presque stirement ses valeurs dans N d’apres les conditions imposées & X et Y et pour m € N,

+o0 +oo K
comme avant, on a (Z =m) = U(X =k Y=m+k)donc P(Z=m) =} <mk+ >am+k(1 —p)™FEp.
et k=0
k k +oo /3 .
Comme <m+ > = (m—i— ) et en posant i = m+k, on a P(Z =m) = <1>(a(1 —p))'p donc
k m i=m \M
Too /4 . 1—p\m™ 1 2p /1 —p\™
P(Z =m) =p(a(l —p))™ a(l—p)) ™= X = .
@=m) =plat-p)m £ (2@ -pim =p(57) = ()
2

Ainsi, 1+ Z suit la loi géométrique de parametre %’ comme X.
P

f. Comme P(Y = n) = p(1 —p)™ > 0, la loi de X sachant (Y = n) existe pour tout n € N. Si k > n,

P(X = k|Y = n) = 0 par hypothese et, si k € [0;n], P(X = k|]Y =n) = PX=kY¥=n)

PY = 1) par définition donc

n
<k> 72" =p)"  /\ 1n
P(X=k|]Yy=n) = = = (7> . X sachant (Y =n) suit la loi binomiale B (n, l).
p(1—p) k) \2 2
11.11| a. En supposant que les résultats des parties sont indépendantes, X étant le nombre de succeés dans une

répétition de n expériences suivant une loi de BERNOULLI de loi B(0.4) (gagner ou pas la partie de golf), X

k
suit la loi binomiale B(7,0.4). Ainsi : Vk € [0;7], P(X =k) = <7> 0.4%0.6" 7%,

Comme Y = 30(7 — X) et que X(2) = [0;7], on a Y(£2) = {0, 30, 60, 90, 120, 150, 180,210}
7
b. Comme (X=4)=(Y=90),onaP(Y=90)=P(X=4) = (4) (0.4)4(0.6)% ~ 0.19.
c. Par linéarité de I'espérance, comme E(X) =7 x 0.4 = 2.8, il vient :
E(Y) = E(210 — 30X) = 210 — 30 E(X) = 210 — 30 x 2.8 = 210 — 84 = 126.
Question supplémentaire : on sait que V(aX + b) = a? V(X) en général et on connait la variance d'une VA
X qui suit une loi binomiale B(n,p) : V(X) =np(1 —p).
Dans notre cas : V(Y) = V(210 — 30X) = V(30X) = 900 V(X) = 900 x 7 x 0.4 x 0.6 = 1512.
11.12] a. X, est le nombre de succes dans une suite de n expériences indépendantes suivant la méme loi de

BERNOULLI B (l> (prendre ou pas la boule 1 parmi n boules avec probabilité uniforme). Ainsi X;, suit la
n

k n n

c s . 1 . . . . _(n INKk/n—1\n—k
loi binomiale B (n, E) ce qui se traduit par Vk € [0;n], P(Xn, =%k) = ( > (7> <7) .

On sait d’aprés le cours qu’en notant p = -, on a EXn)=np=Tet V(Xy,) =np(1 —p) = n—1
n n

! (TL o ])n—k
k!l(n —k)! n"

q
et avec I’équivalent q! o V2nq (9) de
e

o0

b. Pour k € N* fixé, Vn > k, P(X,, = k) =

/ n_n—k _ 1)k
STIRLING, on a P(X, = k) o /2 zm]j)l( € T Fen X (n ,2 ce qui devient apres simplification
> kiy/2m(n — k)(n — e n
_ —k —k -1 k—1
]P(Xn = k) +~ %(%)”  Or (nf_l)n _ e(n_k)ln('sz) _ e(n—k) n (1+n7k) N ek*1 par
o] ! n— n—
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—k k-1
continuité de l'exponentielle et car In (1 + k= ) ~ X=1 Ainsi, lim PXp,=k) =&t — = 1,
n—k/ +omn—k n—+oo k! ek!

— ce — n—k
Ou alors on écrit P(X,, = k) = n(n—1) o (,:1 k+1) (n — ]) et on conclut comme avant que l'on a
In n
lim PXn=k) =€ = T tor lim (L_])H_k — Do pim MRz Dec ok d) 0
n—+oo k! ek! n—+oo n e n—+oo kInk k!

La suite de variables aléatoires (X )nen+ converge en loi vers X suivant la loi de POISSON de parameétre 1.

c. Comme Q = (X;, pair) U (Xy, impair) (incompatibles), alors 1 = P(X;, pair)+ P(X;, impair) = q(n)+p(n).

Par définition, q(n) = P(X, pair) or on décompose (X, pair) = U Xn = k) = U (Xn = 2k)
o<k<n 0<2k<n
kpair
n 1\2k /mn — 1\n—2k
(incompatibles), d’ott par o-additivité : q(n) = >, PXn=2k)= > ( ) (7) ( ) .
0<2k<n 0<2k<n \2k/ \n n
n 1\ 2k+1 /1 — 1y n—2k—T
De méme p(n) = >, PXn=2k+1)= > ( ) (,) (7) .
0<2k+1<n 0<2kt1<n \Zk+1/ \n n
n T\k/n—T1yn—k —1  1y\n n
Par conséquent : q(n) — p(n) = Z(])k<n) (—) (n ) = (n - ,> ( ) (car
k=0 k/\n n n
on a (—1)2% = 1 et (=1)2%"1 = —1). Puisque p(n) — q(n) = exp (nln( — ;) , on en déduit que
n
i - — 2 —2) © —2 Ansi ()+q(n) p(n) — q(n)
nl_l}g_loo (q(n) —p(n)) = e 2 car In(1 n) oo Ainsi, comme p(n) = et
_ p(n) +a(n) + a(n) — p(n) | ISR | . LN
q(n) = > ,on a ngrﬂoop(n) =5 5 ~ 043 et BT q(n) = p + 2 0.57.

2e
d. Sion ne fait que des 1 (ou des 2), P(Xn, =n) = 1 (ou P(Yy, =n) = —). Mais il est 1mp0581b1e d’avoir
n"
Xn=Yn=n: P(X;, =Y, =n)=0# P(X;, =n)P(Y;, =n). Ainsi, Xy, et Y, ne sont pas indépendants.
11.13| On numérote les figurines de 1 & n, on note Xy le numéro de la figurine obtenue au paquet k.

k-1
a. Ny =Ty = 1 et T, suit la loi géométrique S(L_]) cVk =1, P(T=%) = n7—1(l) (k — 1 échecs
n n o o\n
n—1

consécutifs et un succes). En effet, la probabilité d’avoir une figurine différente vaut car il y an
figurines et une déja obtenue au premier paquet.

b. Soit (A2,A3) € (N*)?, si Ay > A3, IP(TZ =X, T3 = 7\3) = 0 par construction de T2, T3. De plus, si Ay < A3,
]P’(Tz =N, T3 = )\3) = P(N2 = 1+42A2,N3 =147z +A3) qui vaut, en revenant aux évenements élémentaires,
P(N2 =14 A2, {Xa,+1, s Xao4ns—1}F € {X1,X0, H X14a,425 € {X1,Xa,}). Par indépendance de (Xk)k>1,
P(T2 = A2, T3 =A3) = P(N2 =14+ A2)P({Xn, 41, Xas4as-1} € {X1, X0, 1 Xigas4a; € {X1,Xa,}) ce qui

donne finalement ]P’(Tz =N, T3 = ?\3) = (l))\z_] (“T_]> (;)7\3_1 (“7_2)

n n n

Az—1 _ _ A3—1 +oo Az—1
Par conséquent : P(Tz =A3) = > P(Ta = Az, Tz =2A3) = (W) (;> ’ > (l> *7 done
Ar=2 n n Ax=1

P(rs =2 = (D=2 (27T (nmy 2y

On en déduit que T3 suit la loi géométrique de parametre n—2;cpp2_-7_n=-2
n n n

171 Ar—1 2 2 Asz—1
c. On vérifie P(Tz = A2, T3 = 7\3) = P(T, = M) P(T3 = A3) = n;(*) (Tl;) (*) ce qui
n \n n n
prouve que T, et T3 sont indépendantes.

quand on a

d. Comme & la question b., pour m € [1;n]], Ty, suit une loi géométrique de parametre n—m+1 (
n



m—1 figurines, on attend d’en avoir une de plus avec une probabilité de I'avoir a chaque paquet de n*7m+l)
n

En supposant Tq,---, T, deux & deux indépendants (ce qu’on pourrait démontrer par indépendance des

n n
(Xx)x>1), on a donc Ny = Ty + > Ti. Comme l'espérance est linéaire, on a E(Ny,) =n > % = H, donc
k=2 k=1
n
E(Nn) o nin(n) classiquement. Par indépendance, V(Ny) = > V(Ty) car V(N;7) = 0. Or Ty suit la
o] k=2
S - — k—T)n .
loi géométrique px = *=KFT1 done V(Ty) = =Pk — ( donc, en posant j = n — k + 1, on
g q Pk n ( k) pi ( —k+ 1)2 p )
1

n—1 s n—
a V(Nn) = z (71)72])71 ce qui donne V(N,) = n? >

—_

2
>—Tn oy 1 Or on sait que 2) = % et que

n—]1 zn—1 1 PR 2n? .. 2n?
Hn +~ooln(n) donc nj; ]f_pofonln(n) +zooo<n > J—z) car n j; ]7+Noo Tn Ainsi, V(Nn)+r:o nT

| > s) < V(Tn). On en déduit en
€

e. Par I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV, Ve > 0, IP’(|NTL — E(N,

prenant « > 0 et ¢ = « E(Ny,) que P(’Nn — E(Nn)| > ocE(Nn)) < > qui tend vers

s
o? E(Np)? +o0 62 In(n)

0 quand n tend vers +oo. Ainsi : Vaa >0, lim P ‘ N l‘ >a| =0.
n—+oo E(Nn)
Soit e €]0;1], il existe d’aprés d. un rang no € N tel que ’ E(Nn) _ 1‘ < £ ce qui implique que E(Nn) < 2.
nin(n) 2 nin(n)
Or, par inégalité triangulaire, on a [N — nin(n)] < [Nn = E(Ny)| + [E(Nn) = nin(n)] ce qu’on peut
nin(n) nin(n) nin(n)
réécrire ‘ Np 1’ < E(Nn) ’ Np 1‘ E(Nn) _ 1 ‘ Par conséquent, ¥Yn > ng, si Ny 1‘ > g,
nin(n) nin(n)l E(Ny) nin(n) nin(n)
comme ’M 71’ <& ona E(Nn) ‘ Ny 71’ >e— & = £ De plus, comme E(Nw) < 2, on en déduit
nin(n) 2 nin(n) !l E(Ny,) 22 nin(n)
que‘ Ny —1‘>§:cx. On vient d’établir que P ‘ Np —1‘>£ <P Np —1’>oc .
E(Nn) 4 nin(n) E(Nq)
On a montré que lim P ’ Nn 71‘ > o | =0 et on en déduit donc que lim ’ Ny 71‘ >e| =0.
n-oo E(Ny) n—+oo nin(n)

n
11.14 ] a. Soit n € N*, par indépendance de X et Y, P(S=n)=P(X+Y=n)= > P(X=ketY=n—k) donc
k=0

MSZn%=ZfWXZkﬂWYZn—k)=é;vU—pf”v@—vﬁ’“”=(n+1W%1—M“4-

P(X=kS=n) PX=kY=n—k)

b. Soit k € N, Ps_n(X =k) = donc Ps—n(X=%k)=0sik>net

P(S=n) N P(S=mn)
_ k=1 _ o \yn—k-—1
Ps_n(X=%k) = p( —p) zp(] p) —— = 1 laloi de X sachant S = n est la loi uniforme sur [0;n].
(m+1)p~(1—p)" n+1

c. Prenons d’abord n = 0, alors Pz~0(Z > 1) = 1—p. Mais comme Z est & valeurs dans N*, on a (Z > 0) = 2

donc Pz-o(Z2>1)=PZ>1)=1—p=1—P(Z=1)donc P(Z=1) =p.

Montrons par récurrence que, Vn > 1, P(Z > n) = (1 — p)™. La propriété est vraie pour n =0 et n = 1.

_ P(Z>n+1)
P(Z > n)

(Z>n+1,Z>n)=(Z>n+1). Ainsi, par hypothese de récurrence : P(Z>n+1) = (1 —p)™*'.

Soitn>2et P(Z>n)=(01—p)", Pzon(Z>n+1)=1- car il est clair que l'on a

On a donc par principe de récurrence : ¥n > 1, P(Z > n) = (1 — p)™ (vrai méme pour n = 0) donc
Wm>1, PZ=n)=PZ>n)—PZ>n—-1)=0-p)" —(1—p)" ! =p(1 —p)"~". Ainsi, Z ~ G(p).
Comme une loi géométrique modélise le numéro du premier succes (pile) dans une répétition infinie de tirages
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de pile ou face (ol la probabilité de faire pile est p), le fait que E(X) = 1 signifie qu’en moyenne on va
P

attendre * coups pour faire un pile dans cette configuration.
P

—+oo
11.15) a. 1l suffit de vérifier que Yn € N*, P(X =n) > 0 et que Y, P(X =n) = 1 ce qui est bien le cas par

n=1

définition méme de la fonction ¢ de RIEMANN.

+o0 +oo
Comme Ay = (X € kN*) = U (X = nk), on a par c-additivité : P(Ax) = >, P(X = nk) ce qui permet de

=1 =

leuler P & P 1
calculer P(Ay) = ———ad = Ta X=n)=—.
R T I D
b. Comme i et j sont premiers entre eux : (i divise n et j divise n) <= ij divise n : on a (A1 NA;) = Ay
donc P(A;NA;) = P(Ay) : P(A1NAj) = # = ia X la = P(A{)P(A;) donc A; et Aj sont indépendants.
Y 1 )
c. X admet un moment d’ordre 1 si et seulement si > nP(X =n) converge, c’est-a-dire si a > 2 par critere
n>l
+oo
((a—1)

de RIEMANN. Alors E(X) = > n 1 _ = Z = .

n=1 Gan® = l(a ) ¢(a)
d. De méme, X admet un moment d’ordre 2 si et seulement si > n? P(X = n) converge, c’est-a-dire si a > 3.

n>1
51 — DV da=2)g(0) = Ga—1)?
Alors V(X) = E(X?) — E(X)? = 1 _(C(a ) = .
( ) ( ) ( ) nZ::1 C(a)na—Z C(a) c((x)z

Pour aller plus loin : (X =1) = (X > 2) or comme tout entier au moins égal & 2 possede un diviseur premier,
ona(X>2)= U Ap ou P est 'ensemble des nombres premiers. En les numérotant dans I'ordre croissant

pe’P

+oo +oco mn

(pr=2<p2=3<p3=5.),ona (X> U Ay, done (X >2) ﬂ Ap, = ﬂ ﬂ Ap, ce qui donne
n=1 n=1k=1

par continuité décroissante : P(X = 1) = nl_l}Too ]P’(ﬂk 1 Apk) = 211100 k]_l] P(Ap,) par indépendance de

n
ces évenements. On obtient donc —— = lim = lm ( — i) = ( — i)
¢(a)  notoo kH1 (A n—+o0 kl;ll Pk pl;[‘}’ p®
Ainsi ¢(a) = ] ( 1 )
peP M — s
P

a. Comme p # 0 et p # 1, on en déduit que Y, (©2) = {0,1}. Par indépendance de Xy et Xn41, il vient
P(Yp, =1) = P(Xy = Xpy1 = 1) = P(Xyy = 1)P(Xps1 = 1) = p2. Ainsi Y, suit la loi de BERNOULLI
B(1,p?). D’aprés le cours, E(Yn) = p?, V(Y,) =p?(1 —p?).

b. Bien sir, si i =j, Y; et Y; sont plus que dépendantes (elles sont égales). Sii < j, on distingue deux cas :
esij=1i+41,alors (Y; =1,Yi41 =1) = (Xy =1, X431 = 1, X432 = 1). Alinsi, par indépendance mutuelle de
Xi,Xit1,Xi42, on a P(Y; =0,Yi47 =0) = P(X; = 1) P(Xi11 = 1) P(Xi42 = 1) = p3. Or, d’apreés la question
a., P(Y; = 1)P(Yi 1 = 1) = p*. Comme p # 0 et p # 1, Y; et Y1 ne sont pas indépendantes.

e sij>1i+41, alors Y; dépend de X et Xiy7 alors que Yiy7 dépend de Xj et X;j41, on sent que Y; et Yiiq
sont indépendantes (lemme des coalitions). Or (Y; =1,Y; =1) = (Xy = 1, Xi41 = 1, X5 = 1,Xj41 = 1), donc,
comme avant : P(Y; = 1,Y; = 1) = p* = P(Y; = 1)P(Y; = 1). On vérifie de méme qu'on a les égalités
P(Yi =1,Y;=0) =p2(1—p2) = P(Yi = 1)P(Y; =0), P(Yi =0,Y; =1) = (1—p?)p? = P(Y; = 0) P(Y; = 1) et
P(Y; =0,Y; = 0) = (1—p?)? = P(Y; = 0) P(Y; = 0). Ainsi Y; et Y; sont bien indépendantes : Cov(Yi,Y;j) = 0.
c. On traite trois cas selon le couple (n,m) :

e Sin=m, comme Y,Y = Y2 = Yy, on en déduit que E(Y,Yy,) = E(Y,) = p2.
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eSijn—m|=1, E(Y,Ym) = p°.

e Si |n —m| > 2, par indépendance de Yy et Yy, E(YnYm) = E(Y,)E(Yn) = p.
Z 1 < np?
Par linéarité de I'espérance, comme Yk € [1;n], E(Yix) = p?, on a E(—n> =1 3 E(vy) =B =p2
n n n
n n—1

d. Comme Yy et Yy, sont indépendantes dés que [ln —m/| > 2, on a V(Z,) = Z V(Yx)4+2 > Cov(Yi,Yig1)
i=1

d’apres le cours. Sii€ [1;n — 1], Cov(Yi,Yir1) = E(YiYiq1) — E(Yi)E(YlJr]) p3 —p? =p3(1 — p) donc
V(Zn) = np?(1 —p2)+2(n—1)p3(1 —p). Comme p3(1—p) >0, V(Z,) < Cn avec C = p2(1 p?)+2p3(1-p)
done € = p2(1 = p)[1 +p+ 2] = [p(1 = p)](1+3p)p < L a1 =10t V(E2) = %V(zm <€

n n
D’apres l'inégalité de TCHEBYCHEV, on a la majoration Ve > 0, P(‘Z—“ — pz‘ > ¢) < v %“) Or
n £
207 .2 C1Vva3(1
lim P (1—p )+22(nz Dp~(1 —p) = 0 donc, par encadrement : Ve >0, lim ]P’(‘Z—“ —pz‘ > a) =0.
n—-+00 n-e n—+o00 n
2
Par inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV, nous avons ]P’(‘S—“ — pz‘ > a) < iz V(S—“> < C—z
n £ n ne

On conclut bien que Ve >0, lim ]P’(‘ Zn
n—-4oo

— pz‘ > e) = 0 par théoreme d’encadrement.
n

11.17) a. On constate que X + Y = Z. Ainsi, (k,1) € N2, PX =k, Y=1)= P(X =k, Z=k+1).

k41
Sirtii1 =0, (Z = k+1) est négligeable, (X =k,Z = k+1) aussi: P(X =k, Y =1) = rk+1< : )pk(] —p)t=o.
Sirtepr >0, PX =k Z=k+1) = Pzoiyy(X = k)P(Z = k+1). Or la loi conditionnelle de X sachant

k+1
Z =k + 1 est la loi binomiale B(k + 1,p) donc Pz 1 (X =k) = ( : )pk(l —p)ttkk

. k+1
On conclut, et ceci dans tous les cas : P(X =k, Y =1) = rk+1< )pk(l —p)t.

k
—+oo
b. On sait que (X = k) = U (X =k, Y =1). Ces évenements étant incompatibles deux a deux, on trouve
1=0
e p=y toe k+1) L
par o-additivité : P(X=k) = Y, P(X=k,Y=1)=px = > ksl L )P (1—p)".
1=0 1=0
Lo +oo +oo k+1 " L
Par symétrie : P(Y=1) = > PX=k,Y=1)=qi= > Tkl L )P (1—p)".
= k=0
Akl [k +1
c. Si Z suit une loi de POISSON de parametre A > 0, alors P(X = k) = S e MR (ke pe( —p)t
= (k+1)! k
k_—Ayk +o0 _ 1 — k_—Ap
dott P(X = k) = B¢ A AT =p) _ N e aa—p) — AT 5 Giit a loi de Porsson
| — U k! k!
Akt (k1 1—pA)e 2P
de parametre Ap. De méme P(Y = 1) = i pc(1 —p)t = (@ =pP) e et Y suit
N (k +0!\ & U

la loi de POI1ssON de parametre A(1 — p). Ainsi les variables aléatoires X et Y sont indépendantes car

IP(X _ k) ]P(Y _ 1) _ (p}\)kepr ((1 — p)}\)lei)\“ip) _ e Mkt (k + l)pk(] _ p)l — ]P(X =k Y= 1).

K! 1 k+D!'\ x
d. On écrit (Z =n) = U (X =k Y =1). Cest la réunion dénombrable d’événements incompatibles
(k,1)e N2
k+l=n
deux a deux doncry, = P(Z=n)= > (X=kY=1)= > PX=KP¥y=1)= 3> pxq.
(k,1)e N2 (k,1)e N2 (k,1)e N2
k+l=n k+1l=n k+1l=n
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+oo 1
e. Comme Z est non presque stirement nulle, il existe s > 1 tel que rg > 0. Ainsipp = > 11 <O>p0(1 —p)l >0
1=0

oo L1 ) .
et p1 = > T : p(1 —p)" > 0. De méme qp > 0 et q7 > 0.
1=0

k+1+1

f. D’apres la question a., on a les relations P(X =k + 1,Y = 1) = 1141 ( T

)PkH (1=p)' =prriq

k+1+1
K )PkU —p)" =prqus.

® SiTkip141 =0, 0naprqie1 = pr1q1 = 0 donc prque1(L+1)p = pryrqu(k +1)p = 0.
k+14+1
)pk“ﬁ -p)!

et P(X:k,Yzl-i-]) :Tk+[+](

T
. . . . hakas k+1 Px+191
® Siryi1471 > 0, on fait le rapport de ces deux relations pour avoir DR =
kq1+1
fk+1+1( . >pk(1 _p)1+1 Prdi+
k+1 1
done Pra1dt _ (k+ 1+ DKIA+ DA —p)  (1+1p

Prqirr (k+ DU F1+ DO —p)FT T (k+1)(1—p)’
Dans les deux cas, prqit1(1+ 1)p = pryrquk +1)(1 —p).
g. On prend k = 0 dans I’équation de la question précédente et il vient poqi+1(1+ 1)p = p1qi(1 —p) d’olt
1

qi+1 = bl—j':—] en notant b = %. Par une récurrence facile, on montre que V1 € N, q; = %qo-

Kk
De méme, on trouve que Vk € N, py = a—'po otta=—4P
k! qo(1 =)

+oo +oo
Comme Y. qi=1et > px =1, on en déduit que qo = e~ ® et que po = e~ . Alors, par définition, Y suit
k=0

1=0 =
la loi de Po1ssoN P(b) et X suit la loi de PoIssoN P(a).

z
h. D’apreés c. et g., si Z est une variable aléatoire non presque siirement nulle & valeurs dans Net X = > U;
i=1
z
et Y= 3 (1—U), alors : Z suit une loi de POISSON si et seulement si X et Y sont indépendantes.

i=1

11.18] a. Le nombre de victoires V de Pierre parmi les 2n premiéres parties suit (les parties sont indépendantes

2“) (p(1=p)™

- . .. 2n B
mutuellement) une loi binomiale B(2n,p). Ainsi azn = P(V=n) = ( )p“(1 —p)nm = (
n n
Bien siir, il ne peut pas y avoir d’égalité du nombre de victoires aprés un nombre impair de parties.
b. Pour n > 1, posons les évenements B, = “il y a égalité pour la premiere fois apres n parties” tel que
bon = P(Ban) et Ap = “il y a égalité apres n parties” tel que azn = P(Azn). On pose ap = by = 0.
Pour n > 1, §’il y a égalité du nombre de parties gagnées apres 2n parties, alors il y a eu égalité pour

la premiére fois du nombre de parties gagnées au bout de 2k parties avec k € [1;n]. Ceci nous donne la

n
partition suivante : Ay = U (A2n N Bak). Comme ces événements sont incompatibles, on en déduit que
k=1
n n
axn = P(Azn) = > P(A2nNB2k) = >, Pg,, (Azn)P(Baxk). Clairement, pour tout entier k € [1;n — 1], on
k=1 k=1

a Pg,, (A2n) = az(n—k) (si on a égalité apres 2k parties, avoir égalité apres 2n parties revient a avoir égalité

sur une période de 2(n —k) parties - elles sont indépendantes mutuellement). Par contre, comme By, C Azn,
n—1 n

ona Pg, (Azn) =1. Ainsi azn = ban+ > bakayn—k) = ban+ ) bakasn—k) car on a posé ap = bg = 0.
k=1 k=0

Sous réserve de convergence, c’est-a-dire si [x| < R ot R = Min(Rq, Rp) (avec des notations évidentes), on a

par produit de CAUCHY de séries absolument convergentes :
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A(0)B(x) = ( Z aznx? )( Z bo?™) = b (2 barazinoiy)¥*) = AG) ~ B().

n=0 k=0
2(n+ 1)\ ng 1yt
c. Soit x # 0, si up = aznx?™, alors 0 < —"HL = X< = p(1 —p)x~ qui
Un ny n n+1
p (1 —p)
n
tend vers € = 4p(1—p)x?. Par la régle deD’ ALEMBERT, si |x| < 1 ,alors ¢ < 1 donc ) uy converge
4p(1 —p) n>0
ce qui prouve que Rq > 1 g x| > ——1  onat>1et, par D’ALEMBERT, Y u, diverge
4p(1—p) 4p(1 —p) n>0

donc Ry < 1 Pa conséquent, le rayon de convergence de Y aanx?™ vaut Ry = S E—

4p(1—7p) n>0 4p(1 —p)

Il vaut donc Rq = +o00 si p =0 ou p = 1 qui sont des cas inintéressants ot 'un ou l'autre des deux joueurs

gagne presque stirement toutes les parties.

d. Sip # 157 on a 4p(1 —p) =1— (1 —2p)? <1 (parabole atteignant son maximum en %) donc Rq > 1 et

A(1) est bien défini car 1 €]Rq; Rq[ (intervalle ouvert de convergence).

‘- . 1 (2n)! \/47rn(2n)2n 1 e2n 1
Réciproquement, sip = —, alors = ~ X —— X ~ avec la formule
prod P=3 dan 22" (n!)? +oo e’ 22" 7 (2™ +oo y/mn v
de STIRLING donc Y azn diverge d’aprés RIEMANN et A(1) n’est pas défini.

n=0
En conclusion : A(1) existe si et seulement si p # %

1 X ENtEn)! g : _ 2 .
e. On sait que Yy €] — 1;1], NAEST nZ::O T (nl)2 y™. Pour x €] — Rq;Ra[, y = —4p(1 —p)x~ €] — 1;1],
! - Em ER@0 ynpn (1 — pyr(—iymen = 55 ZULon(g _ppndn — A +1. Onen
\/] —4p(1 —p)x2  n=0 4™ (n!) n=o (n!)
déduit bien que Vx €] — Rq;Rq[, A(x) = ﬁ -1
Comme By, C Az, on a0 < bay < azn done Rg < Rp. On a done Vx €] — Rq; Rq[, B(x) = % d’apres

1

—
V1 —4pgx?

la relation de la question b.. Ainsi: Vx €] — Rq;Ra[, B(x) = ——3——— =1— /1 —4pqx?.
V1 —4pagx?

f. Or, Vel —1;1[, VT+y=1+ Z my“. Pour x €] — Ra;Ra[, y = —4p(1 —p)x? €] — 1;1]

too — n-1 nj. n.n nyn T Tl!
donc B(x):—nﬂ%zt (1—p)™ (=)™ :é%

2n 1T—p)"
identifier car les rayons sont strictement positifs et Yn > 1, by, = ( >(p) (inutile ici).
n

p™(1 — p)™2™. On peut

2n—1
Mais cette expression de by, nous permet de trouver Ry. En effet, pour x # 0, en posant v, = bynx?™, on a

2(T1+1) n+1 _ yn+1 n—
- ( )p (=ptan =)

0< =T +2]n x* = 2(2n+_1])p(1 —p)x? qui tend aussi vers { = 4p(1—p)x?.
v n
" (2o -pren )
Comme & la question c., on a R, = Rgq = B P # l, 1 €] — Rp; Rp[ donc B(1) existe. Sip = l,
4p(1 —p) 2 2

(2n)!
2

T pr(1—p)™ o 2ﬁn3/2 avec STIRLING & nouveau donc B(1) existe pour tout p € [0;1].

ban =
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Notons ’évenement ] = “ne jamais obtenir égalité du nombre de parties gagnées par Pierre et Marie”. Alors
+oo

on a clairement | = U Ban (réunion d’événements deux & deux incompatibles).
n=1

— —+0o0
Ainsi, par c-additivité : n = P(J) =1 — P(J) =1~ > byn = 1 —B(1). Or, en posant f, : x = bynx*™,
n=1

on a |[fn|loc,j0;1] = b2n et D ban converge, ainsi par convergence normale de ) fn sur [0;1] et continuité
n>0 n>0

de toutes les f,,, on a B continue sur [0;1] (ce qui était évident si R, > 1 mais pas clair si p = %) Ainsi

n=1-B(1)=1- lim B(x)=+/1—4p(1 —p).

x—1-

11.19) On note p = 0,4 la probabilité que le caractére soit présent chez une personne. Quand on étudie un

échantillon de 200 personnes, le nombre X de personnes qui ont cette caractéristique suit la loi binomiale

200
B(200,p). Or X = > Xy ol les Xy suivent la loi de BERNOULLI de parameétre p et sont supposés mutuellement
k=1
200
indépendants. E(X7) =m = 0,4 et V(X7) = 0% = 0,4x0,6 = 0,24. Ainsi, P(X = k) = < . >‘pk(1 —p)200-K,
o X & Z (200 200—k
Ainsi P(o,s <X < 0,5) =P60<X<100)= 5 PX=k= > pX(1 — )20~k ~ 0.995.
200 k=61 k=61 \ K
Loi faible des grands nombres avec ¢ = 0,1 : IP’( % - O,4| >0, 1) < g‘22—4 Donc IP’(GO < X< 100) > 0,88.

Le calcul direct est donc beaucoup plus précis que la majoration générale.

11.20| a. En supposant Xj,...,X;, mutuellement indépendantes (ce qui n’est pas clair dans ’énoncé), on sait

d’apres le cours que Gy = Gy, - - Gx,,. Et puisqu’elles suivent toutes la méme loi, on a méme Gy = (Gx, )™
b. On admet pouvoir intervertir les indices dans la double série (théoréeme de FUBINI). Alors, on peut
démontrer ce qui est admis : pour n € N, comme {V = n} = U {N =k, X;+---+ Xg = n} (réunion

keN
+oo +oo
disjointe), ona: P(V=n)= >  P(N=%k, Xi+---+Xx =n)= > P(N=k)P(Xy + -+ Xx =n) par
k=0 k=0
indépendance mutuelle des variables aléatoires N, Xq,..., Xn,....
“+o0o +oo +oo
Pour t € [-1;1] (aumoins), Gy(t) = >, P(V=n)t"= > ( P(N =k)P(X14---+Xx = n)t“). D’apres
n=0 n=0 “k=0

oo , +oo oo /oo
FUBINI: Gy(t) = 5 ( P(N = k) P(X; 4+ -+ X = n)t“) =3 ( S P(Xq 4 A X = n)t“) P(N = k)
k=0 *n=0 k=0 “n=0

+oo k
donc Gy(t) = Y. Gx;4...4x, (t) P(N = k). Or, par indépendance mutuelle, on a Gx, 4...4x, = [] Gx, = GX,
k=0 i=1

et on arrive enfin & Gy(t) = :Zj) P(N =%)(Gx, (t))k = Gn (Gx, (1)).

Comme Gy = Gn o Gx, sur [—1;1] et que les espérances sont finies, ces fonctions sont dérivables en 1 et on

a Gy (1) = G4, (Gn(1))GN(1). Mais comme Gn(T) =1, cela donne E(V) = E(N) E(X;) (formule de WALD).

c. On note X; la variable aléatoire telle que X; = 1 si la personne numéro i (dans la journée) choisit le guichet

1 et X; = 0 si elle choisit le guichet 2. Par hypothése, chaque X; suit la loi de BERNOULLI B(p) et les X;

sont supposées mutuellement indépendantes. Par conséquent, si V est le nombre de personnes se présentant
N

au guichet G; dans la journée, on a V.= > X; oit N est le nombre de personnes allant & la poste en une
i=1

journée : N suit la loi P(A) par hypothese. D’apres la formule de WALD, comme X7 et N admettent des

espérances finies, E(V) = E(N)E(X;) = pA (le nombre de personnes qui se présentent en moyenne a Gy).

Questions subsidiaires :

e Si X7 et X3 sont indépendantes, alors f(X1) et g(X2) sont toujours indépendantes.

e Le rayon de convergence d’une série génératrice est supérieur ou égal a 1.

e Le théoreme d’intégration terme a terme :

13



Soit (fn)nen € F(I, K)N une suite de fonctions qui vérifient les conditions :

(Hy) la série > f, converge simplement sur I vers S,
n>0

)
)

(H2) les fn, sont continues par morc. et intég. sur I et S est continue par morceaux sur I,
)

(H3) la série > (fl'f“‘) converge.

n>0
Alors on a les trois conclusions :

(Ry) La fonction S est intégrable sur 1.
(R2) La série > f fn converge.

n=>0
“+o00
Ry) [$= ( fn) = .
(3)‘[1 ‘fl nz::oTL nz::o‘fI "
e On peut dériver terme & terme dans U'intervalle ouvert | — R; R[ de convergence de la série entiere donc le

rayon R’ de sa série dérivée vérifie R” > R. On peut intégrer terme & terme la série dérivée sur tout [0;x]
inclus dans U'intervalle | — R’; R’[ pour obtenir & nouveau la série entiere originelle donc R > R’. Ainsi R =R’.

e Si X ~ P(A) avec A > 0, alors d’apres le cours E(X) = V(X) = A.
e On sait que si X ~ B(p) avec p €]0;1], alors Gx(t) =1 —p + pt d’apres le cours.

+o0o
11.21 ] a. Il est sous-entendu que X;(2) = N. On veut alors que Y P(X; =k) = 1 donc que 7‘% =1 ce qui
k=0 1

140

+o00 k
impose A = ——. De plus, Gx, (t) = 0"tk qui converge si et seulement si [t| < 1 + 1 _Rr Et
p o Deplus, 6x, (1) kgo(]+e)k+1 q verg t] 5
toujours avec les séries géométriques : Vt €] —R; R[, Gx, (t) = ] —:—6 X ] _1i =3 —1-91— i 6(]1 4
140
b. Par linéarité de l'espérance, on a E(S;) = nE(X;) car les Xj,---, Xy, suivent toutes la méme loi. Or,
comme Gx, est dérivable en 1, on a E(X1) = G, (1) = 6 car Gy, (t) = W Ainsi : E(S,) =ne.
Comme les X1, -+, Xy, sont indépendantes (deux & deux ou mutuellement dans ce calcul ¢a ne change rien),
n 2
ona V(Sn) = > V(Xk) =nV(Xy) car elles suivent toutes la méme loi. Or G, (t) = ﬁ donc
k=1 _
Gx, (1) = 202 et V(X;) = Gk, (1) + G4, (1) — G, (12 =06(8+1). Ainsi V(S,,) =n6(6 +1).
De plus, toujours par indépendance mutuelle (14 c’est nécessaire) des variables aléatoires Xy, -+, Xy, on a
n n
YVt €] — R;R[, Gs. (t) = [[ Gx,(t) =G} t:( ] ) =1 1T—x)™™ S
] [» Sn() kl;[1 Xk() X,() 1+0—ot (]+e)n( X) avec x 1+0
e (n—1)! e =m+j-—1);
OrVx €] —1;1], =Y XK, dott L = > k(k—1)- (k—n42)xk T+ = > 57— ¥en
T—x =0 (1—x) k=n—1 =0 ji!
too =1\ oo j— 1 ot \J
dérivant n — 1 fois. Ainsi (1 —x)™ ™ = j;) (n:) : )x]. Alors Gg, (t) = W Z (n:) : ) (m)

. T Mm+4+j—1 o’ ; . T NE
qu’on simplifie en Gs, (t) = > o Wt). Mais comme Gs, (t) = > P(Sn =j)t), on peut
j=0 - =

j—1 o’
identifier pour obtenir la loi de S : P(S, =j) = nt] —_—
n—1 )1 +e)t
Questions supplémentaires :
e Pour une série de fonctions, on a le théoreme :
Soit (fn)nen € F(I, K)N une suite de fonctions, on suppose que :
(Hy) la série > f, converge simplement sur I vers S,
n=0
(H2) pour tout n € N, la fonction f, est de classe C! sur I,
(H3) > 1, CVU (ou CVN) sur I (ou CVU (ou CVN) sur tout segment de I).
neN
Alors on peut conclure :

(R1) S est de classe C' sur 1.

14



“+oo . +oo / +oo
(R2) §" = > f1, c’est-a-dire que Vx € I, ( > fn) x)= > (f;l(x))
n=0 n=0 n=0
Pour une série entiere, on peut dériver terme a terme dans 'intervalle ouvert de convergence.
e La variable X admet une espérance finie si et seulement si la fonction génératrice Gx est dérivable en 1.

Dans ce cas, on a G4 (1) = E(X).

+o0
11.22]a. Comme (X > n) = U (X = k) (réunion dénombrable d’événements incompatibles), par o-additivité, on
k=n
= p(1—p)""
aPX=n)= > p(1—p)k ' = . (1 —p)™~'. Par construction, (T > k) = (X = k) N (Y > k)
k=n - - P

pour k > 1. Par indépendance de X et Y, on en déduit que P(T > k) = P(X > k)P(Y > k) = (1 — p)2(&=1,
Comme P(T=k)=P(T>k)—POT>2k+1)car (T=2k)=T=%[J(T=k+1
donnée, pour k € N*, par P(T =k) = (1—p)2&=D—(1—p)2k = (1—p)2==Dp(2—p

, on en déduit la loi de T
(k=1)
((1=p)?)" "p2-p).

La variable aléatoire T suit donc la loi géométrique de parametre p(2 —p) =1 — (1 —p)2.

)
) =

b. D’apres le cours, E(X) = 1 La variable aléatoire % est bornée donc elle admet une espérance finie
P

400 _ n—1 “+o0 _ n
et, par la formule de transfert, E(l> = > p(—p) =7 P > (1—p) et on reconnait la série
n ~Pna1 om
logarithmique : E(%) = ]J_)—p( —n(1-(1-9p)) = —p1hi(z) = pl1n£1]/3p)'
+oo
c.oe(T2KkZ=0=X=Y2k) = U (X =Y =1) donc, par c-additivité et par indépendance de X et Y,
i=k
+o0 ‘ 2001 _ )2\k—1
ona B(T > K,2=0) = B(X = V> 1) = & BX = )P = 1) = & p2(1 —p2ih = EUZPEL e,
i=k —\U=-r
Zk 2
qui se réduit & P(T > k,Z=0) = %
-p
+00 Foo
eSiz>21l,ona(T>kZ=2z)= ( U(X =1i,Y = i—|—z)> U (U(X =i+2zY = 1)) (réunion disjointe).
i=k i=k
—+oo
Par symétrie, indépendance et o-additivité, il vient P(T > k,Z =z) =2 > P(X = i)P(Y = i + z) donc
i=k
400 2 2k+z-2 2k+z-2
1-p) 2p(1 —p)
P(T>k. Z= 2i4z— 2 P ( p —
( = Ky Z’) Z:p( ) 1_(1_p)2 z_p
+
d. e Comme (Z =0) = (X =Y = k), par incompatibilité des événements de cette réunion et indépendance

p’ - _p_
1-(-p) 2-p

On aurait aussi pu dire, comme (T > 1) =, que (Z=0) = (T > 1,Z =0). Ainsi, d’aprés la question c., on

k
+oo “+oo
deXetY,ona P(Z=0)= > PX=K)P(Y=k) = > p?(1—p)2k-1 =
k=1 k=1

2.1-2
aP(z:o):P(T>1,z:o)zp(‘zﬁ)p _p

2

“+o0 +oo

eSiz>1,(2=2)= ( U(Xk,YkJrz)) U < U(Xk+z,Yk)> donc, avec les mémes arguments,
k=1

201 _ \2 _ \z
P(z=z)=2 Z p?(1 —p)2ktz=2 = ]ZP <(1] p))z = ZP(; p) .Ou(z=12)= (T >21,Z=1z) comme avant.
—\=p - P
Soit k € N* et z € N, traitons deux cas :
(1 — p)2<—2
eSiz=0,PT>kz=2=P"P

: (1—p)20D s P — P(T>K)P(Z =2).
-P

2-p
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_ \2k+z-2 _ )z
eSiz>1, P(T}k,Z:z):% = (1 _p)z(k—1) X %: P(T 2 k) P(Z = z).

AinsiVk e N*, Vze N, P(T=k,Z=2)=P(T=%)P(Z=z)car P(T=k)=P(T>k)—P(T>k+1)et
P(T=k,Z=2z)=P(T>%Z=z)— P(T >k+1,Z = z) proviennent des réunions disjointes suivantes sur
les évenements : (T2k)=(T2k+1NU(T=k)et (T2k,Z=2)=(T2k+1,Z=2)U(T=%Z=2).

On a bien établi que les variables aléatoires T et Z sont indépendantes.

On peut montrer la réciproque (a faire), a savoir que si X, Y sont des variables aléatoires de méme loi & valeurs
dans N* telles T = Min(X,Y) et Z = |X — Y| sont indépendantes, alors X et Y suivent une loi géométrique.

11.23) a. On note My = (Hy, Vi) le mouvement & l'instant k (de l'instant k — 1 & Pinstant k en fait) : Hy pour

horizontal, Vi pour vertical. Alors toutes les VA My suivent la méme loi, comme toutes les Hy et toutes
les Vx. De plus P(Hy = —1) = P(Hx = 1) = él‘ et P(Hx = 0) = ]E Ainsi E(Hx) = 0 et V(Hy) =

N [—

n
Comme par construction, on a X, = > Hy et que les Hy sont indépendantes mutuellement (donc 2 & 2),
k=1
ona V(Xn)=nV(H;) = % Bien siir, on a aussi E(Y,) =0et V(Y,) = %
b. E(z2) = E(X2+VY2) = E(X2)+ E(Y2) =n. Or V(Z,) > 0donc E(Z,)? < E(Z%) =net E(Z,) < v/n.

ko (2
c. > () = <k> est uniquement la formule de VANDERMONDE avec a =b = k.
i=0 \1

Sin est impair, il est clair géométriquement que P(Z,, = 0) = 0. Par contre, si n est pair, on pose n = 2k et
alors pour étre a l'origine apres 2k déplacements, il faut avoir autant de Nord que de Sud et autant d’Ouest
que d’Est. Chaque 2k-uplet de déplacements (EOSSONNE....) a une probabilité 4% d’intervenir. 11 suffit

donc de compter ces déplacements qui permettent de revenir en (0,0) aprés 2k déplacements. On choisit

2k
les i € [[0; k] déplacements qui vont vers l'ouest : < )

) choix, ensuite ceux (au nombre de i forcément) qui
1

2k —1i
vont vers m’est : . ) choix. Puis ceux qui vont vers le nord (au nombre de k — i obligatoirement) :
i

2k — 2i k—1
( ) choix, et enfin ceux qui vont vers l'est : (k ) =1 (clairement plus de choix).

k—1 —1

. ko 2K\ 2k — 1) [2k — 2i\ [k — i) 1 k (2k)! @) & [k
Ainsi P(Zy = 0) = L _
insi P(Zzic = 0) g@ ( i ) ( i ) ( K—1 > (k - i) 42K ;0 2 (k — )1247% T 47k 2 Z@ i)

2
, () 2k (k)
qui donne avec la formule de VANDERMONDE P(Z3 =0) = oz ) = g

Avec STIRLING, on trouve P(Zzx = 0) ik donc Y P(Z, = 0) diverge, on admet que ceci permet de
s

+oo
n>1
prouver que "revenir une infinité de fois a 'origine” dans cette marche aléatoire plane est presque certain.

11.24 |a. On note Dy = “le tirage k est différent du tirage k—1”7. On a (X = k) = D2N- - - Dx_1NDy pour k > 2 donc

P(X=%) = P(D2)x Pp,(D3) X+ X Pp,n...aDy_, (Dx—1) X Pp,n...nD_, (Dk) par la formule des probabilités

composées. Par 'indépendance des tirages imposée dans ’énoncé, tirer au tirage k la méme couleur qu’au

tirage k — 1 ne dépend pas de ce qu’on a tiré avant le tirage k—1 donc, Vi € [2;k], Pp,n..np,_, (Di) = 2— 1
\k2 _1\k2 1\ k!
et on trouve donc P(X =k) = (nf) 4= (“7) — (L) _
n n n n
+oo
b. Soit A = “le processus s’arréte”. Comme A = (X < +00) = |_| (X = k) (réunion incompatible),
k=2

16



400 +o00 1 k—2 1 k—1
par c-additivité, P(A) = >, P(X = k) = > ((n;> - (n;) ) = 1 par télescopage car
k=2 k=2 n n

k—1
lim (u) = 0. Le processus s’arréte donc presque stirement.

k—+o0 n
+o0o
c. Méthode 1 : pour k > 2, comme (X > k) = |_|(X = 1) (réunion incompatible), par c-additivité,
i—k
+00 12 N h 1\k2
ona P(X > k) = > ((n;) - (n;) ) donc P(X > k) = (n;) par télescopage car
i=k n n n
i1
lim (L_]) = 0. Par contre, P(X > 1) = 1. Comme X est une variable aléatoire & valeurs dans N,
1—+00 n
400 +o00 1 k—2 1
d’apres le cours, il vient E(X) = > P(X>2k) =14 > (n;) =1+ —F—=n+1
k=1 k=2 n 1 — —
n
+oo 1 +o0 1 k-2
Par théoréme de transfert, on a E(X(X = 1)) = > k(k—1)PX =%k) = = > k(k — 1)(“;) car
k=2 N =2 n

1 " +oo " +oo 2
X(€2) € N*\ {2} en cas de convergence. Or Vt €] —1;1|, (ﬁ) = ( > tk) =3 k(k—1)tk"2 = (E=DE

- k=0 k=2 -

donc E(X(X — 1)) = 2n?. Ainsi V(X) = EX(X = 1))+ E(X) = EX)? =2n’+n+1—-(n+1)2=n(n—-1).

k—1
Méthode 2 : comme (X —1=%k)=(X=k+1)pourk€ N*, ona P(X—-1=k) = (l) X (l - l) donc
n n

X — 1 suit la loi géométrique de parametre p, = 1. Ainsi, d’apres le cours, E(X—1) = - E(X) —1 donc
n Pn

E(X)=n+1et V(X) = V(X—1) = % done V(x) = n?(1 —%) = n(n—1).

11.25] Calculons xpm = X3 — (X7 — X2)2X — (X7 —X3)2X = X(X? — (X7 — X2)? — (X7 —X3)?). Les valeurs propres de
M, c’est-a-dire les racines de xm, sont donc 0, /(X7 — X2)2 + (X1 — X3)2 et —/(X1 — X2)2 + (X3 — X3)2.
Par conséquent, Sp(M) = {0} <= (X7 — X2)? = (X1 — X3)? = 0 <= X7 = X2 = Xs.

On pouvait le prouver autrement. En effet, on sait d’apres le théoreme de CAYLEY-HAMILTON qu’une
matrice M € My (K) vérifie Sp(M) = {0} si et seulement si elle est nilpotente. La matrice M de I’énoncé
étant symétrique réelle, elle est diagonalisable par le théoréme spectral. Ainsi, puisque qu’une matrice
nilpotente n’est diagonalisable que si elle est nulle, Sp(M) = {0} si et seulement si M = 0. On en déduit, en

termes d’événements, que (Sp(M) = {0}) = (X3 = X2 = X3).
“+o0

Ainsi, ]P)(SP(M) = {O}) = P(M = O) = ]P(X] = Xz = X3). Or (X] = XZ = Xg) = U (X] = Xz = X3 = Tl)
n=1

(événements incompatibles), X;, Xz, X3 sont mutuellement indépendantes et suivent la méme loi §(p) donc

+o0 +o0 3
P(X; =X2=X3)= 3 P(Xi =n)P(Xz =n)P(X3 =n) = 3 p’(1—p)*""1 = —P——
n=1 n=1

1-(1-p)°
e . [k p+1 : :
11.26 | a. Initialisation : la relation ) = )= 1 est clairement vraie.
p

k=p P
P . 4 [k q+1 . ; o .
Hérédité : soit q > p tel que Y. = ) Alors, par hypothese de récurrence et d’apres la relation
k=p P P
q+1 k q k 1 1 1 2
de PASCAL : Y ():(Z ( >)+(q+ >:<q+ >+<q+ ):((H- )
k=p \P k=p \P p p+1 P p+1

q-+1

n ]) ; encore vrai si q <p (0=0).
p

99 [k
On conclut par principe de récurrence que Vq > p, . ( > = (
k=p P
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. . . . k k+1 k+1
On pouvait obtenir cette relation sans récurrence en constatant que ( ) = " ]) - ( ) donc, par
P p P

. [k q k+1 k 1 1
télescopage, > < > = > (( + >< )) = <q + >( P ) = (q + ) (formule des colonnes).
k=p \P k=p “\Pp +1 p+1 p+1 p+1 p+1

b. On peut modéliser cette expérience par des n-uplets comme BAABBAA ---BA, celui-ci signifiant que le
premier jeton tiré est Blanc, les deux suivants d’Autres couleurs, etc..... sachant qu’il doit impérativement

y avoir b fois B et a fois A dans cette suite de lettres. On note 2 ’ensemble des tous ces n-uplets ; il y en

b
a (a: ) car il faut choisir les b tirages qui vont donner un jeton blanc parmi les a + b tirages. On prend

aussi la tribu pleine A = P(2) et pour P la probabilité uniforme sur € pour finaliser la modélisation. On a

X(Q) = [b; a + b] (au moins b tirages pour prendre tous les jetons blancs et au plus a + b).

card ((X = k))

Soit k € [ora +b], alors P(X = k) = =" Ty

(loi uniforme sur Q). Or card () = (al—b) et

k—1
card (X =k)) = ( ) ; en effet, il faut forcément un jeton blanc au tirage k et il faut choisir parmi les k—1

b—1
k—1
~\b—-1)  bk—1l

premiers tirages les b —1 tirages qui donnent un jeton blanc. Ainsi P(X = k) = (a T b) = @t o)k b)
a . — .

b
a+b 1 atb /K 1 1 atb k
c. Par déﬁnition, E(X) = kgbkp(x = k) = ai—i—b kX_:bk(b _ ]> = ﬁ kZ:bb(b> Ce qul se
b b
b<a+b+1>
simplifie d’apres la question a. en E(X) = (abJ:Lb] = b(a;—f 1+ 1) < a+b (comme il se doit). De
.)

k=b k=b b—1 a+b b+ 1
b

plus, E(X(X+1)) = a+bk(k+1)IP(X =k) = Maibk(k—i—l)(k_ 1) = <1>:j:b(b+1)(k+ ]>.
b

at+b+2
b(bH)< b+2)<_Ma+b+n@+b+U.

a+b b+ 2
*.")
Ainsi V(X) = E(X?) — E(X)? = E(X(X + 1)) — E(X)? — E(X) par linéarité de l'espérance. Les résultats
bla+b+2)(at+b+1) bia+b+1)* blatb+1)
b+2 (b+1)° b+
b(b+1)%(a+b+2)(a+b+1)—b*(a+b+1)*(b+2)—bla+b+1)(b+1)(b+2)
(b +1)%*(b +2)
bla+b+1)[(b+1)*(a+b+2)—bla+b+1)(b+2)—(b+1)(b+2)]  abla+b+1)
(b+1)%(b+2) T (b+1)(b+2)

Ce qui se simplifie d’apres la question a. en E(X(X+1)) =

précédents montrent que V(X) = ce qui devient

et encore en

V(X) =

V(X) =

n+1
11.27]a. Vn € N, p,, = f f(t)dt. D’apres une proposition admise dans le cours, il existe une variable aléatoire
n
n+1

sur un espace probabilisé (2, A, P), & valeurs dans N, telle que ¥n € N, P(X =n) = f f(t)dt = pn si et
n
+oo
seulement si Vn € N, py € [0;1] et > pn =1.
n=0
f étant décroissante, elle possede une limite ¢ € R en +oc (en fait { € R ou ¢ = —00).
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Supposons que Vn € N, p,, € [0;1] et Z pn = 1. Selon le signe de ¢, la fonction F : x +— f t)dt est

n=0
n n+1
monotone au voisinage de +oo (croissante si £ > 0, décroissante si { < 0). Avec S = > px = fo f(t)dt,
k=0
.. = n+1 sy
la convergence de la série > pn montre que ( fo f(t)dt = F(n + 1)) , converge donc que 'intégrale
—+oo

fo f(t)dt converge. Or f garde un signe constant au voisinage de 400, ceci assure que f est intégrable sur

+oo +oo
R, donc que ¢ =0 et f est positive sur R;. Comme ) pn =1,0na fo f(t)dt = 1 par CHASLES.

n=0

. . L, 400 n+1 400
Réciproquement, si f > 0, intégrable sur R et fo flt)dt=1,0 < pn = f f(t)dt < fo f(t)dt =1et
n

+oo +oo +oo +oo
la convergence de j;) f(t)dt montre la convergence de la série > pn. De plus, > pn = fo f(t)dt =1.
n=0 n=0

On conclut par double implication a I’équivalence voulue.
b. Supposons que X admette une espérance finie, alors . nP(X =n) converge. Par une sorte de comparai-

n>l
son série/intégrale compte tenu que f > 0 : Vn E N, Vt € [n;n+1], nf(t) < tf(t) < n+1)f(t). En sommant,
— n n
onavn € N, ZkIP’ f tf(t)dt < (k+1)IP’(X:k). Sionpose Sy = > kP(X=k) = > kpx,
k=0 k=0 k=0

on a donc fo tf( )dt < Sn—1+ 1< E(X) + 1. Mais comme t — f(t) est positive, on a donc la croissance de

x +oo
X fo tf(t)dt donc la convergence de fo tf(t)dt donc t — tf(t) est intégrable sur R, .
Réciproquement, c’est autre inégalité qui sert, si t — tf(t) est intégrable sur Ry, pour n € N, on a

n+1 400
Sn < fo tf(t)dt < fo tf(t)dt donc la suite croissante (Sn)n>o converge : X admet une espérance finie.
Par contre, dans ce cas, on n’a pas égalité entre E(X) et f

c. Par le méme argument, comme X admet une variance si et seulement si X> admet une espérance finie, la
CNS cherchée est h : t — t2f(t) est intégrable sur R,.
. . . i —1
11.28| a. Non. Par exemple, si B = (i), alors B est diagonalisable et A = (l] i) donc A% = 0 alors que
A # 0 donc A n’est pas diagonalisable (exemple classique de matrice symétrique complexe non DZ).
b. On pose B = diag(A1,---,An), la matrice A est composée de quatre blocs diagonaux. Si on appelle u
l’endomorphisme canoniquement associé & A et B = (eq,- -, ean) la base canonique de C?™, alors la matrice
A’ de u dans la base B’ = (e1, en+1,€2,€nt2,..-,en,e2n) est diagonale par blocs A’ = diag(B1,...,By) avec
A A2 . o
By = ()\]2( }‘f ) By est donc la matrice de ’endomorphisme induit par u dans Py = Vect(ex, entx)-
x 'k
Comme A et A’ sont semblables, A est diagonalisable si et seulement si A’ est diagonalisable.
Si u est DZ, alors tous les uy le sont (ils sont induits) donc tous les blocs By sont diagonalisables.
Si tous les blocs By sont diagonalisables, on raisonne matriciellement et la matrice A’ est DZ.
Ainsi, A est DZ si et seulement si tous les blocs By sont DZ. Or xg, = X% — AZ(1 +A2).
e Si A ¢ {0,1, —1}, xB, est scindé a racines simples donc By est diagonalisable.
e Si A =0, alors By = 0 donc elle est diagonalisable.
e Si A\ = +i, alors Bﬁ = 0 alors que By # 0 donc By n’est pas diagonalisable.
Ainsi, une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable est que {i, —i} N Sp(B) = 0.

c. Les complexes i et —i ne font partie des racines n-iemes de I'unité que si n est un multiple de 4. De plus
les valeurs propres de B sont les X1,...,X,. Ainsi :

e Sin =0 [4] alors p =1 car {i,—i} N Sp(B) = 0.

e Si n = 0 [4], alors la probabilité de choisir i ou —i dans U, est = n—2q y a n termes a choisir sur la
n
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diagonale de B et de maniere indépendante donc p = (nf_z)
n

Questions supplémentaires :

e I’ensemble des racines n-iemes de 'unité est un groupe abélien de cardinal n.

e (G, *) est une groupe si * est une loi interne associative sur G, s’il existe une neutre e dans G pour la loi *
et si tout élément x € G possede un inverse pour la loi * dans G.

. . 2i
e On sait que >, w =0sin > 2. En effet, en notant w, = e%, alors U, = {1,wn,...,w2’1} donc
wGUn
> w—zw 7“:Ocarwn7életw2:1.
weln Wn

11.29 Bien siir, on suppose les tirages mutuellement indépendants et équiprobables.

a. X3(Q)={n—-1,n}. P(Xy=n)= % (une chance sur deux de tirer une boule noire) et P(Xy =n—1) = %
(une chance sur deux de tirer une boule blanche transformée en boule noire).

On a aussi X2(2) = {n—2,n—1,n}. On note Bj : “boule blanche au premier tirage” et B, : “ boule blanche
au second tirage”. Alors (X2 =n) =By N B2 donc P(Xz =n) = Pg—(B2) P(B1) = (1/2) x (1/2) = (1/4).

=n-2)= —mn—2) = _n—=1_,1_mn-1
(X2=m—2)=B1NBz donc P(X =n—2) Pg, (B2) P(B1) P X 7 i

Pour finir, soit P(X; =n—1)=1-P(Xz =n)— P(X2 =n—2) soit (X2 =n—1) = (B1NB2)U(B1NB2). Ainsi

]P’(in—])z]—%—nT;]ou P(Xzzn—ﬂ—“z':]X +‘><% toujours est-il que P(Xy =n—1) = ZT;:]_

b. Si, en général, pour i € N* : B; : “boule blanche au tirage i”, alors (X, =n) =B N---NBy ce qui donne
par la formule des probabilités composées (puisque la configuration de I'urne ne change pas : on ne tire que

des boules noires) P(Xyx =n) = Z]—k

c. Soit p > 1 et k > 0, alors pour avoir k boules blanches au bout de p + 1 tirages, on avait soit k 4+ 1 boules

blanches au bout de p tirages et on a tiré une boule blanche au tirage p + 1 qui a été remplacée par une
boule noire, soit on avait déja k boules blanches au bout de p tirages et on a tiré une boule noire au tirage
p+ 1, ceci se traduit par : (Xp41 =k) = ((Xp =k) NBp1) U ((Xp =k+1)NBps1). Par incompatibilité de
ces évenements : P(Xpy1 = k) = Px,—1)(Bp1) P(Xp = %) + Pix,—ic41)(Bps1) P(Xp =k +1).

Ou alors avec le systeme complet d’évéenements ((Xp = 1)) et la formule des probabilités totales,

n—p<ign
n
PXp+1=k)= > PXp=1)Px,=1)(Xp+1 = k) sachant que i # k et i # k+1, Pix,—i)(Xp41 =k) = 0.

i=n—p
Or, si X, =k, il y a dans I'urne k boules blanches et n — k boules noires donc P(x,—k)(Bp+1) = an;k De
n
k41 Sl - 2n —k _ k41 —
2‘; Ainsi @ P(Xpq1 =k) = nZn P(Xp =%k) + % P(Xp =k +1).

meéme : Prx, —111)(Bpi1) =

d. Par construction, comme X, (2) C [0;n], on a Gp(t) = Z t*P(X, = k). De plus, P(X, =n) =2""#0
k=

d’apres la question b. donc G]3 est une fonction polynomlale de degré n.

e. Pour t € R, Gpyq(t) = z KP(Xppy = k) = 3 (Zn;k P(x, = k) + XELP(x, = k + 1))tk donc

=0 2n 2n

n n n

Gpt1(t) = Y P(Xp = Ktk — ZL > kP(Xp = k)t< + ZL Y (k+1)P(Xp, = k+ 1)t* et on reconnait
= T k=0 T =0

I'expression des dérivées Gp41(t) = Gp(t) — zitG%,(t) + %G;(t). On a bien Gp41(t) = Gp(t) + ];t G (1)

n n
‘o . L o 1—t 1
On dérive la relation précédente (ce sont des polynomes) : G, (t) = G, (t) + TGg(t) — 2— G, ( ). On

évalue en 1 et on a E(Xp41) = E(Xp) — ;—nE(Xp). Ainsi E(Xp41) = 2712; 1 E(Xp).
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On calcule simplement E(X;) = 2 + =1 = 2n=1 " Comme la suite (E(Xp))

2 7 7 est géométrique de

p=1

p—1
raison an— 1 on en déduit que ¥n € N*, ¥p € N, E(Xp) = %(%) . Or on peut écrire
n n

E(Xn) = (znf])n = e“ln(]_ﬁ) —e 2 car In (l — i) ~ 1 Ainsi, lim M -1 0 0,606
n 2n 2n/ +oo 2n "nodoe M Ve ’

(c’est la proportion de boules blanches dans I'urne aprés n tirages par rapport a la configuration initiale).

a. Comme Y est a valeurs positives, on a 0 < X < Z. Et comme Z suit une loi géométrique, Z admet une
espérance finie. On en déduit par comparaison que X admet aussi une espérance finie.
De méme, Z? admet aussi une espérance finie car Z admet une variance finie. Ainsi, comme 0 < X? < Z?, la
variable aléatoire X? admet une espérance finie donc X admet une variance finie.

Par linéarité de 'espérance et d’apres le cours, E(Z) = - = E(X)+ E(Y)+1 = 2E(X)+1 donc E(X) = 1-p

1_
p 2p
Puisque X et Y sont indépendantes, V(Z) = 1%3 V(X+Y) = V(X)+ V(Y) = 2V(X) donc V(X) = %}3
p p

b. Comme le rayon de convergence de toute série génératrice est supérieur a 1, et que d’apres le cours

Vie]— 11 Gz(t)= —PY — onaVte]— 11, Gxoypr(t) = B ) = EtXHY) = t E(tX*Y) par

1—(1—p)t

linéarité de I'espérance. De plus, comme X et Y sont indépendantes, E(t*+Y) = Gx v (t) = Gx(t)Gy(t) donc

Gx4v(t) = tGx(t)Gy(t). Mais comme X et Y suivent la méme loi, on a Gx = Gy donc Gz(t) = tGx(t)%. On

en déduit donc que Yt €] — 1;1[, Gx(t) = Q(D—) car Gx est positive sur | — 1;1].
\/ 1 p)t

Xj( D@t n

i ) x™ ce qui donne, en remplagant x par —(1 — p)t,

vVt € [-1;1] Gx(t) = /P ZO%(*UTIU —p) ™" = Zo f(Zn)(()z— p)" t". En identifiant les
VB (@)t —p)"

coefficients, comme le rayon R de convergence vérifie R > 1, onaVn e N, P(X=n) = 1™ ()2
n

c. On sait que Vx €] — 1;1],

11.31 ] X est a valeurs dans N* donc Y aussi par définition de Y car X + 1 > 2 donc X ;r 1 >1.

Soit un entier k € N* alors (Y = k) = (X = 2k — 1) U (X = 2k). Par incompatibilité de ces événements,
on obtient P(Y = k) = P(X = 2k — 1) + P(X = 2k). Puisque X suit la loi géométrique G(p), il vient
PY=% = (1-p)*2p+ (0 —-p)2Tp = (1 —p)2*2p(1 +1 —p), ce qui donne aprés simplification
P(Yy=k)=((1-p)?) 10 -01-p)?)=0-p2-p) ' [p2-p)

Puisque 1 — (1 —p)? = p(2 — p), Y suit la loi géométrique de parametre p(2 — p).

11.32 ] a. Par construction, comme les X; sont & valeurs positives, 0 <Y < X7 +-- -+ Xi. Comme les X; admettent
une espérance finie, alors leur somme aussi, et par comparaison, Y admet donc une espérance finie.
Kk
b. ¢ Comme (Y =n) = U (T=1, Xy +---+ Xi =n) (réunion disjointe), par o-additivité et indépendance
i=1

k k
mutuelle de TXq,--+,Xg: P(Y=n)=> P(T=i X;+--+Xy=n) = Z P(T=1)P(X; 4+ + Xy =n).

i=1

“+o00 k

Ainsi E(Y) = > n > P(T=1)P(X;+---+X; =n) or, pour tout i € [1;k], lasérie > nP(X;+:--+X; =n)
n=0 i=1 n>0

converge et sa somme vaut E(X; +--- + X;) = 1E(X;) par linéarité de I'espérance et car les X;j suivent

toutes la méme loi. Ainsi, par somme d’un nombre fini de séries convergentes, on peut intervertir et avoir
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E(Y) = zlj: ( EEZ“P(X] +o Xy = n)) P(T=1) = E(X1) EK:] iP(T =1) = E(X1) E(T) (formule de WALD).

e Les séries génératrices étant au moins de rayon 1, on peut définir, pour t €] — 1;1], comme Y(Q) C N,
“+o0 k
Gy(t) = >, P(Y =n)t™. Or, P(an)zz P(T=1i X14+---+Xi=n) = Z P(T=1)PX1+---+Xi=n)
=0
n .
comme avant, donc Gy(t) = > ( Z P(T=1)PX;+---+X ))t“. On peut intervertir car il s’agit d’un

n=0

k “+oo
nombre fini de séries convergentes et on obtient Gy(t) = > P(T = 1)( SPXg 4+ X = n)t“). Par
i=1 n=0

définition, Z P(X14+---+Xi = n)t™ = Gx, +...4+x, (t) or les variables aléatoires X1, - - -, X sont mutuellement
n=0
i
indépendantes donc Gx,4...4+x; H = Gk, car Xj,---, Xy ont la méme loi. Ainsi, pour t €] — 1;1],

Gy(t) = Z P(T = 1)(Gx, (t )) = GT1(Gx, (t)). Comme ces variables aléatoires admettent des espérances

finies, les fonctlons génératrices correspondantes sont dérivables en 1 et on retrouve la formule de WALD car
ona E(Y)=G{(1) = GX1 (1) x G4 (Gx, (1)) = E(X7)E(T) puisque Gx, (1) = 1.

11.33] a. (=) Supposons que la suite (X, )nen converge en loi vers X a valeurs dans N, alors par définition
Vk € N, 1111 P(Xn = k) = P(X = k). Ainsi, Yk > m, P(X =k) = lim P(X,, = k) = 0 donc X est
n——+0oo

n—-+oo
m
presque stirement & valeurs dans [[0;m]. Or Vt € R,Gx, (t) = Y. P(X, = k)t* donc, par linéarité de la
k=0

m
limite, liT Gx, (t) = > P(X =k)t* = Gx(t). Ainsi, (Gx,, )Jnen converge simplement sur R vers Gx.
n—+oo
(«<=) Supposons que (Gx,, )nen converge simplement sur [0; 1] vers Gx pour une variable aléatoire X & valeurs
dans N. Soit les m + 1 réels oy = k pour k € [[0;m]. Alors en notant Ly le polynéme d’interpolation de
m
LAGRANGE associé, celui qui vérifie Ly (i) = 8; i bien sfir, comme les fonctions Gx, sont polynomiales de

m
degré inférieur ou égal A m, onavn € N, Vt € R, Gx, (t) = > Gx,, (ot )Li(t).
k=0

m
Par hypothese, on a donc Gx(t) = UT Gx, (t) = > Gx(ou)Lk(t). La fonction Gx est donc aussi poly-
n—+oo =0

nomiale de degré inférieur ou égal & m ce qui montre (par unicité des coefficients des séries entieres) que

Vk > m, P(X = k) = 0. De plus, (Gx,)nen converge vers Gx dans l'espace vectoriel normé Ry,[X]
car les coordonnées (Gx, (1), +,Gx,(m)) de Gx, dans la base (Ly,---,L;) converge vers les coor-
données (Gx(«1),--+,Gx(am)) de Gx dans cette méme base. Comme on est en dimension finie, c’est vrai

dans n’importe quelle base. On peut donc revenir dans la base canonique ou les coordonnées de Gx,
sont (P(Xy, = 0),---, P(X, = m)) qui converge donc vers celle de Gx dans cette méme base, & savoir
(P(X=0),---, P(X=m)). Ainsi Yk € N, nEToo P(Xn =k) = P(X =k) : (Xn)nen converge en loi vers X.

b. Avec ces hypotheses, X, suit la loi binomiale B(m,py) donc X, est une variable aléatoire & valeurs dans
[0;m] et Gx, (t) = (1 — pn + pat)™. D’apres la question a., (Xy)nen converge en loi si et seulement si

la suite (Gx, )nen converge simplement sur [0;1]. Par exemple, cela implique que la suite (Gx, (1/2))nen

In(Gx, (1/2))
converge donc encore que (e o )Jnen converge et enfin que (pn)nen converge.

Réciproquement, si (pn)nen converge vers p € [0;1], lim Gx,(t)= lim (1—pn+pnt)™=0—p+pt)™
n—-+oo n—-+oo
pour t € R donc (X, )nen converge en loi vers X qui suit la loi binomiale B(m,p).

La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc la convergence de la suite (pn)nen-
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a. Comme p # 0 et p # 1, on en déduit que Yn(2) = {0,1}. Par indépendance de Xy, et Xn41, il vient
P(Yp, =1) = P(Xq = Xny1 = 1) = P(Xy, = 1)P(Xpy1 = 1) = p2. Ainsi Y, suit la loi de BERNOULLI
B(1,p2). D’apres le cours, E(Yy) =p?, V(Yn) =p?(1 —p?).

b. Bien str, sii=j, Y; et Yj sont plus que dépendantes (elles sont égales). Si i < j, on distingue deux cas :
esij=1i+41,alors (Y; =1,Yi41 =1) = (Xi = 1,Xi41 = 1, X442 = 1). Ainsi, par indépendance mutuelle de
Xi,Xi41,Xi42, on a P(Y; =0,Yi41 =0) = P(X; = 1) P(Xi11 = 1) P(Xi;2 = 1) = p3. Or, d’apres la question
a., P(Y; =1)P(Yi;1 = 1) =p*. Comme p #0et p#1,Y; et Yi,1 ne sont pas indépendantes.
e sij>1i+41, alors Y; dépend de X et Xi41 alors que Yiy1 dépend de Xj et X;j41, on sent que Y; et Yiiq
sont indépendantes (lemme des coalitions). Or (Y; =1,Y; =1) = (Xy = 1, Xi41 = 1,X5 = 1,Xj41 = 1), dong,
comme avant : P(Y; = 1,Y; = 1) = p* = P(Y; = 1)P(Y; = 1). On vérifie de méme qu'on a les égalités
P(Yi =1,Y;=0) =p2(1—-p3) = P(Yi = 1)P(Y; =0), P(Yi =0,Y; =1) = (1—p?)p? = P(Y; = 0) P(Y; = 1) et
P(Y; =0,Y; =0) = (1—p?)? = P(Y; = 0) P(Y; = 0). Ainsi Y; et Y; sont bien indépendantes : Cov(Yi,Y;j) = 0.
c. On traite trois cas selon le couple (n,m) :

e Sin=m, comme Y,Y, = Y2 = Yy, on en déduit que E(YnYy,) = E(Y,) = p2.

eSin—m|=1, E(YpYny) =p>.

e Si |n — m| > 2, par indépendance de Yy, et Yin, E(YnYm) = E(Yn)E(Ym) = p*.
n 2
Par linéarité de 'espérance, comme Yk € [1;n], E(Yx) = p?, on a E(Z—“> =1 SRV = B =p2,
n n n
n n—1
d. Comme Y, et Yy, sont indépendantes dés que n—m/| > 2, ona V(Z,) = > V(Yi)+2 E Cov(Yi, Yig1)
k=1 i=1
d’aprés le cours. Sii € [1;n — 1], Cov(Yi,Yir1) = E(YiYiz1) — E(Yi)E(Yir1) = p> — p? = p>(1 — p) donc
V(Zn) = np?(1-p?)+2(n—1)p*(1 —p). Comme p*(1—p) >0, V(Zn) < Cn avec C = p*(1—p?) +2p>(1—p)
donc € = p2(1 —p)[1+p +2p] = [p(1 —p)](1 + 3p)p < 411 x4 x1=1et V(Tn) = #V(Zn) < %
D’apres l'inégalité de TCHEBYCHEV, on a la majoration Ve > 0, P(‘Z—“ — pz‘ > ¢e)] < v %“) Or
n 3

201 _ .2 C1Ve3(1
lim P (I—p )+22(nz Dp7(1 —p) = 0 donc, par encadrement : Ve >0, lim ]P)(‘Z—“ —pz‘ > a) =0.

n—4oo n-e n—4oo

Par inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV, nous avons ]P’(‘S—“ — pz‘ > 5) < iz V(S—“)
n £ n

On conclut bien que Ve >0, lim IP’(‘ In _ pz‘ > ) = 0 par théoreme d’encadrement.
n—-4oo n
“+oo
11.35] a. Si X est une VAD de type 2, comme P(Q) = > P(X=n)=1,o0na |Gx(—1)| =1 car:
n=0

+00 oo
esoit r=1et P(X=2k) =0 dou P(Q) = P(X =2k+1) =1donc Gx(—1)=— >, P(X=2k+1) = —1.

k=0
+oo +oo
esoit r=0et P(X=2k+1)=0dou P(Q)= > P(X=2k)=1donc Gx(—1)= >, P(X=2k)=1.
k=0 k=

—+o0 —+oo
Réciproquement, si Gx(—1) = > P(X=2k) — Z P(X =2k + 1) = P(X pair) — P(X impair) = £1, comme

P(X pair) € [0;1] et P(X impair) € [0;1] :
e s0it Gx(—1) =1 donc P(X pair) =1 et P(X impair) =0 et on a bien (Vk € N, P(X =2k+1) =0) : r=0.
e soit Gx(—1) = —1 donc P(X impair) =1 et P(X pair) =0 et on a bien (Vk € N, P(X=2k)=0): r=1.

Et on a établi que X est de type 2. On a bien ’équivalence annoncée par double implication.
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b. On pose w = % € Uy,. En distinguant selon le reste r de la division euclidienne de n par m, comme

400 m—1
W = I™T =", Gx(w) = Y. PX=n)w™ = ( Z P(X=mq+r ) Z PX =1 [m])w".
k=0 r=0 “q=0
e Supposons X d’ordre m. Soit v € [0;m — 1] tel que Vk € N, k # r [m], P(X = k) = 0. Alors, en sommant,
ona P(X=1"[m]) =0si1 € [0;m—1] et v/ # r. Par conséquent, Gx(w) = P(X = r [m])w" = w" car
P(X =1 [m]) =1 et on a bien |Gx(w)| =1.
m—1
e Réciproquement, si |Gx(w)| = 1, comme Gx(w) = >, P(X = r [m])w” on a par inégalité triangulaire
=0

1= |Gx(w)| < mi1 P(X =1 [m])|w"| = mi1 P(X =1 [m]) =1 donc on a égalité dans l'inégalité triangulaire.
Le cas d’égalitérgzns I'inégalité triangulgroe montre que P(X =0 [m])w® -+, P(X=m — 1 [m])w™" " sont
positivement liés. Mais les m racines m-iemes w?, - - -, w™~" de I'unité sont non colinéaires, ceci n’est possible
que 8'il existe r € [O;m — 1] tel que P(X =7 [m]) =1 et P(X=1' [m]) =0 si v/ # r. X est donc de type m.
Par double implication : X est de type m si et seulement si ‘Gx(eﬁ#)‘ =1.

c. Siretr dans [[1;m — 1] vérifient cette condition, alors pour tout entier k € N, on a soit k # r [m], soit

—+oo
k # v [m] ce qui prouve que P(X = k) = 0. Mais on a alors Y, P(X = k) = 0 contredisant que X(2) C N ce
k=0

qui implique Jio P(X =k) = P(2) = 1. Ainsi, si r existe, T est bien unique.

d. (<) Si ngé)Y sont de type m, alors ’Gx(w)’ =1et ‘Gy(w)’ =1 d’apres la question b.. Ainsi, comme
X et Y sont indépendantes, Gw = GxGy donc |Gw(w)| = [Gx(w)||Gx(w)| =1 x T =1 et W est de type m.
(=) D’apres la question b., il vient |Gw (w)| =1 donc |Gx(w)||Gx(w)| = 1. Or on a vu a la question b.
que |Gx(w)| <1 et, de méme, |Gy(w)| < 1. Or |Gx(w)||Gx(w)| =1 donc ces inégalités sont des égalités et

|Gx(w)| =1 et ’Gy(w)’ = 1. Toujours d’apreés b. : X et Y sont donc de type m.
On conclut par double implication que W de type m <= X et Y de type m.

11.36 ] a. Pour i € [[1;20]], soit X; la variable aléatoire qui vaut 1 si le candidat répond juste & la question i et

0 sinon. On suppose que X1, - -+, X2 sont indépendantes mutuellement et elles suivent par hypothese la loi
20

de BERNOULLI de parametre % Comme X = ) Xj par construction, on sait que X suit la loi binomiale
i=1

B(ZO, %), ce qui signifie que Vn € [[0;20], P(X =n) = (f) (%)“(%)Zofn_

b. La famille ((X = n))nepo;20) constitue un systéme complet d’événements donc, par la formule des
probabilités totales : Vj € [1;20], P(Y =j) = Z P(Y =jX =n)P(X =n). Or P(Y =j|X =n) =0si

20—n < jet, sij < 20—n, comme il reste 20—n questlons et un choix parmi k—1 reponses pour trouver la bonne

0— 1 k —2\20-n—j
( | n) (ﬁ) (a) . Ainsi, il vient
L 2000 /20-n 1 \J k—Z 20-n—j k—] 20-n
r=i -5 (P () EED)TTE) @D
=\ k—1 kq

0 —_
Comme on a la relation classique ( . n) < ) (
)

pour chacune des 20 —n questions, on a P(Y =j|X =n)

20 —
( J) Y suit aussi la loi binomiale B(ZO ]]{)

()

- n
k n=0 n
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A vérifier mais certainement que les variables aléatoires suivantes "nombres de bonnes réponses obtenues a

la i-ieme tentative” suivent toutes la méme loi B (20, %) (indépendamment de i donc).

c. La note obtenue est X + %, la condition imposée revient a E(X) + %E(Y) = % + % =5, soit & k = 6.

11.37] a. Dans ces conditions, la famille (vq,---,vy) est orthonormale donc, par la relation de PYTHAGORE, on

n 2 n n
obtient ’ > exvk ’ = > eZ =n et on passe & la racine pour avoir ‘ > exvk ‘ = /n.
k=1 k=1 k=1
b. En utilisant la bilinéarité du produit scalaire : U= >~ X;Xj(vi|vj).
I1<i,jsn
Par linéarité de l'espérance : E(U) = > (viJv;) E(XiXj). Pour k € [1;n], on a E(Xyx) =0 et E(X) = 1.

1<ij<n

n
Par indépendance de X; et Xj, si i # j, on a aussi E(XiX;) = E(X{) E(Xj) = 0. Ainsi E(U) = > |jvk||* =n.
k=1

n
c. Par I'absurde, supposons qu’on ait V(eq, -+, en) € {—1,1}"™, ’ > exvk ‘ > /n. Notons X = (X1, -+, Xy)
k=1
n 2
la variable aléatoire qui va de Q dans {—1,1}™ et f: {—1,1}™ — R définie par f(ej, -+, en) = H > KV ‘
k=1
Comme U = f(X3,--+,Xn) = f(X), on a E(U) = E(f(X)) = > P(X = (e1,---yen))f(e1, -y en)

(e1,en)e{=1,1}n

n
par le théoréeme de transfert. P(X = (e1,---,en)) = P(X1 = €1, -, Xpn =¢en) = [] P(Xx = ex) = zi“ par
k=

n
Z ExVk

k=1

indépendance mutuelle des Xy,---, Xy et il vient E(U) = 1

2
o ‘ . L’hypothese
(

€1, en)E{=T,1}"
1

ci-dessus prouve que E(U) > —= > n = —%card ({71, 1 }“) =n ce qui contredit le calcul de
27 (eryem)e{—1,1}m 2

n
la question b.. Ainsi, il existe une famille (e, -, en) € {—1,1}™ telle que H > vk
k=1

‘ < V.

n

E ExVk ‘ = \/TT.
k=1

Alors U est constante sur 2 et on a U = n. Ainsi V(U) = E(U?) — E(U)? = E(U - E(U))?) = 0. Or

n 4 2
E(Uu?) = E(H > Xkvk ‘ ) = E(( > XiXj (vi\vj)) ) En développant par linéarité de ’espérance, par
k=1 1<ij<n
indépendance mutuelle des X; et puisque E(X;) =0, X? =1 et E(X?) =1, on a la calcul suivant :
2 2
EW) = E((nt 5 xXihy)) ) =n+2n 2 i) ECOE)+E(( X xixiwihy)) ).
1<iZj<n 1<iZj<n 1<iZj<n
La somme centrale est nulle et il ne reste de la derniere que E(U?) =n?+ > (vi|vj)%. Par conséquent
T<iAjsn
V(U) = E(U?)—E(U)2 = > (viJvj)> = 0 donc tous les produits scalaires (vi|vj) sont nuls et (v, -+, vn)
1<iZj<n
est une famille orthonormale.

d. On a montré (=) a la question a.. Supposons que V(eq, -, en) € {—1,1}™,

e. On suppose que (v1,--+,vn) nest pas une famille orthonormale. Par I'absurde, supposons que pour tout

n
(e1,-+,en) € {—1,1}", on a H > vk
k=1

‘ < /m. Alors, avec la formule de la question c¢. mais appliquée

> 1 2

aU? ona E(U?) = zi“ > < o > n? = n?. On en déduit que
(e1yen)e{=1,13n " k= (e1,en)E{=1,1}n
V(u) = E(U?) — E(U)? < n? —n? = 0 donc V(U) = 0 car c’est une quantité positive. Mais d’apres la
question d., il vient V(U) = > (viJvj)> =0 ce qui est impossible car la famille (v1,---,vy) n’étant pas
1<iZi<n
une famille orthonormale alors que les vecteurs vy sont unitaires, ona > (vi|vj)2 > 0. Par conséquent,
1<iZi<n

’ 4

€xVk
1

‘>\/ﬁ.

n
il existe bien (g1, +,en) € {—1,1}™ telle que H > exvk
k=1
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11.38) a. Si w € A, alors 1Ti/lka<x [Sk| = 3x. Sion note r = Min{k € [1;n] | |Sx| > 3x}, on a w € A, donc
= \n
n
A C A7 U---A,. L’inclusion inverse est clairement vérifiée donc A = U Ak. Deplus,silT <i<j<net
k=1
si w € Aj, alors 1<l\élgx : ISe| < 3x} donc |Si| < 3xcar 1 <i<j—1etalorsw ¢ Aj. Ainsi, les événements
IR)—

A1,--+, Ay sont incompatibles deux & deux : ils forment bien une partition de A.

mn
L’évenement Ay dépend des variables aléatoires X7, - - -, X et la variable aléatoire S;, —Sx = . X; dépend
i=k+1
de Xy41,*+, Xn. Par le lemme des coalitions, les événements Ay et {|Sn — S| > 2x} sont donc indépendants.

On a bien siir A = (AN (|Sn| = x)) U(AN(|Sn| < x)) en distinguant selon la valeur de Sy |.

(AN(ISn] =x)) et (AN(|Sn| < x)) étant incompatibles, on a P(A) = P(AN(|Sn| = x)) + P(AN(|Sn| < x))-
Mais comme A N (|Sn| = x) C (|Sn| = x), on a P(A N (|Sn| = x) < P(|Sn| = x) donc finalement, on obtient
la majoration P(A) < P(|Syn| = x) + P(AN (|Sn| < x))-

n
b. Comme AN (|Sn| < x) = U Ax N (|Sn| < x)), par incompatibilité de ces événements, on a l'inégalité

—_

n
P(A) < P(Sn| = x) + Z P(Ax N (ISn| < %)) or Ax N (ISn] < x) C Ax N (|Sn — Sk| > 2x) donc, par

indépendance, il vient IP’( N (ISn] < x)) < P(Ax N (|Sn — Sk| > 2x) = P(Ax) P(|Snh — Sk| > 2x).
277927272727

11.39) a. Soit s € C et n € N*, alors en notant Ag = 0, on a ax = Ax — Ax_1 pour tout entier k > 1 donc

n n n n n— n
a Ak — Ax_1 Ak Ax—1 _ An Ak A1 An ( 1 )
—_— = _—— — — _— _— = - A
kZ::1 kS = kS E kS kz::Z kS ns + Z S ZZ ks ns + Z kS (k+ ])s k

1 (transformation d’ABEL).

apres avoir effectué le changement d’indice i = k
k=

b. Soit « € Ry et s € C tel que Re(s) > «, on suppose que A, +: O(n%), alors lim A—? = 0 car
oo

n—+oco n

A—TS‘ = o(n*=s) = O(n"‘_Re (s)) et « — Re(s) < 0. De plus, en utilisant les développements limités, il vient

mn oo

J__ 1 _ 1 (1 — (1 +l)_s) =1 (1 — (1 f—}—O( )) (saufsi s = 0) donc, par hypothese

K (k+1)°5 K +oo k° K2/ /) +o0 ks“ ’ ’
1 1

(F - = ])s) k= O(W) donc Z (k—s — W)Ak converge absolument donc n§1 % converge.

c. Comme (|[An| > x) = (An > x) U (An < —x) = (An > x) U (—An > x) et que ces éveénements sont
incompatibles, on a P(|A,| > x) = P(An > x) + P(—=An > x). Or, comme les ay ont méme loi que les —ay,
A a méme loi que —A, donc P(—An > x) = P(A,, > x). Donc P(|An] > x) = 2P(A,, > x).

AA L > e?\x)

Comme A > 0 et exp strictement croissante, (A, > x) = (e et eMn est une variable aléatoire

positive donc, par I'inégalité de MARKOV adaptée P(X > ¢) < EX) (avec la méme preuve et la croissance
€

}\An )\An
-mais pas stricte- de espérance), on a P(A;, > x) < ¥ On en déduit que P(|An| > x) < ZL(e?\X )
e e
d. Les variables aléatoires ay,---,an sont mutuellement indépendantes, donc aussi e, ..., e*n  ainsi,

d’aprés le cours : E(eMn) = E(e?@1) ... E(eMn). Mais, pour k € [[l;n]], E(emk) = %(e)‘ + e_>‘> =ch(p).

Ainsi : E(e*Mn) =ch(A\)™. Or Va € R, ch(a) = EO:O o?" eteZ = E Or si on pose an = 2.1
' - ' : T 2 () zn I POSE an = o)
on aapi] = 2(n +1)an = 9 < q, donc la suite (an)n>o est décroissante et ap = 1. Ainsi,

(n+2)2n+1) 2n+1
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2

VneN, ap <1 -1 < %n' On en déduit que Va € R, ch(a) <eT.

(2n)! T2
nA? 2 2
p , e 2 17 S .. A .
ar conséquent, P(|An| > x) < 2555 =h(A) = 2e" 2 . Or le minimum de A — ne - Ax est atteint
e

(étude de parabole). Donc P(JAn| > x) < hx(Ao) = 2e2n .

enA=A =%
n

2
11.40| a. Concernant le premier tirage, comme les (;) tirages de parties a 2 éléments de ’ensemble des 2n

boules sont équiprobables, et que seuls n parmi ces paires (paire 1,1, paire 2,2, etc...) permettent d’avoir

Pévénement A,, on a P(A,) = 221 ) =3 ] T On pouvait aussi modéliser ’expérience en disant qu’on
n—

2
prend une boule apres 'autre, et que quelle que soit la boule qu’on a pris en premier, il ne reste alors dans
1
n—1
b. D’abord Ty = 1 puisqu’il n’y a alors dans 'urne que deux boules numérotée 1 qu’on tire la premiere fois.

I'urne qu’une boule pour faire une paire sur les 2n — 1 boules restantes, ce qui donne encore P(A,,) =

On note T, = +00 si on ne vide jamais 'urne. T, (Q) C [n;4o00] (au moins n tirages pour vider l'urne).

On suppose maintenant qu’il y a 4 boules (2 paires) dans I'urne. Pour k > 1, on note Py I’événement “on

tire une paire au tirage k”. Quand on aura tiré la premiere paire, il restera deux boules identiques dans
k—2
Purne qu’on sera obligé de tirer. Alors, pour k > 2, (T, = k) = ( ﬂ Pf) N Px_1 N Px. Par indépendance des

i=1

2\ 122
tirages et d’apres la question a. avecn =2 puisn=1: P(T, =k) = (5) X 3 X 1= 3 (§> . Comme
it oo 1/3
(T2 < +00) = |_| (T2 = k) (évenements incompatibles), on a P(T; < +o00) = > P(Ta =k) = —F— =1
2 k=2 1-(2/3)

k=1
par o-additivité donc P(T, = +00) = 0. Comme P(T, —1 =%k) = (%) % et que (T, —1)(2) = N* (presque

stirement), T, — 1 suit la loi géométrique 9(%) D’apres le cours, E(T, —1) =3 et V(T, — 1) = 6. Par les
propriétés de I’espérance et de la variance, on a donc E(T2) =4 et V(T2) = 6.

c. Pour k € [1;n], on note Ty x le nombre de tirages pour retirer les k premieres paires (temps d’attente

du k-iéme retrait de paire) de sorte que, par définition, T, = T. Comme la probabilité de retirer deux

1
n—1

boules dans une urne de 2n boules est de 3 d’apres la question a., la variable aléatoire T, 1 suit la

1
2n—1
tirages nécessaires pour retirer la seconde paire une fois retirée la premiére. Mais comme il ne reste plus que
1

loi géométrique 9( ) par indépendance des tirages. De méme, T, > — Tn 1 représente le nombre de

2n — 2 boules dans I'urne pendant cette période, Tn, 2 — Tn 1 suit la loi géométrique 9( ) En général,

2n—3
. 1 .
Tnk — Tn,k—1 suit 9(m) pour k € [2;n]. Or Ty = Tan = kZ::] (Tn,k — Tn,k—1) en convenant
que Tn,0 = 0. Les variables Tn 1, Tn,2 — Tn,1,-*+, Tnyn — Tnyn—1 sont indépendantes (le nombre de tirages

effectués pour retirer la premiére boule n’influe pas sur le nombre de tirages pour retirer la seconde, etc....)

n n
donc E(Tn) = > E(Ta,xk — Tnk—1) et V(Tn) = > V(Tnx — Tn,k—1). On sait d’apreés le cours qu’alors
k=1 k=1

n

E(Ty) = 3 (n=2k+1) = 22— 1) =n? et V() = 32 (2~ 17 - @~ 1) =
= j= )=

nn—1)(4n+1)
3

(apres
calculs). On vérifie que V(T;) = 0, ce qui est logique puisque Ty est constante égale a 1.
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On vérifie que ces formules fonctionnent pour n = 2 et redonnent E(T,) =22 =4 et V(T,) = 219 —¢.

3
a. Comme Vk € [1;n], E(Xy) = 0, par linéarité de lespérance, E(S,) = E ax E(Xx) = my, = 0. Par
indépendance 2 & 2 des variables aléatoires Xy, - -+, Xy, donc aussi des varlables aléatoires a1Xq, -+, anXn
par transfert d’indépendance, on a V(S,) = V( kil aka> = kil a V(Xy) = k21 ai = o2 d’aprés le cours.
b. Vt € R, ch(t) = z:z (tzznn) b = Z 2” i Stan = (2;{3!!7 nt1 = (2n2(4:L2J)F(12)na11) =7 S o
donc (an)n>o0 décroit et ap = 1. Ainsi, Vn € N, an < 1 <= (2] I < Z“]n!' DouVt € R, ch(t) < ez2

2
On pouvait aussi étudier la fonction f : t — % —1In(ch (t)), elle est deux fois dérivable et on a f'(t) = t—th (t)

et f/(t) = th?(t) > 0 pour t € R donc, comme f(0) = 0, f est négative sur R_ et positive sur R,

ce qui montre que f est minimale en 0 et, comme f(0) = 0, que f est finalement positive sur R. Ainsi,
2
Vte R, In(ch(t)) < 7 et on conclut par croissance de I’exponentielle que Vt € R, ch(t) < et’/2,

c. Les variables aléatoires Xj,---,X;, sont indépendantes par hypothese, on sait qu’alors, par transfert

d’indépendance, les variables aléatoires e®1 X1, ... e®nXn sont aussi indépendantes. D’apres le cours, puisque

Vk € [1;n], E(eraXx) = %(emk + e’)‘“k) = ch (Aak) par la formule de transfert, et d’apres la question b.,

n n n 2 2 7\2031
VYA >0, E(eMSn) = E(er1 X1 ... eranXn) = [T E(erXx) = ] ch(Aax) < [] M /2 =e 2

k=1 k=T k=T
d. exp est strictement croissante et x > 0 donc (S,, > x) = (e*5 = &) donc P(S,, > x) = P(e?Sn > ).
D’apres I'inégalité de MARKOV appliquée a la variable aléatoire discrete réelle bornée et positive e*Sr, on

AS Aoy A2g2 2 2
Pinégalité B(Sp > x) < 26 ) <€ 2 1 ()= e 2>, Or le minimum de A o x est
a l'inégalité P(S,, > x) < R <(A) =e r le minimum de A — — Ax es
atteint en A = Ag = % (6tude de parabole). Par conséquent : P(S,, > x) < hy(Ao) = e2%n
Gn
Par exemple, si on effectue une marche aléatoire classique avec a; = --- = an = 1, alors 0121 =net S,
(XZTL 2

représente la position du marcheur aprés n pas et on a la majoration P(Sy, > ay/n) < e 2n =e 2

11.42] a. L’ensemble X, est un compact car il est fini de cardinal 2™ (un singleton est fermé dans un espace
vectoriel normé donc aussi une réunion finie de singletons) et ’application det est continue car polynomiale

sur lespace vectoriel normé M, (R) donc det est bornée et atteint ses bornes sur X;, donc il existe A € Xy,

tel que I\;l(ax(det) = det(A) de sorte que YM € Xy, det(M) < det(A).

]
b. Soit B = (bi,j)1<i,j<n € Xn, (M =B) = m (Xij =byj) = o > 0 donc, par indépendance mutuelle
1<i,j<n
des Xy j, il vient P(M = B) = P(Xi; = bij) = 2]n > 0. Ainsi (M = B) # 0 donc il existe w € Q tel
1<i,j<n

que M(w) =B : B € M(Q2) d’ott X C M(2). Comme l'inclusion réciproque est claire : M(2) = Xy,.

c. M eSn(R)) = ﬂ (Xi,j = Xj,1) et les évenements (Xi; = Xj,i)1<i<j<n sont indépendants mutuelle-
1<i<j<n
ment par hypothese donc P(M symétrique) = [[ P(Xy; =Xj,1) = ﬁ
1<i<j<n P

d. La matrice By41 = (AO“ ?) appartient & X;, 11 donc det(Byy1) = det(An) = un < det(Ans1) = Unad
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d’apres la question a.. Ainsi, la suite (un)n>1 est croissante. Onaw; =uy =T avec A; = (1) et Ay = I, par

1 1 0

exemple. Par contre uz > 2 avec B3 = | 0 1 1 | de déterminant 2. En fait uz = 2 (voir OEIS A003432).
1 0 1

Par conséquent, en considérant le matrice diagonale par blocs diag(B3z,---,B3) € X3n, on a uz, > 2™ donc

1111 uzn = +00. Comme (un)n>1 est croissante, liT Un = 400 par le théoréme de la limite monotone.
n— n——+0oo

11.43| a. Pour compléter la collection en m achats, il faut avoir m jouets différents en m achats ce qui se fait

de m! facons différentes. Ainsi, par indépendance et équiprobabilité des achats, qm, = nT—r'n car il y a m™
possibilités de faire m achats & m jouets. Dans ce raisonnement, on a choisi @ = [1;m]™, la tribu pleine
A = P(Q) et la probabilité uniforme sur €, ainsi en notant C,,, = “on complete la collection en m achats”, on
card (Crm) _ ml

aqm=P(Cn)= 1(Q) car C, est 'ensemble des m! m-listes d’éléments distincts de 'intervalle
car
[1;m] : tant de précision n’et pas forcément souhaitable a 'oral !
- 1)Im™ (m+1)m™ m 1T\™™ T\T™
Ainsi, dmt1 — (m + - __m — (1+f) or (1+7) _ o—mn(1+(1/m))
qm m(m+D)™ T (m+ )™ (m )™ m m

avec lim mln (1 + i) =1 car In(1 +x) ~x. Par continuité de I'exponentielle, lim Imtl — 1

m——+00 m 0 m—+oo  (m e

Si la question avait été de déterminer la probabilité q,, de compléter la collection en exactement n achats,

alors qn = 0 si n < m. Posons J; = “le jouet i n’a pas été acheté au cours des n premiers achats”.
m

Alors, ’évenement ﬂ Ji est justement T, = “la collection est terminée en au plus n achats”. Si on pose
i=1

Pévénement E, = “la collection est terminé en exactement n achats”, on a E,, = T, \ Th_; alors que
m

Tho1 C Tp donc qn = P(E,) = P(Th) — P(Th—1). Or Ty = U Ji ce qui donne avec la formule du crible
i=1

P(Ty) = 1 B(T (UJ) > (-1

k=1 (ﬂ ]11>>7 et comme la probabilité de

1<ii< <1)< <n
k
ﬂ Ji; (intersection de k événements du type Ji) vaut (L_k) (m —k jouets seulement sur m achats), on a
m
j=1

1o B = £ 0 (1) (M) Amsian = S0 (T)((PE)T - (B15)7) o

beaucoup plus délicat et surtout hors programme.

b. Clairement, si on note Xo le nombre d’achats qu’il effectue pour I'obtention du premier jouet, on a Xo = 1

(tout jouet est un nouveau jouet au départ). Quand on a déja obtenu k jouets différents, obtenir un nouveau
m—k

jouet se fait avec une probabilité . Par indépendance mutuelle des achats de jouets, Xy suit d’apres le
cours la loi géométrique § (L_k) (temps d’attente d’un succes).
m

c. T représente le nombre d’achats nécessaires pour obtenir la collection complete des m jouets. E(T) est

donc la moyenne de T. Si un jouet coite c, ¢ E(T) représente le coiit moyen de la collection compléte.

m—1 m—1
Par linéarité, E(T) =1+ > E(Xx) = > =m Z = mH,, en posant j = m — k.
K=T1 K=o M — k =1

d. 1l est classique, on le fait par comparaison série-intégrale, que Hp, ol In(m) ou alors on utilise le

développement asymptotique Hyp = In(n) +v + o(1) (mais hors programme). Ainsi E(T ) ~ mln( ).
oo

Plus précisément, mais encore moins au programme, on a Hy, = In(n) + vy + —|— o( ) ce qui donne
+oo n

29



E(T) = mIn(m) +ym + % + o(1) ce qui est tres précis.

11.44) a. Comme Z est une variable aléatoire & valeurs entieres, 2~ est & valeurs dans ]0; 1] donc elle est bornée.

Ainsi 274 admet une espérance finie.

b. On vérifie que ceci est cohérent : P(Q) = Jrf:o P(z=n)= :f:j) ZT‘% = 1. De plus, par définition de v(Z),
onar(Z)= 4iOZ_“]P’(Z: n)=1 fL_%Z;'

n=0 2,204 20-(01/4) 3
c. Par indépendance mutuelle des Xj,---,Xq, on a Gs, = klﬂ[ Gx,- Comme par hypothese, Gx,,---,Gx,

q
sont deux fois dérivables en 1, la fonction Gs, I'est par produit et on a G’Sq m=> ( 1T Gx, (1)) Gx, (1)
k=1 \1<i<aq
i%k

q q
Or Gx, (1) = 1donc E(Sq) =G5 (1) = > G (1) = kX_% E(Xy) ; ceci est juste une vérification de la linéarité

k=1
q
de lespérance. De méme G¢ (1) = > ( [I Gx,‘(1))G’)'< m+ > ( II GX,‘(1))G§<_(1)G'X_(1).
a k=1 \ 1<i<q N 1<iZj<q \ 1<m<q h )
i#k m#i, m#j
q
On obtient donc G§_(1) = Z G, M+ > EX)E(X;). Puisque V(Sq) = Gg_(1)+ G5 (1) fG’sq(Uz,
=1 1<iFi<q
q q q 2
o V(Sq) = 3 (V0 ~ BOG) + BOG)+ 5 EOEC)+ 35 B0~ (£ B0xw)) ce qui donne
K=1 1<iZi<q k=1 k=1
q

apres simplification des double-produits : V(Sq) = > V(Xi) comme attendu. Tout ¢a pour ca !l

11.45 ) a. Par construction, on a X(£2) = N. Notons les événements P; : ” on a fait pile au lancer i”. Alors, pour

n+1 n+1

ne N X=n)= U (Pk A Ppi2N ﬂ Pi) car il faut un premier pile (au lancer k), tout autour que des
k=1 7k

face et enfin un second pile au lancer n + 2 = n face 4 2 pile. Comme la réunion est disjointe (événements

n+1

incompatibles), que les événements Py N Ppi2 N ﬂ P; ont méme probabilité car les P; sont indépendants
o
mutuellement, on obtient la loi de X : P(X =n) = (n+ 1)p?(1 —p)™.

b. Comme nP(X = n) = n(n + 1)p?(1 — p)™ et que la série > n(n + 1)p?(1 — p)™ converge absolument
n>0

car n(n 4+ 1)p2(1 — p)™ o( 1 ) puisque 0 < 1 —p < 1, X admet une espérance finie. On dérive deux fois
oo \n?

+oo
Vx €] —1;1], 1 Zx“donc —2 - S on(n 4 1)xm1
T—x n=0 (] - X)3 n=1
400 21 _
Par conséquent E(X) = 3. n(n+ 1)p2(1 —p)™ = — (1—p) 5 = 1-p,
n=1 (1=0-») 2
+o0
c. Comme avant, on a Y(2) = Net, pour k € N, (Y =k) = U (X =mn, Y =k) (réunion disjointe). Comme
n=k
le choix des boules dans 'urne est équiprobable, P(Y = k|X = n) = ﬁ (loi uniforme) si k < n. Par o-
n
&, (1—p)*p? K
additivité, on a donc P(Y =k) = Z P(Y=k[X=n)P(X=n)= Z (T—p)" = m =p(1—p)
n=k n=k - - P
donc Z = Y + 1 suit la loi géométrique G(p) car Vi > 1, P(Z =1i) = P(Y =i—1) = p(1 —p)'~". On sait

qu'alors E(z) = E(Y) +1 = 1 (par linéarité de l'espérance) donc E(Y) = ]—;E
P
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d. Soit (Q,.A, P) un espace probabilisé et X : @ — E tel que X() soit au plus dénombrable. On dit que X
est une variable aléatoire si Vx € X(2), (X =x) € A.

+oo
11.46 ) a. Le cours nous permet d’affirmer que, si « € Ret si x € — 151, on a (1 +x)* = 3 (i)xk, avec
k=0
(=3) (K + )
o oo —1)--(ax—k+1) L 1 2 2
bk = = . En particulier, lorsque o« = ——, il vient by = donc
k k! 2 k!
1 1 1 2k — 1
b — ]k(_i)“.(_lﬂ_i)_i'“ 2 Ixeeex(2k—=1)  1x2x---xX(2k—1) x (2k) ¢ onfi
k=1 k! - K! - 2%x! - (2%K!)? B

2001 (2 ()5

+oo
b. La condition imposée & r est d’étre strictement positif et de vérifier Y P(X =n) = 1. Or en prenant
n=0
|
dans la question a., on a V2 = Z 23(5%)') Ainsi, la seule valeur r qui convient est r = %
1 . . o - = 2n)h"
c. Quand r = —=, la variable aléatoire X définie comme en b. vérifie Gx(t) = > Fn 25 bour des
\/2 n=02 ( ) \[
2n)lt Un 41 (n+2)2n+1)t
t convenables. En posant u, = _ (@it on a, pout t # 0 et n > 0, 2+ = donc
P TP mN)IV2 P 7 Un 8(n+1)*

=5 Ainsi ) un converge absolument si [t| < 2 et diverge grossierement si [t| > 2. Le
n=0
rayon de convergence de cette série génératrice est donc Rx = 2 ce qui fait que Gx est de classe C* sur

n—-+oo Un

] = 2;2[ donc X admet une espérance finie et un moment d’ordre 2 car elle est deux fois dérivable en 1. De

1 ! _
\[\/1 2 = /A=t Comme G4 (t) =
on a E(X) = Gx(1) = J et V(X) = G¥(1) + Gx(1) — G(1)2 = 1.

lus, d’apres la question a., Vt €] —2;2[, G — 1 et
p p q ] [ X( ) 2(2 _t)s/z

G (1) = 3
x(t) 12— 0%
11.47] a. On choisit donc une partie de 2 = P(E) de maniere aléatoire de sorte que la probabilité 'obtention de

la partie A soit proportionnelle & son cardinal. On prend donc A = P(f2) et il existe une constante o > 0

telle que VA € Q, P({A}) = acard (A). Pour connaitre «, il suffit d’utiliser la relation P(Q2) = 1. Comme

0= U {A},ona P(Q)=1=0a > card(A). Or il existe (2) parties de E de cardinal k ce qui montre

AcQ A€P(E)

que T =a > card(A):ocZ S card(A)=a >, > k=ad k =ad k =
AEP(E) k=0 AEP(E) k=0 AET(E) k=0 \k k=1 \k
card(A)=k card(A)=k
n n 1 ' (n—1

Or k = donc k = = =n2""" Ainsi, a = 1

(1) =) e Ex(0) = 5 Q) = (1) o i e
En notant S = “obtenir un singleton” en prenant au hasard une partie dans ce cadre, on a donc S = U {{x}}

x€E

donc P(S) = > P({x}) = 1=

Aan—1
x€E 2 x€E 2

b. C est une variable aléatoire car C(2) = [[0;n] et A est la tribu pleine. Comme il existe (Z) parties de

k
cardinal k dans E et que chaque partie A de cardinal k vérifie P({A}) = %, ona P(C=k) = <E) T
n n

Comme C(Q2) = [0;n], par définition, E(C) = Y kP(C=k) = S 3 k? <E> On écrit k? = k(k—1)+k
k=0 n k=1



et kikz(:z) kz K(k — 1) k) zi: (E) n(n—])i:: (2:§)+n§: (E::) On reconnait des

k=1
n-2 n—1
bindémes de NEWTON et Z 1% ( n(n—1)2""24n2""" Ainsi E(C) = n{n — ])22n71+ n2 =n ‘2|' 1
n
On écrit V(C) = E(C?)—E(C)? = E((C—1)(C—2))+3E(C)—2—E(C)? pour faire apparaitre, avec la formule
n
de transfert, E((C —1)(C — 2)) S (k=1(k-2)P(C=¥k) = 111 7 E k(k—1)(k —2) (E) On poursuit
k=0
. nmn—-1n-2) & /m-3 n(n—])(n—Z)Zn_3 m=1)(n-2)
classiquement, E((C —1)(C —2)) = % k;g (k B 3) = T = . .
2
Ainsi, V(C) = (n—Dn=2) + 3(nt1) —-2— (n+1) =n—1c qui est logique car si n = 1, il est certain

4 2 4 4

de prendre un singleton donc C =1 est constant donc de variance nulle.

c. Notons U (resp. V et W) l'"événement (card (A) < card (B)) (resp. (card(A) > card(B)) et enfin
(card (A) > card (B))). Alors Q = UUV UW (ils sont incompatibles) donc 1 = P(U) + P(V) + P(W). Or,

P(U) = P(V) par symétrie entre les parties A et B.
14+ P(W)

L’événement Z = (card (A) < card (B)) vaut donc Z =UUW donc P(Z) = P(U) + P(W) = 5

n n

Orw = U Wy ot Wy = (card (A) = card (B) = k). Par incompatibilité des Wy, P(W) = > P(Wy).
k=0 k=0

Or par indépendance des choix de A et B, (card (A) = k) et (card (B) = k) sont indépendants donc on a

P(Wy) = P(card (A) = k) P(card (B) = k) = P(card (A) = k)? par symétrie entre A et B.

Or P(card(A) =k)= >, P{X}) = < ) K Par conséquent, P(card (A) =0) = 0et, si k € [1;n],

XEP(E) n2n
-1 n—1
d
g (75 (W11 e
1

card(X)=k
-1 n —1
P(card (A) = k) = zn‘_1 (E - 1). Ainsi P(W) = -1+ 3 (;‘ - ]) =
n—2 n—2
P(w) = % & d’apres la formule de VANDERMONDE. Ainsi, P(Z) = >t 271 1 " .
4 n—1 2 n—1
1

D’aprés STIRLING, P(W) ~ — 0d im P(U) == ttendu.
apres S , P( )+oo I/ e onc Hm (u) 5 comme attendu

11.48 | a. Par le théoreme de transfert, la variable aléatoire Y = e*N admet une espérance finie si et seulement si

n n u\n
la série Y e""P(X=n)= ), eu“e_}‘)‘—' converge. Or etme M — e‘xw donc la série précédente

30 n>0 n! n! n!

- : . uN < ae)™ A Aet Alet—1)

converge comme une série exponentielle. Classiquement, E(e*™) = > e o =e e =e )
n!

n—=
b. Pour y > 0 et u > 0, e*MN-+WA) — o= (1HY)UAUN qope 7 = (N=U+YA) admet aussi une espérance
finie et, par lindarité de I'espérance, E(Z) = e~ (1 HWUAE(eWN) = e~ (THy)ure=Apre™ — pAle®—1=(T+y)u),
Considérons la fonction fy : R% — R définie par fy(u) = e* —1 — (1 +y)u. Comme f, est dérivable et
que fy(u) = e* — (1 +y), fy est croissante sur [In(1 +y); +oo[ et décroissante sur J0; In(1 +y)], ainsi on a
Inf fy (u) = Min fy (u) = fy(In(14+y)) =y — (1 +y)In(1 +y) = —h(y). Ainsi, par stricte croissante de la
u> u>
fonction exp et comme A > 0, on a aussi Inf (E(e*N=U+VN)) = Min (E(e*(N-U+0N)) = e=ARW),

u>0 u>0
c. Soity>0etu>0 (N>(1+yA) =uN2=(1+yur)=uN-=_>1+yA)>0) = (etN-0+)N > q)
par stricte croissance de exp donc, d’apres I'inégalité de MARKOV, comme e*(N=(+YA) est une variable
E(eu(N—(1+y)?\))

1

aléatoire réelle positive, on a P(N > (1 + y)A) = P(e*(N=0+vA) > 1) <
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Comme cette inégalité est vraie quel que soit u € R, elle I'est en particulier si on prend u = In(1+y) et
ona P(N > (1+y)A) < e M) = e Mu+DHIn(+9)=Y) (1) d’apres la question précédente.

Comme N est une variable aléatoire positive admettant une espérance, on peut appliquer directement
EN) _ 1
(T4+y)A 1+y
Laquelle de ces deux majorations est la meilleure, sachant que (1) est meilleure de (2) si et seulement

MARKOV et avoir P(N > (1 +y)A) < (2) car E(N) = A.

si e M+ In(+y)—y) < 1 —]F ce qui équivaut, par stricte croissance de ’exponentielle, & la condition
Yy

(A1 4+y)=1)In(14+y) > Ay. Or cette derniére est clairement vraie, par croissances comparées, si y est assez
grand car y = o(yIn(1+vy)). Elle est fausse, puisque (A(1T+y) — 1) In(1 +y) rg(?\ —T)lyet que (A—1)y < Ay
oo
car y > 0, quand y est assez petit.
Il y a donc certainement (& vérifier par une étude de fonction) une valeur limite yo (dépendant bien siir de
A) telle que (2) est meilleure que (1) siy < yo et telle que (1) est meilleure que (2) siy > yo.
11.49) a. On modélise I'expérience par 2 = (P(E))? (on ordonne les deux parties A et B choisies). La probabilité
choisie sur A = P(Q) est la probabilité uniforme. Comme card ((P(E))?) = (2™)? = 4™, la probabilité qu’on
n
choisisse un couple (A, B) particulier est 4% On note D = " A et B sont disjoints”. On décompose D = U Dy
k=0
o Dy ="A et B sont disjoints et card (A) = k”. Pour choisir un couple (A, B) € Dy, on choisit :
14 n .
e A dans E ayant k éléments : on a <k> choix.
e B quelconque dans E\ A : on a 2™~ ¥ choix.

n
D’ott card (Dy) = (E)Z“k. Or (Dk)ogkgn est une partition de D, donc card (D) = ) <n>2"k = 3"

card (D) _ (é)“.

par le binéme de NEWTON. On en déduit que P(D) = o 2

b. Soit k € [0;n], comme la probabilité est uniforme, il suffit de calculer card (I = k). Or pour choisir un
couple (A,B) € Q tel que card (ANB) =¥, il faut :

n
e choisir les k éléments de AN B : (k) choix.

. - n—k
e pour j € [[0;n—k], on choisit A en prenant X dans E\ (ANB) et en posant A = (ANB)UX : < ) )
)

choix ; et choisir B en prenant Y € P(E \ A) et en posant B = (ANB)UY : 2"k~ choix.

sl n\ =k m—k n—k—j Y n—x BN Z
Ainsi, onacard (I =k) = 5 > R V) ) = 5 3 par le bindme de NEWTON. Par conséquent
j=0 )
3nk 1\k/3\n—k
PI1=x)= Jh) e <7) (7) . Ainsi I suit la loi