Correction du DS5

Exercice 1 : (Extrait de CCINP PC 2022)
Partie 1

1. Liyy=EiUEyavec By =P N--- NP, NFyy1et By =FN---NF,N Py
2. Par incompatibilité de E;y et Es, on a P(Ly ) = P(E1) + P(E2) puis par indépendance des lancers, on obtient

k+1
P(Ll’k) = P(Pl) . P(Pk)P(Fk+1) + P(Fl) N P(Fk)P(Pk+1) =2X (2> donc P(Ll,k) = 2_k

—+oo —+oo
1/2
3. Comme L; g = U L i, par incompatibilité 2 & 2 des Ly, ona Lo = 1—ZP(L17;€) =1 —Z 27F =1 1 /1/2
k1 k=1 k=1
donc | P(L1,0) = 0| (la probabilité de ne faire que des piles ou que des faces est nulle)

Partie I1

1.a) Avec 1 lancer, on a obligatoirement une seule série donc | P(Ny ) = { (1) :i Z i é

Avec 2 lancers, on a une ou deux séries donc Ny 1 = (Py N Po) U(F1 N Fy) et Ny o = (Py N Fy) U (Fy N Py) done

1\ 1 1
P(N271)2(2> :get P(N272):§ et P(Nn,k):OSIkE?)

b) On ne peut pas avoir plus de séries que de lancers donc ‘ P(Npk)=0sik>n+1 ‘

2.a) Nyy15 NP, N P,yq correspond & avoir k séries en n + 1 lancers en terminant par deux piles donc il n'y a
pas de nouvelle série qui apparait lors du lancer n + 1; les k séries étaient donc déja présentes avant le n-
ieme lancer donc Npy1 1 N P, N Pyy1 = Ny N P, N Pyyp. Comme N, i N P, ne dépend que des n premiers
lancers et que le (n + 1)-iéme lancer est indépendant des n premiers, P,y; est indépendant de N,, , N P, donc

1
P(Np,xNP,NPyy1) =P(NprNP,) X P(Ppy1) donc | P(Npt1,5 NPy N Pyyr) = §P(Nn,;€ NP,

b) Par la formule des probabilités totales, avec le SCE (P, N Ppy1, Fru N Fry1, Fu N Pyyy, Py, N Fypq), on a
P<Nn+1,k) = P(Nn+17k NP, N Pn+1) + P(Nn+1,k NP, N Fn+1) + P<Nn+1,k NF, N Pn+1) + P(NnJrl,k NF, N FnJrl)

1 1
= 5 [P(Nn,k: N PrL) + P(Nn,k N Frb)] + 5 [P(Nn,k—l N Pn) + P(Nn,k—l N Fn)]

1 1
donc P(Nyy1) = §P(Nn,k) + §P(Nn,k,1) par la formule des probabilités totales associée au SCE (P, F},)

Cette formule reste valable pour k = 1 avec N,, o = 0 (car il y a au moins une série en n lancers si n > 1)
n+1 n+1

1 1
3.a) Gpyi(x) = 3 Z P(N,1)z* + 3 Z P(N,1—1)x* or P(Npni1) = 0 et P(N,) = 0 donc
k=1 k=1
1< jRass 1 1< 1+az
Guir(t) = 5 Y P(No)2® + 5 3 P(Nop-1)2® = 5Gu(2) + 5 Y P(Nup)a"t =5 ——=Gal)
k=1 k=2 h=1

+x

1 1 n—1
b) (Gn(x))nen+ est géométrique de raison donc |Vn € N*, G, (z) == ( i x) car Gi(z) = .

n—1
1\ .
¢) On développe G, (x) par le binéme de Newton : Gy, (z) = 27?_1 g <n ) >x3 et, par unicité des coefficients
J
=0

1

d’un polynéme (et k = j+1),| P(N, 1) = Py (k 4

-1
" > pour k €[1,n] |et P(N, ) =0sik>n+1ouk=0.

Exercice 2 : (Extrait de E3A PC 2016 maths A)
Partie I : Cours!
Partie II :

1. Onaa = |lus]|? et d = |juz||* donc|a > 0 et d > 0| De plus < uy,us >=< ug,u; > donc et, par I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, ad — be = |Ju1||* x |Jua||*~ < u1,us >2> 0, ie [det(B) =0

2. Sia > 0 et posons u; = we; et uy = ye; + zez, comme (eq,ez) est orthonormale, on a |jug ||? = 22, < uy,up >= xy
2 =a b
et [|uz||? = y?+ 2% Pour que B = G(uy,us), il suffit donc que { xy =b . On choisit donc z = Vaety = —;
Yy 422 =d va



b2 det(B)
reste & trouver z tel que 22 =d — —
a a a

det(B)

. On prend donc z =

Sia =0, on adet(B) = ad—b* = —b* donc det(B) > 0 impose aussi b = 0. On a donc B = (0 O) ; il suffit donc

0 d
de choisir u; = 0 et us = Vdes pour que B = G(u1,usg).

En résumé, on a bien ‘ B vérifie G si et seulement sia > 0,d >0, b=cet det(B) >0 ‘

P
3. On a B®F = <(Clp ZZ) On raisonne alors par double implication :

Si B vérifie G:ona alorsa > 0,d >0, b= cet det(B) > 0. Soit p € N*,;onaa? > 0,d’ >0 et b = cP; reste
la condition sur det(B®P) : comme det(B) > 0et b =c, ona 0 < b? < ad donc b*P < (ad)P, ce qui signifie que
det(B®P) > 0. Ainsi B®P vérifie G aussi.
Réciproquement : si B®? vérifie G pour tout p € N* alors B vérifie G (il suffit de prendre p = 1).

Partie III :

l.a) Si C = G(ul,uQ,u;g) on au||*> = 1, |lug||® = a et < ui,us >= 1. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

1| <1xa,ie . De méme b =< uy, u3 > et ||us||* = 1 donc (Cauchy-Schwarz), |b| < v/a x 1 puis

b) Comme ¢; 3 =0, 0na < uj,uz >=0; on a déja vu |ju1]| = |lug|| = 1 donc ‘ (u1,ug) est orthonormale‘
c) (u1,us) est une bon de P = Vect{uy,us} donc va =< uy,us > ur+ < ug, us > us et
d) vy = mp(ug) donc ug = vy + (ug — v2) avec ug — vy € PL donc ||ugl|? = |Jval|? + |luz — val|? = |Jual|?, avec le

théoréme de Pythagore. Comme |[ug||? = a et ||vz||* = 1+ b? (car (u1,u3) orthonormale), |1 +b* < a

e) Si (u1,us,us) est libre alors ug ¢ Vect{uy,uz} donc us # vz ; on a |ug — va||? = ||luz||® — |lv2]|*> = a — (1 + b%),
par le théoréme de Pythagore. On a donc a — (1 + b?) > 0.
Supposons cette fois que a > 1+b%, on a alors |Jus —v2|| > 0 donc ug # vs, ce qui signifie que uy ¢ Vect{uy,us}.
Comme (u1,ug) est une famille libre car orthonormée, on en déduit (uq,us,us) libre.

En résumé, ‘ (w1, u2,us) est libre si et seulement si a > 1 + b ‘

2.a) (e,es,e3) est orthonormale, < u,e; >= x et < u, e3 >= z : 'ensemble cherché est’ {u=-e1 +yes + bes,y € R} ‘

b) On choisit u1 = ey, uz = e3 et us = u avec un des vecteurs u de l'ensemble précédent (il reste donc a
choisir ). On a alors ||u]]? = |lusl|* = 1, < ui,ug >=< ug,u; >= 1, < uy,uz >=< ug,u; >= 0 et
< U, uz >=< uz, ug >=b. Pour que C' = G(uy,us,us) il suffit donc que a = ||up||? : pour un tel vecteur us,

on a |lug||? = 1 +y* + b%; il suffit donc de prendre y = \/a — (1 + b2). A1n51‘81a > 1407 CverlﬁeG‘

¢) On vient de voir que pour une matrice de cette forme, C vérifie G si et seulement si a > 1 + b%. Supposons que

1 1 0
la matrice C vérifie cette condition et soit p > 2 (si p = 1, C vérifie G);ona C®” = [ 1 a? P | qui est donc
0 ¥ 1

de la méme forme que C. Pour que C%? vérifie G, il suffit (et il faut) que a? > 1 + b*?. Comme a > 1 + b?, on

p—1
aal = (14+0%)P =1+ + Z (i)bzlC > 1+ b% car b** > 0. On en déduit que ’ C®P vérifie G si p € N*
k=1

Probléme : (Extrait de Mines-Ponts MP MPI 2024 maths 1)
Partie I

1. 0 €]—n,n[ donc e # —1 donc 1+te'® # 0 pour t > 0 et f est continue sur R**. De plus f(t ) o fize etl—z<1
—i0
donc f est intégrable au voisinage de 0. Enfin, f(¢) et 2—x > 1 donc ‘ f est intégrable sur R™*
r—1 t——+oo 2%
2. On pose h: (0,t) — T 0 et on applique le théoreme de dérivation :
e

Hl:sit>0,0 h(6,t)est C* sur | — 7, nl.
H2: sif €] —m, [, t— h(6,t) est continue et intégrable sur R™* d’apres la question précédente.

h _a i@tz
H3:sife]l—mm, t— ge(ﬂ,t) = (1_:_679)2 est continue sur R*,
oh t* t* t* t*
H4 : 0,t = . —— = < = ¢(t) (indépendant
‘ 5600 = T ~ T tem A e ™)~ 15 2teosd 122 S T 2tcosg iz P (ndépendante

de 0) si 0 € [, ] car cos est paire et décroissante sur [0, 5] C [0,7[, donc cos® > cos 3 puis ¢ > 0 donc
tcosf >tcosf et 1+2cosf + 12> 1+ 2tcos B +t> = |1 +te’”|> > 0. La fonction ¢ est continue et intégrable

sur R™ car ¢(t) ~ t* (et z > 0) et <p(t) (et 2—a>1).
t—0

oo t2—z

+oo t®

On en déduit que |r € C*(] — 7, 7]) et /() = —iew/
0




. Par produit avec 6 — ¢ on en déduit que g est C* sur | — 7, 7| et ¢'(9) = ize™r(h) + *'(#) puis, avec la
xtm—l tmeie 0 +oo
= — - t=lie'® ' (t)dt
14+te? (14 te’9)2) e /0 ®)
i
On a ensuite | lim h(t) = h(0) =0|car z > 0 et h(t) ~ £ donc| lim h(t)=0|car 1 —z > 0.

t—0+ t—+oo tl—T t—+o0

. +Oo
question précédente, g'(6) = ie”“e/ (
0

+oo

On en déduit ¢'(#) = ie*? {h(t)} = 0 donc (] — 7, 7| est un intervalle) ’g est constante sur | — , 77[‘

0
ix6 —ixf
e’ —e 1 , )
— = -y il 0 —ixf
S = 5 (g0 = g0)e )
1 +o0 tT—1 tT—1 1 +o0 14+t 0 _ 14+t —i60
Par linéarité de 'intégrale, g(0) sin(x6) = —_/ — — — |dt = —_/ rie ( ,+ ¢ )tIfl dt
2i Jo 1+te=® 1+ te? 2i J, 1+ tet?|?
i sin(0)t*
1+ 2tcosf + t2

. Comme g est constante sur |—m, [, on a g() = g(—0) et g(0) sin(z0) = g(0)

+oo 0 _ -
donc ¢(0) sin(z) = ! / ¢ ¢
0

+oo
— | St dt. On en déduit 8 win(zf) —
2 1+ 2tcosf +t2 n en déduit que | g(6) sin(z6) /0

1 -n
. On a, avec les relations rappelées, sin(#,,) = cos(arctann) = ——— et cos(f,,) = —sin(arctann) = ——
d sin(6,,)t* (A o o t u+n la foncti N +n ;
onc = . On pose ensuite t = ——— : la fonction u — ——— es
1+2tcos(fn) +12 V14 n2(1+12) — 2nt P V1+n2 V1+n2
1
C!, bijective et stricterglent croissante de | — n, +oo[ sur R™ et dt = Tz du. On a 6,, €] — m; [ et on vérifie
(u+n) > u+n 1 5 9 +n°, 1 5
\/1+n2<1+ —2n = 14+n)+ (" +2nu+n") —2n(u+n)) = ——=(1 +u").
L ) T/ w+n \*V1+n2 du T/ utn \Y du
On en déduit g(6,,) sin(z6,,) = o X = o
o W2 (+w?) - Vien2 S, \VI+n?) (1+u?)
u+n \*¥ 1 fu el oo too
- On pose fp(u) = V1i4+n2) 1+4u? s T de sorte que 9(0n) sin(z6y,) = / fn(u) du
0 siu<< —n -
Tl 1 1
H1: siu € R et n grand, f,(u) = <\/ul_:_7nnz> 150 wored T donc (f,) CVS sur R vers u T
H2 : les fonctions f,, et u +— sont CM? sur R.
1+ u?
, utn [ 1 (1 + Jul)* jutnl _ Jul+n _ |u
H3 : e|—n, s |Jn = < = < < — 1 < 1.
stuel-ntool Il = | 7| T3 S Tre SYWer gen S T, S Tl

Comme f,,(u) = 0 pour u < —n, on a |f,(u)| < ¢ (u) pour tout u € R. On vérifie ensuite que 1 est continue

sur R et |¢(u)] ~ = et 2 —z > 1 donc 9 est intégrable sur R.
u—too |u T
du

—+00
, . 1~ <1 = T 5
On en déduit nJ)I}_loo 9(0r) sin(z6,,) /0 1+ u?

. Comme g est constante sur | — m, 7| et 6,, €] — 7, [, on a aussi g(6,,) sin(z6,,) = ¢g(0) sin(z6,,) P g(0) sin(mz)
n—-—+0oQ

= [arctan(u)]+oo = .

— 00

oo gl gt ™
car lim 6, = 7. Par unicité de la limite, on en déduit, car sin(max) # 0, | g(0) = / = —
n—r+o0 0 1+t sin(mx)
Partie I1 1 1 -1
8. On pose t = — : I'application u — — est C' bijective et strictement décroissante de ]0, 1] sur [1, 400 et dt = — du
+oo }L'j/—l 0 ul-® v -1 1 u~" Y
donc / dt = / —— X —du= / du ce qui donne la premiére égalité demandée par relation
1 1 + t 1 1 + ’U/71 u2 0 u + 1

de Chasles (et linéarité de l'intégrale).

1 o1 1 o 1 1 e
La seconde égalité découle de / dt = / trl dt == — / dt
o L+t 0 1+t x  Jo 14t

400 — +o0
1 z ="
. Pour t € [0,1], on a T ngzo(—l)"t" donc, pour ¢ €]0,1], 1ot 1vt 7;:0(—1)“ (t"F™ —¢"*). On pose

alors uy, (t) = (=1)"(#*™™ — t"~*) et on applique le TITT :

T

H1: n CVS 0,1 Sit— ——
Z u sur ]0, 1] vers T

H2 : les fonctions u, et S sont continues sur |0, 1[.

(car —x < ) et £ — n < 1 donc u,, est intégrable sur ]0, 1]

1 n 1 _ 2z 2z
z+n+1 n—xz+1 (n+1)2—22 nstoo n2

H3 : u, est continue sur 0,1]; |u,(¢)] o
N

1
H4 : ¢t < 1 donc |u,(t)| = —t*" + "% donc / |, (t)| dt = —
0

1
(SATP) donc Z/ |u, (t)] dt converge
0



+o0o
2x
On en déduit t)ydt = up(t)dt = )Pt = Avec la seconde égalité de la question
/O Z/ 2 O( 1) CFSE g q

Foogrlgr 1 IR 2z
précédente et avec un changement d’indice (p = n + 1), on obtient / =—- Z(—l)pi
0

. 2 _ .2
1+t Lt pe—x
10. Siy €]0, 7 €]0,1[ et IL.9 d Z 'y/m _m 52( V™Y 4o
. Siy €]0,x], on pose y = wx avec x €]0, 1] et I1.9 donne =—— =— - ——
sin n2—y2/7r2 y = nir?—y?
I’égalité demandée.
Partie III
1 —cos®t1¢ 1 —cos®t1 ¢ 1 1 —cos®Pt!¢ 1—(1—12/24o(t?))**!
11. t— s b est continue sur R**, L O = )et cos = ( /2 +0(t%))
t2 12 t—+00 2 12 t—0 12
1—cos®tlt  1-[1-(2 1)t2/2 12 2 1 1 — cos?t1t
cos = (L= @p+ DE7/2+ o(t")] Pt done |t s —— S % ot intégrable sur R**
12 2 t—0 2 12
-1
On effectue une IPP avec u : t — - et vt 1 —cos®t et vsont Ctsur RT*, li(r)nuv = 0 (méme DL)

cos?Pt1t

+o0 too
1-— oo 1
et Em uv = 0 donc / 2 dt = [u(t)v(t)} + / 7 X (2p 4 1) sin(t) cos®? tdt (et cette deuxiéme
oo 0 0 0

+00 | _ oog2Ptl ¢ +00 i (t
intégrale converge). On a donc bien / % dt = (2p+ 1)/ % cos? t dt
0 0

1 7. . . . ™ T
12. On commence par poser t = nm + u : u — nw + u est C* bijective et strictement croissante de [—57 5] sur

T+nm : t 5 —1)"gj
[—Z —nm, g + mr} et dt = du donc / MY cos?P tdt = / (D" sinu ((=1)" cosu)®” du puis (Chasles),

2 E—— U+ nm
2
TN gin¢ Z (=1)"sinu O (=1)"sinu
/ T cos?tdt = / (D" sinu cos udu + / Lcoszpudu. On pose alors v = —u (méme
Zonr t 0 U+ nmw —z U+ nm
2T gint 2 (=1)"sinu 2 (=1)"sinv
type de justification) et on obtient / ———cos?Ptdt = / L cos?P u du — / L cos?P v dv
Zonr t 0 U+ nmw 0o ~—v+nmw
d’otu le résultat final par linéarité de 1’intégrale
. Foo os2 1)™tsin t 9 .y
13. Par la relation de Chasles, on a / Ptrdt = Z / —3 92,2 08 P ¢dt (car I'intégrale de gauche est
) ‘. ) v 2(=1)"tsint o
convergente) et il reste & intervertir la somme et I'intégrale : on pose u,(t) = T2 cos“Pt et on a
—n?7
7r
1 : les u, sont continues sur le segment [O, 5}
>1 2tsint m s
H2 : "2 T cos?Pt < —————— donc <——— et CVN s [O f}
|UTL( )| n2n2 — 12 X n2n? _ 772/4 11 ||Un||oo 7T(47’L2 — 1) Zun ur 5

On en déduit I'interversion demandée.

3 2
On peut aussi le faire par TITT avec (H4) / |un ()| dt < g”un”oo < 1
0 n=—

2 sint
14. On rajoute / Tcos2p tdt et par Chasles (coté gauche) et linéarité de l'intégrale (co6té droit), on obtient
0

+oco : z . +oo g e 400 s o
sint 2 |sint 2(—1)"tsint sint 2
/ MY s tdt = / i, E A=) sint cos?P t dt donc (I1.10), / MY cosPtdt = / cos?P t dt
0 t 0 t 1 t2 — n27T2 0 t 0

15. (Calcul des intégrales de Wallis) Par la formule du bindme de Newton,

2 2 24 2p\ i2k—2p)t = 2p\ i2k—2p)t 2p % 2D\ i2k—2p)t
2pcospt:E L P :E L e Pt 4 + E L)€ P
p
k=0 k=p+1
1

h=2p kpz_l 2P\ i(2k—2p) 2p pz_l 2p @p—2nyt (an2n)=CF) (2p pz
- 7 —2p)t 1(2p— t \2p— L 2 2 2
<k)€ +<p>+h_o(2p—h)e < )+ ( >COS P2k}

jusy

in[(2p — 2k)t]] %
16. Comme, pour k € [0,p — 1], 2p — 2k # 0, on a /2 cos[(2p — 2k)t] dt = {sm[;p%)}] = 0, en intégrant sur
0 p— 0

2 1 /2 01 —cos?Ptlt 2
[0, E], / cos?tdt = — (P T e donc, avec IT1.11 et I11.14, / ST Tar= (2p+ I)L b
255 Jo 2r\p)2 0 £ 22041 \ p




