Centrale M2 2019 - Corrigé

I. Introduction d’une fonction auxiliaire

I.A - Dérivées successives

1. f est de classe C* sur I comme quotient de fonctions C* dont le dénominateur ne s’annule pas sur I et, pour tout

rel,
() = (cosx)? + sin(x)(sin(x) + 1) _ 1tsinz
(cos)? (cosx)2’
() = (cos )3 + 2sinz cos x(1 + sinx) _ (cos x)? + 2sinx + 2(sinx)?
(cosx)* (cosx)3
(sinx)? 4 2sinz + 1
- (cosx)3
et FO ()= (2coszsinz + 2cosx)(cosz)® + 3sinz(cosz)?((sinz)? + 2sinx + 1)
(cosx)b
2(cosw)?sinx + 2(cos )% + 3(sinz)3 + 6(sinz)? + 3sinx
- (cosx)*
(sinx)3 4 4(sinz)? + 5sinz + 2

(cosx)*

2. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, il existe un polynoéme P, € R[X] tel que pour tout = € I, ) (x) =
P, (sinx)
(cosx)n+1 (H E).
Initialisation : D’aprés la question précédente, Py = X +1, P, = X +1, P, = X2 4+2X +1et Py = X3 +4X?+5X 42
conviennent.
Heérédité : Soit n € N. et supposons H R,, vérifiée.
Alors, pour tout x € I,

P @) = (1) () = (L)

(cos )Tl
cos P! (sinz)(cosx)" ! + (n+ 1)sinx(cosz)" P, (sinz)  (cosx)?P.(sinx) + (n + 1)sin 2P, (sin )
B (cosx)?nt2 - (cos z)n+2
(1 — (sinz)?)P! (sinz) + (n + 1)sinaP,(sinz) P, (sinx)
B (cos z)nt2 B (cosx)nt2

en posant P, 1(X) = (1 — X*)P/(X) + (n +1)X P, (X) € R[X]. (car P € R[X] d’aprés HR,,).

P, (sinx)
(cosx)nt1’
De plus, cette suite vérifie P, 1(X) = (1 — X?)P/(X) + (n + 1)X P,(X) pour tout n € N.

3. e Montrons d’abord l'unicité de la suite (P,,). L’article défini "le" de l’énoncé semble indiquer qu’elle est demandée...
Soit n € N et supposons qu’il existe deux polynomes P, et ), tels que pour tout = € I, f(”)(z) = m =
Qn(sinz)

(cos )1’

Alors, pour tout x € I, (P, — Q,)(sinz) = 0, donc, comme sin(I) =] — 1, 1], pour tout ¢t €] — 1,1], (P, — Qx»)(t) = 0,
donc P, — @, a une infinité de racines, donc P, — @Q,, = 0, donc P, = Q.

Il y a donc bien unicité de la suite (P,)nen-

e La suite (P, )ney vérifie donc P, 1(X) = (1 — X?)P/(X) + (n +1)X P, (X) pour tout n € N.

e Montrons alors par récurrence que, pour tout n € N*, P, est unitaire, de degré n et que ses coefficients sont des
entiers naturels (HR,,).

Initialisation : P, = X + 1 et P, = X? 4 2X + 1 sont bien unitaires a coefficients dans N et deg(P,) = 1 et

Conclusion : D’ot lexistence d’une suite (P, )nen telle que pour tout z € I, f(z) =

deg(P) = 2.
n—1
Hérédité : Soit n > 2 et supposons H R, vérifiée. Alors il existe (ag,...,a,—1) € N" tel que P, = X" + Z apr X et,
k=0



par suite,

Poy1 = (1= X*)Pp(X) + (n + 1) X Po(X)

n—1 n—1
=(1-X?) <nX”_1 —I—ijaka_l> +(n+1H)X <X” +Zaka>

k=1 k=0
n—1 n—1 n—1
=nX" ) kapXET = n X = T kap XU 4 (n+ DX 4D (04 Dap XFT
k=1 k=1 k=0
n—2 n—1
= X" X" 4 (k4 Daran X+ (n+ DagX + ) (n 41— k)ap X*H e N[X]
k=0 [ e
eN

comme somme de polynomes & coefficients dans N (et N est stable par addition). De plus, cette écriture donne immé-
diatement P, ;1 unitaire de degré n + 1.

Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout n € N*, P, est unitaire, de degré n et que ses coefficients sont des
entiers naturels.

4. Pour tout x € I,

(sinx +1)? (sinw)? +2sinx + 1+ (cosw)? 2+ 2sinz
—+ ]_ = =
(cosx)? (cosx)? (cosx)?

fl@y?+1= =2f'(2).

5. e En appliquant la relation obtenue dans la question précédente en x = 0, on obtient
2f(0) = (f(0)* +1, ie 203 =af+1.

e Pour tout n € N*, en dérivant n fois la relation obtenue & la question précédente, on obtient, via la formule de
Leibniz :

we L 2V =2() 0 = () ) =3 (U =3 (1) wse e,
k=0

En appliquant alors en 0, on a bien la relation demandée.

I.B - Développement en série entiére

6. f est de classe C* sur I, donc, pour tout N € N, on peut lui appliquer la formule de Taylor avec reste intégral et on
a, pour tout x € [0, /2],

N
_ S (0)z" @ =tN (na
=3 FE s [ s
N T N .
_ % n +/ (x —t)" Pny1(sint) dt
— nl 0 N!'  (cost)N+2
—_HN
Or, pour tout = € [0, 7/2], pour tout ¢ € [0, ], % >0, (cost)N T2 >0 (car t € [0,7/2]) et, comme Py, est &

coefficients positifs et sint > 0, Py41(sint) > 0.
(x —t)N Py1(sint)

On a donc N (cos )N 72

> 0 pour tout t € [0, z], donc, par positivité de l'intégrale (z > 0),

fa) = S = [T D Pl »
0

N!'  (cost)N+2

N
donc Z a—?x" < f(x).
n!
n=0

P, (sin0)
(cos 0)n+1
N (méme pour n = 0 car Py = X + 1), donc positif.

7. Pour tout n € N, comme a,, = f™(0) = = P,(0), o, est le coefficient constant de P,,, donc un élément de

N
@ @
Pour tout x € [0,7/2[ la série numérique E —Tw” est donc & termes positifs, donc la suite < E Tx") est
o™ = n! Nen

@
croissante, et majorée par f(z) d’aprés la question précédente, donc convergente, donc g —7:17” converge.

n!

n>0

Ceci étant valable pour tout x € [0,7/2[, on a bien R > /2.



8. Pour tout z € I, |z| < R, donc, par produit de Cauchy de séries entiéres a I'intérieur du disque de convergence,

+oo 2
(g(z)* +1= <Z Oﬁx") +1

n=0 =
“+oo n
1 n n
:a(2)+1+z ! <Z <k>akan k)
n=1 k=0

_2a1+z 2ni1 "—2Zn+1 O‘”“) z"

9. Soit ¢ = arctan(f) et ¢ = arctan(g).
Pour tout z € I,
!/ /
’ f'(x) 1 ’ g (x) 1
L V—— t _ _J\
d’aprés les relations établies aux questions 4 et 8.
De plus, ¢(0) = arctan(f(0)) = arctan(1) = 7/4 et 1(0) = arctan(g(0)) = arctan(ap) = arctan(f(0)) = /4, donc ¢ et

'=1/2
1) sont solutions sur l'intervalle I du méme probléme de Cauchy {y<0) / /4 , donc ¢ = 1.
y(0) =7
Par suite, f = tan(y) = tan(¢)) = g sur I.
On aurait aussi pu intégrer la relation ¢'(x) = 1/2, pour trouver p(z) = g—l—% sur I, ce qui donne f(z) = tan (g + %)
pour tout x € I.

10. Si on avait R > 7/2, alors g, continue sur | — R, R|, serait continue en /2.
—2
—
. sinx + 1 , .
Or lim g(z) = lim f(z) = lim ——— = +o00, donc g n’est pas continue en 7/2, donc R < 7/2, et, par
T—mw/2- /27 z—mw/2= COST

—0t
suite, avec la minoration trouvée en 7, on a bien R = 7/2.

I.C - Partie paire et partie impaire du développement en série entiére

11. Raisonnons par analyse-syntheése : soit h : I — R.
Analyse : S’il existe p paire et ¢ impaire telle que h = p + i sur I, alors pour tout = € I,

h(z) = p(z) +i(z) et h(—z)=p(-z)+i(-z)=p(z)—i(z),
h(z) + h(—2) h(z) — h(—x)

2 2 )
h h(—
Synthése : Réciproquement, soit p:x € I — M

donc p(z) = et i(z) =

eti:meIHM.Alors:

2 2
— pour tout z € I, —x € [ et p(—x) = h(z) +;(_(_$)) = hz) +2h(—x) = p(z), donc p est paire
- pour tout x € I, —x € I et i(—x) = =z) - ;z(—(—x)) = _h) —Qh(—x) = —i(x), donc 7 est impaire
— pour tout z € I, p(z) + i(z) = h(@) —|—2h(—x) + Mz) —Qh(—x) = h(x), donc h = p +1i.

Conclusion : D’ou, par analyse-synthése, I’existence et 'unicité demandées.

12. Pour tout z € I,
1 sinx

fz) =

COS ™ COS ™

. . sinx
ou x —r est paire et = —

est impaire.

Par ailleurs, pour tout x € I, comme les séries qui aparaissent ci-dessous convergent,

=xXa =X a
_ _ Znon 2n 2n 2n+1 2n+1
for=s = £ 25§ g 5



QA2n+1 on+t1
2n+1)!

D’ou, d’ apres 1’un1c1te de la decomp051t10n prouvée & la question précédente, on a

est impaire.

" est paire et T — Z

< o 1 X a
_ 2n+1 2n+1 _ 2n__2n
Veel, t = E t E .
* an() = (2n + 1)!x * Cosz = (2n)!x

X tan™(0)

13. tan est développable en série entiére sur I, donc coincide avec sa série de Taylor Z
n!

n=0

2" sur I, donc, par unicité

du développement en série entiére de tan sur I, on a, pour tout n € N,
tan®(0) =0 et tan®" TV (0) = agpy1.

14. Pour tout = € I, tan’(z) = 1 4 (tanz)?, donc t' = 1 4 ¢,

—+o0 —+oo
1N X2n+1  on _ Q2n+1 20
15. Pour tout z € I, t'(z) = nEZO(Qn +1) Gn 1)!30 = E . an)! x ",

Par produit de Cauchy de série entiéres sur le disque ouvert de convergence, on a aussi, pour tout x € I,

X tan™ ’
t'(x) = (t(x)*+1= <Z tﬂ@ﬂ) +1

n=0

tan(k) tan(™) (0 n
Z(Z © (n_k)(!)>x 1

n=0 \k=0

D’otl, par unicité du développement en série entiére de t’ sur I, on a, a1 =0+ 1 =1 et, pour tout n > 1,

() (2n—k)
Qony1 Z tan'®(0) tan (0)

(2n)! per S (2n — k)!

L A (2n (k) (2n—k)

= @)l Z P tan'™(0) tan (0)
" k=0

1 & (2 1 & (2

= tan® (0) tan®" %) (0) + ( ) tan®(0) tan®"=)(0)
a2 () et a2 (i
k pair = k impair
n

= 72711 Z (Qk B 1) tan(?F— 1)(O) tan(2n— (k- 1))(0)

R 2n . o
_ W Z oh 1) Qop_10i0,_op+1  (d’aprés 13 avec 2k — 1 et 2n — 2k + 1 impairs),

donc, en multipliant de part et d’autre par (2n)!, on a bien :

n

. 2n
Vn € N, qonpqi1 = Z (% B 1) 02k —102n—2k+1-
k=1

II. Equivalent de a9, 4

IT.A - La fonction zéta

1
16. Posons, pour tout n > 1, f, : t €]1, 400~ — = exp(—tIn(n)).
n

e Pour tout n > 1, f,, est définie et continue sur |1, +oo].
e Pour tout [a,b] C|1,4o0[ avec a < b, pour tout ¢ € [a, b],

Fu(®)] = exp(~tIn(n)) < exp(~aln(n)) = —

no’
o) < L
done || fnll&™ < —-
= . . TN .. [a,b]
Or Z — converge (Riemann et a > 1), donc, par comparaison des séries & termes positifs, Z [ fnll&® converge,
n>1 n>1

donc Z fn converge normalement, donc uniformément, sur [a, b].

n>1

—+o0
o (= Z fn est donc définie et continue sur [a, b].

n=1
Ceci étant valable pour tout [a,b] C|1,+00[, ¢ est définie et continue sur |1, +o0l.



17. Soit s > 1. )
e Posons g:t € R — = exp(—sln(t)).

g est définie et continue sur R et décroissante sur |1, +ool.
e Par suite, pour tout n > 2, pour tout ¢ € [n,n + 1], ( ) < g(n).
D’ou, par positivité de 'intégrale (n <n+ 1), on a :

/ " gt < / " gyt = gfm).

En sommant ces inégalités pour tout n > 2 et en utilisant la relation de Chasles, on obtient (I'intégrale de Riemann

est convergente car s > 1) :
+o0 too  an+l o0
[ ama=>" [ gt < o)
2 n=2

n=2"v"1"

e De méme, pour tout n > 2, pour tout ¢t € [n — 1,n], g(t) > g(n).
D’ou, par positivité de 'intégrale (n —1 < n), on a :

[ atwar= [ g =gio.

En sommant ces inégalités pour tout n > 2 et en utilisant la relation de Chasles, on obtient (I'intégrale de Riemann

est convergente car s > 1) :
+oo +oo n +oo
[ ama=3" [ gde=3" g
1 n=27/n-1 n=2

+001

—+oo
oOnadonc/ —dt<Z—</ —dt
2

Or pour tout a > 0,
+oo +oo
1 1 1
[ lae[ LT
u (I—s)ts=1], (s — a1

donc on a :
1+ ! 1Jr/+c>o dt<1+§ <1+/+m1dt !
(s —1)2s=1 9 Lot s =1
Or lim 1+ ! 1 lim 14+ -——+ 1 d d’aprés le théoréme d d lim ((s)
r lim ———— =1= lim onc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim ((s) =
s—+00 (s —1)2s—1 s—+o00 (s - 1)’ ’ P & T s

On aurait pu se contenter de minorer ((s) par 1, mais ’énoncé demandait deuz intégrales...

18. Pour tout s €]1,4o0],

+o00 1 00 1 00 1
OEDY 2k — 1)  Z=js D 2k —1)°
k=1 J=1 k=1
e = k=)
J pair J impair
B i" L, - 1 &
£ (2k) 2k 1) A (2k—1)°
_+oo 1 _+oo 1 _i+ooi_ic(s)
Pt (Qk)e = 9sks 9s — ks 9s

donc

1
donc C(s) =1 — o convient.

II.B - Une formule pour la fonction cosinus

/2
Pour tout entier naturel n et tout réel x, on pose I,(x) = / cos(2xt)(cost)"dt.
0



19. Soit n > 2 et z € R.
e Posons u'(t) = 4x? cos(2xt), u(t) = 2z sin(2xt), v(t) = (cost)”, v/'(t) = —nsint(cost)" .
u et v sont de classe C' sur [0,7/2], donc on peut intégrer par parties et on a :

w/2 /2
42°1,(x) = / o' (t)v(t)dt = 2 sin(2xt)(cos t)"]g/z + n/ 22 sin(2xt) sin t(cos t)™ ' dt
0 0
/2
= n/ 2z sin(2xt) sin t(cos t)" ' dt.
0

Posons & présent o/ (t) = 22 sin(2xt), u(t) = — cos(2xt), v(t) = sint(cost)"*, v'(t) = (cost)™ — (n—1)(sint)?*(cos t)" 2.
u et v sont de classe C' sur [0,7/2], donc on peut intégrer par parties et on a :

/2
421, (x) = n/ 22 sin(2zt) sint(cost)" " 'dt
0

w/2

— n [ cos(2at) sin(t) (cos t)" ]

/2
+ n/ cos(2xt)((cost)™ — (n — 1)(sint)*(cost)"~2)dt
0

w/2 /2
= 0 +n/ cos(2xt)(cost)"dt — n(n — 1)/ cos(2xt)(1 — (cost)?)(cost)"~2dt
~~ 0 0

car n>2
/2 /2
=nl,(z) —nn—1) /0 cos(2xt)(cost)" " 2dt +n(n — 1) /0 cos(2xt)(cost)"dt
=nl,(z) —n(n — 1)I,_o(x) + n(n — VI, (x) = n*L,(z) — n(n — 1)1,_s(z),

donc (n? — 42?)I,,(z) = n(n — 1)I,_»(x), ie, en divisant par n* # 0,

(1 - 45;) L) =" L ().

n—1

I,—2(0).
De plus, comme ¢ — (cost)™ est continue et positive sur [0,7/2] et n’est pas la fonction nulle, on a I,(0) =

e En particulier, pour z =0, on a I,,(0) =

/2
/ (cost)™dt > 0, donc on peut diviser par I,,(0) et
0

22\ L(e — ) L(a)
(1‘12) ﬁioi ( In<)>

20. Soit z € R.

Is, ()
Montrons par récurrence que pour tout n € N*, sin(nz) = 7z IQn 0) H (1 — ) (HR,).
2n -

Initialisation : Pour n=1:

/2
On a sin(7z) = sin(2z(7/2)) — sin(2z x 0) = [sin(ZJUt)]g/2 = /0 2z cos(2xt) = 2zl (x).

/2
De plus, I(0) = / 1dt = /2, donc
0

1
Ir(z) ( x? ) Ir(z) ( 422 )
X l1—-—= | =mx 1—-—-
15(0) k1;[1 2 15(0) 22
I
=Tz o(2) (d’apreés la question précédente avec "n = 2")
1p(0)
_ m2xlo(z) .
=2 2 = sin(7z).

On a donc bien HR;.
Hérédité : Soit n € N* et supposons HR,, vérifiée.



Alors

ez (1 5) - (- ) 1L (- 5)
o () 10 %)
)

Ion
ol

2
X
(1 — > (d’apres la question précédente en remplagant n par 2n 4 2 > 2")

Lon(0) (5 K
I pp——

On a donc bien HR,, 1.
Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout n € N*,

Ion(z) T-
sin(rz) = mx Izn g 1;[ <1 — )

21. Soit n € N*. Pour tout x €]0,1[, 7z €]0,7[, donc sin(mz) # 0 et, d’aprés la question précédente avec "n = 2n" au
numérateur et "n = n" au dénominateur, on a

Isin(2rx)  1sin(7(2x))

cos(mz) = 2 sin(mz) 2 sm( x)
I n( w) (2av)2
o) m (1- 8
9 Is, (z)
2 7z I;(O j1 (1— )

_ 11n(22) 15,(0) I, (1 B 052)2)
 1an(0) In() TG, (1 52)

14 (22) 12,(0) T (1 - 33132) - ( %)

" L (0) Ion(x) [They (1—%2)
14, (22) 12,(0) [l (1 B %2) [Tz (1 B %>
" 140(0) Ton(x) [T (1- %)

(0)

" 10(0) Lou(o) 1L (1 @re)

Il semble donc bien qu’il y ait une erreur d’énoncé ici et que le facteur 1/2 soit en trop...
La formule est encore valable pour x = 0 (on le vérifie aisément en prenant z = 0).

II.C - Un autre développement de tangente

22. Soit n elN* et s > 1.

t— m est continue et décroissante et intégrable sur [1, +oo[, donc, comme en question 17, on a
> s s et et hroe), -menee
S (2k —1)s w1 (2t —1)s n @t—=1)p 7 [2(1—s)(2t—1)s1]  2(s—1)(2n— 1)1

23. Soit z € [0,1/2].
Pour tout n € N*, pour tout p > 1,

T 52p+1,.2p—1 too
2°PT P 1
O < — 22p+1 2p—1
= Z (2k — 1)2 v Z (2k — 1)z
k=n-+1 k=n+1
1 1
< 4(2x)*1 (d’apres la question précédente avec s = 2p > 1)

2(2p—1) (2n —1)%r—1
<2(22)%P7! (car2p—1>1let2n—12>1).

Or E 2(22)?P~! converge (série géométrique de raison (2x)* €] —1,1[, car x € [0,1/2[), donc, par comparaison des
p>1
too 10 52p+1,.2p—1
2P peP
séries & termes positifs E _—
P ’ ( (2k — 1)
p=1 \k=n+1
S, est donc bien définie sur J.

) converge, donc S(z) existe.



24. Soit x € J et majorons un peu plus finement que dans la question précédente : pour tout n € N*, pour tout p > 1,

+oo 92p+1,,2p—1

1 1
0< ) T <4(2x)*!

= — 12 = — — 1\2p-1
WS (2k —1)2r 2(2p—1) (2n —1)2p
< 2(2x)2p_1ﬁ (toujours car 2p — 1 > 1 et 2n—1> 1),
n—
—+o0
1 2 1
donc 0 < S, (z) <) 2(2z)*~! = .
onc 0 < Sn(2) —pz;: A s Rl & gy vy
2 1
Or nkr—‘,r—loo mm = 0, donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, nll)rfoo Sp(z) = 0.

La suite de fonctions (S,,) converge donc bien simplement sur J vers la fonction nulle.

25. Comme cos(t) > 0 pour tout ¢ € [0,7/2[, ¢ : © — In(cos(mx)) est définie sur J, et dérivable sur J comme composée de
fonctions dérivables. Pour tout x € J, on a :

¢ (x) = —:Ossi(r;(;r;c) = —7tan(mx).

Or, d’apreés la question 21, pour tout « € J C [0, 1], (formule encore valable pour = = 0)

o(x) = 1In(cos(rz)) = In(l4,(22)) — In(I2n(x)) + Zln (1 — 21)) +1In (angg) )

ol toutes les quantités écrites dans les logarithmes sont bien strictement positives car
~ pour x € [0,1/2[, pour tout ¢ € [0,7/2], 22t € [0,7/2], donc cos(2xt)(cost)*™ > 0, donc, par positivité de l'intégrale,
Iy, (z) > 0, et, comme t +— cos(2xt)(cost)?" est continue et positive sur [0,7/2] et n’est pas la fonction nulle, on a
méme Iy, (z) > 0.
On en déduit aussi I, (0) > 0 (pour z = 0) et I4,(0) > 0 (en remplagant n par 2n).
4 2
~ pour tout p > 1, (2p —1)* > 1 et 42% € [0, 1], donc 1 — ﬁ > 0.
p—
— Enfin, pour = € J, cos(mx) > 0, et, mise & part Iy, (2z), toutes les autres quantités aparaissant dans le produit de la
formue de la question 21 sont strictement positives, donc Iy, (2x) > 0.

En dérivant cette nouvelle expression de (), on obtient : pour tout x € J,

n —8x
21}, (2z) I, (x) @p-1)2
/ 4n 2n P—
¢'(z) = - t
I4n(2x) I2n x pz:; 1-— (210 1)2

Il ne reste plus alors qu’a identifier les deux écriture obtenues pour ¢’ (z).
Rq : La dérivabilité de I, utilisée ici, sera prouvée au début de la question 28.

4 2
26. Pour tout n € N*, pour tout « € J, pour tout k € [1,n], ﬁ €] — 1,1], donc, en utilisant le développement en
érie entiére de ¢ — ——, valabl tout t € — 1,1[, et d s
série entiére de ——, valable pour tou - et donc pour t = —————, on a :
1 _ t? p b ) p (2k _ 1)27

+oo 92j+3 25 +1

8x 1 _ Z ( )J _ _
(2k—1)21 - % (2k —1)2 = (2k —1)2 = (2k — 1)2i+2

+oo 92p+1,.2p—1

2k - 1)

Par suite,

n S 1 n_ +oo 92p+1,.2p—1 T [ 92p+1,2p-1
> T L e X ()

_(2k 1)? k=1p=1

=~
Il
—



(combinaison linéaire de séries convergentes). Enfin, on a

n 1 +o0 +o0 92p+1,2p—1 92p+142p—1
*’g;; 2k-— 1)2 =D (kjE: 2k — ) *‘ji: (jg:yn>>

T (2k—1)2 p=1 =n+1
"pzl = (2k—1)%
+oo +oo 1
— 22p+1 2p—1 -
( * E:@kfn%
p=1 k=1
+oo

1
= Z 2P+l g2p—1 (1 - 22;;) ¢(2p) (d’aprés la question 18)
p:

donc on a bien

mtan(mx) + Sp(x) = —

. Soit ¢ : ¢t € [0,7/2] — tcost — sint.
¢ est de classe C* sur [0, 7/2] par opérations sur les fonctions usuelles et, pour tout ¢ € [0, 7/2],

¢'(t) = cost — tsin(t) — cost = —tsint < 0.
¢ est donc décroissante sur [0,7/2] et, comme ¢(0) =0, on a ¢(t) < 0 pour tout ¢ € [0,7/2], donc tcost < sint, pour
tout ¢t € [0,7/2].
. Soit n € N*.

e Soit g : (z,t) € [0,1] x [0,7/2] > cos(2xt)(cost)™.
— pour tout = € [0, 1], t — g(x,t) est continue sur le segment [0, 7/2], donc intégrable sur [0, 7/2].

— pour tout t € [0,7/2], x — g(z,t) est de classe C' sur [0, 1] et, pour tout = € [0, 1], ¢ — a—g(:c, t) = —2tsin(2xt)(cost)™
x
est continue (par morceaux) sur [0, 7/2].
— pour tout = € [0, 1], pour tout ¢t € [0, 7/2],

0

a—g(x t)‘ < 2t| sin(2xt)| | cost|” < 7 = (t)
x

ol ¢ est continue sur le segment [0,7/2], donc intégrable sur [0, 7/2].

w/2
D’ou, d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, x — I,(x) = / g(x,t)dt est de classe C* sur
0

[0,1] et, pour tout z € [0, 1],

/2
I'(x) = / —2t sin(2xt)(cost)"dt.
0

e Pour tout x € [0,1], pour tout ¢t € [0,7/2], 0 < tcost < sint d’aprés la question précédente, (cost)"™* > 0 et
sin(2xt) > 0 (car 2zt € [0, 7]), donc

0 < 2tsin(2xt)(cost)™ < 2sin(t) sin(2xt)(cost)" !
D’ou, par positivité de 'intégrale (0 < 7/2), on a
/2 /2
0< / 2t sin(2xt)(cost)"dt = —I (z) < / 2sin(t) sin(2xt)(cos )" dt.
0 0

e Posons alors v (t) = sin(t)(cost)" !, u(t) = — (cost) , v(t) = 2sin(2xt), v'(t) = 4z cos(2xt).
n

Comme u et v sont de classe C! sur [0,7/2], on peut intégrer par parties et on a :

w/2 25in(2 A\ 7/2 /2
| 2sin(®sinet)(costy e = [_ sin(2at) (cost) } [ costet)(costyat
0 n 0 0 n
4
=0+ — 1L, (x),



e En mettant tout bout a bout, on a bien
0< ~1I(x) < —1I,(2).
n

e Comme I, (z) > 0 (déja prouvé), on a alors, en divisant par I,,(x),

!
0< D@ 4z
- Li(x) T n
L4z N o - Li(z)
Or lim — =0, donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, on a lim =0.
n—+oo N n—-+4oo In(x)

29. L’égalité obtenue en question 26 est valable pour tout n € N* et pour tout © € J

wtan(rz) = 111}_1 mtan(mx)
n—-+oo

21}, (22) | I3,(2)
= 1 _“fan 2n 2 22p 2p—1 _ Sn
n—l)I-ﬁr-loo I4n(2(£) Ign ZL' + Z ) (x)

+

oo

= 2(2%P — 1)¢(2p)x*P~!  (d’aprés la question précédente et la question 24).

=
Il
—

II.D - Un équivalent de as,11

30. D’aprés la question 12, pour tout x € J \ {0}, comme 7z €]0,7/2[C I, on a

—+o00
mtan(nz) =7 Z ;27:? ra)? = Z %72n+2x2n+1.
n !
0

Par ailleurs, d’apreés la question 29, on a, pour tout x € J, en posant n =p — 1,

+00 o
mtan(mz) = Y 2(2% — 1)¢(2p)a® ! = 2(22 — 1)¢(2n + 2)a>"
p=1 n=0

Ces deux égalités restent valable sur | — 7/2,0] par imparité de toutes les fonctions apparaissant ici.
Enfin, par unicité du développement en série entiére de x — mtan(wz) sur | — 7/2,7/2[, on a, pour tout n € N,

2(227+2 _1)(2n + 1)!
7T2n+2

ol g2t = 9(2242 _1)((2n 4 2) & azpar =

Gn+1) ¢(2n +2).

31. Comme lim ((2n+2) =1 (d’aprés 17), on a ((2n + 2) ~ 1 et, par suite,

n—-+oo

2(227F2)(2n + 1)1 227F3(2n + 1)
Q2nt1 2nt2 = p2nt2

On peut éventuellement aller plus loin en utilisant Stirling, mais quel intérét ici ?!

II1. Permutations alternantes

Dans toute cette partie, on identifiera une permutation o de [1,n] avec le n-uplet (o(1),...,0(n)).
De plus, on notera S([1,n]) ’ensemble des permutations de [1,n], M ([1,n]) I'ensemble des permuations montantes de [1,n],
D([1,n]) ensemble des permutations descendantes de [1,n] et A([1,n]) 'ensemble des permuations alternantes (montantes
ou descendantes) de [1,n].

III.A - Dénombrement des permutations alternantes

32. e Dans le cas n = 2, il y a deux permutations : (1,2) et (2, 1).
(1,2) est alternante montante et (2,1) est alternante descendante.
e Pour n = 3, seules (1, 3,2) et (2,3, 1) sont alternantes montantes (parmi les 6 permutations).
e Pour n = 4, seules (1,3,2,4), (1,4,2,3), (2,3,1,4), (2,4,1,3) et (3,4,1,2) sont alternantes montantes (parmi les 24
permutations).
33. Soit ¢ : (6(1),...,0(n))—= (n+1—-0(1),...,n+1—0(n)).
1 est clairement une bijection de S([1,n]) sur lui-méme car ¢* = Id.
De plus, si 0 € M([1,n]), alors ¢(o) € D([1,n]) car, pour tout ¢ € [1,n — 1],

(—1)'@(0)(@) =¥(a(i+1)) = (-1)'(n+1~0(i) = (n+1—0(i+1))) = (~=1)"(o(i + 1) — (i)
= —(=1)¥o(i) —o(i+1)) <O0.

>0 car c€ M ([1,n])
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Par suite, ¥ (M([1,n])) € D([1,n]), donc Card (M ([1,n])) < Card (D([1,n])).
De méme, on montre que ¥ (D([1,n])) € M([1,n]), donc Card (D([1,n])) < Card (M ([1,n])).
On a donc bien ’égalité des cardinaux.
34. Soit A = {z1,...,x;} une partie constituée de k éléments de [1,n].
Quitte a renommer les éléments de A, on peut supposer que 1 < T9 < ... < Tg.
Soit (y1,...,yx) une permutation de A. Alors il existe o € S([1,k]) tel que pour tout i € [1, k], ys = 2,(;)-
Alors (y1,.-.,yn) est une permutation alternante montante de A si et seulement si

Vie [1,k—1], (=1)"(yi — yi+1) > 0 & Vi € [1,k — 1], (=1)"(Zo@) — To(i+1)) > 0.
Or, comme z1 < ... < X,
To(i) = To(it+1) >0& Lo (i) > Lo (i+1) = O'(Z) > O'(i -+ 1) = O’(Z) — (T(i -+ 1) > O,

donc (—1) (%o (i) = To(i41)) > 0 < (=1) (0 (i) —o(i+1)) > 0, donc (y1, ... ,yn) est une permutation alternante montante
de A si et seulement si o est une permutation alternante montante de [1, k].
Par suite, le nombre de ces listes qui sont alternantes montantes est égal a S.

35. Pour tout n € N,
n+1

A([L,n+1]) = U {c e A([L,n+1]):0(k) =n+1},
k=1
ol cette réunion est disjointe car o € S([1,n + 1]) est injective.
Par suite, on a

2841 = Card (M ([1,n + 1])) + Card (M ([1,n + 1]))
= Card (M ([1,n+ 1]) + Card (D([1,n + 1]) (d’aprés la question 33)
n+1
= Card(A([1,n+1]) = Y Card{o € A([L,n+1] : o(k) =n + 1}.
k=1
Or,
- pour k=1, onaoc(l)=n+1,alors 0(2) < o(1) car 0(2) € [1,n+ 1]\ {n+1}, donc o € A([1,n+1]) si et seulement
si 0(2) < o(3) > ..., ie si et seulement si (0(2),...,0(n+ 1)) € D([1,n]).
Par suite, Card{o € A([1l,n+1]) : 6(k) = n + 1} = Card (D([1,n])) = Bn = BoBn-
-pourk=n+1l,onaoc(n+1)=n+1,alors o(n) <o(n+1) car o(n) € [1,n+ 1]\ {n + 1}, donc o € A([1,n +1])
si et seulement si o(n) < o(n—1) > o(n — 2)..., ie si et seulement si (o(n),o(n —1),...,0(1)) € D([1,n]).
Par suite, Card{c € A([1,n+1]) : (k) =n+ 1} = Card (D([1,n])) = Bn = BoPn-
— pour tout k € [2,n], on a (k) =n+1, donc o(k — 1) < (k) > o(k + 1).
Par suite, 0 € A([1,n+ 1]) si et seulement si o(k+1) < o(k+2) >o(k+3)...eto(k—1) <o(k—2)>o(k—3)...,
ie si et seulement si (o(k + 1),...,0(n+ 1)) € DH{o(k+1),...,0(n+ 1)}) et (o(k —1),0(k —2),...,0(1)) €
D({o(1),...,0(k —1)}). Par suite,

Card{o € A([1,n+1]) : o(k) =n+ 1} = Card(D({o(k + 1),...,0(n+ 1)})) x Card(D({o(1),...,0(k —1)}))
= Bnt1-(k+1)+1P8k—1 (d’aprés la propriété admise apres la question 34)
= Bn—k-1)Brk—1
On a donc

2Bn+1 = BoBn + BnBo + Z Br—(k—1)Bk-1

k=2

n—1
= BoBn + BuBo+ Y Bn—jBj (en posant j =k —1)

j=1
= Z /Bk/Bn—k-
k=0

36. On a ap = By, a1 = B et () et (B,) verifient la méme relation de récurrence d’aprés les question 5 et 35, donc
Bn = o, pour tout n € N,
On peut éventuellement faire une récurrence forte pour les moins convaincus...

ITI.B - Permuations aléatoires

37. Comme S([1,n]) est muni de la probabilité uniforme,

_ Card(A([Ln]) _ Bu _ aw

Pn = Card(S([L,n])) ol nl”
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Par suite, (pay,)nen+ est la suite nulle, car as,, = 0 et pour tout n € N*,

2273 (2n41)!

Q2n+1 s
(2n+ 1)l notoo (2n+1)!

9\ 2n+2
=2 - 2 —-1,1)).
(ﬂ_) i o 0 (car2/me]—1,1])

Pon+1 =

(d’aprés la question 31)

Comme les suites extraites (pan) et (pan+1) convergent vers 0, la suite (p,,) converge elle-aussi vers 0.

38. e Soit i € [1,n].

Pour tout o € S([1,n]), (M,(c) > i) si et seulement si (o(1),...,0(4)) est une permutation alternante montante de

{e(1),...,0(d)}, (6(i+1),...,0(n)) étant une permutation quelconque de {c(i +1),...

Par suite, pour construire une permutation de [1,n] vérifiant M, (o) > i,

n
— on choisit d’abord une partie A & 7 éléments de [1,n] : ( ) choix
i

so(n)}.

— puis on choisit une permutation alternante montante  de ces i éléments : /3; choix d’apreés la question 34

— on pose ensuite (o(1),...,0(i)) =~
— on choisit une permutation quelconque 0 de [1,n] \ A : (n — ¢)! choix
— on pose enfin (o(i+1),...,0(n)) =46
Par suite, comme toutes les permutations sont équiprobables, on a
(N xBixIx(n—i)lxl B

P(M, > i) = w = =D

e Cette formule est encore valable pour ¢ = 0, car P(M,, > 1) =1 (car M, () = [2,n+1]) et po = 1.

39. Comme M, est finie, elle admet une espérance et

n+1 n+1
E(M,) =Y kP(M, =k)=>_ k(P(M, >k—1) - P(M, > k))
k=2 k=2
n+1 n+1
=> kP(M, >k—1)=Y kP(M, > k)
k=2 k=2
n n+1
=> (k+1)P(M, > k)= > _ kP(M, > k)
k=1 k=2
P(My>1)+ > (k+1—=k)P(M, > k) — (n+1)P(M, >n+1)
k=2

=2+ ZP(Mn >k)—0 (car M,(Q) = [2,n+ 1], donc M,, > 1 est certain et M,, > n + 1 est impossible)

k=2

n n
=po+p1+ Zpk = Zpk~
k=2 k=0

: On aurait peut étre pu admettre cette propriété comme étant une propriété du cours...

Qg
Onapo_l_a,pl—l— L et pour tout k € [2,n], pr = i?:ﬁ,donc
nak +°Oak 1+sinl
E(M,) = = — =g(1)=f(1) = ———.
ORI SO EVORS RS

12

ou fallait-il la redémontrer ?



