Correction du

DS6

(Inspiré de Centrale PSI 2023 maths 2)

1
Partie I : 1. a) «, ~ — donc ou avec d’Alembert car hIJIrl ‘anﬂ =1.
n n—+4oo |
(n+3)?2—(n+2)(n+5) —n—1 —
b) Qniq — Q= = <0d ) décroit
) Gnpr—a (n+3)(n+4)(n+5) (n+3)(n+4)(n+5) one | (an) déerol

Alinsi, Z(—

a) On pose u,(z) = (—1)"a,a™ pour z € [0,1] et on vérifie :
H1 : les fonctions u, sont continues sur [0, 1].

H2 : pour z € [0,1], la série Zun(w)

(un(x)) décroit et |u,(z)] < ap R 0). On a d

2.

puis || Rnllso,f0,1] <

On en déduit ‘ S est continue sur [0, 1] ‘
b) R =1donc S € C>([0,1]) et zS'(z) + 55(x)

Bn = nay, + da _1:n(n+2)+5(n+2)

—Z

(n+ 3)(n + 4)

"a;,, CV par CSSA donc 1 € Dg alors que oy, ~ — (SATP) donc —1 ¢ Dg et | Dg =] — 1, 1]

vérifie le CSSA (car () et (") sont décroissantes et positives donc

onc |Ry(2)| € |upt1(z)] < anyr (indépendant de z)

Qi1 m 0 donc Zun CVU sur [0,1].

‘[nay, + bay, — 1]2™. 11 suffit donce de poser

-2

do ﬂn =

+o0 (n+3)(n+4)
Z(—l)nﬁnxn et v, (7) = (—=1)"B2™

n=0
. les fonctions v, sont continues sur [0, 1].

Fun(2)] <

Ainsi, T € C°(]0,

¢) Sion pose T(z) =

H1

H2 |8 (indépendant de x) donc ||vg||oo <

(n
1]) done lim T'(x) = T(1) est finie. Puis
z—1

donc lim S’ est finie. Comme S € C°([0,1]), | S € C*([0,1

-1
n—+3

2
n+4

Qyy =

Les rayons de convergence des deux séries E —

)-l—;(—ln(l—l-x)
R,=0

+oo

39(z) = Z(—l)

n=0

38(z) = (— In(1+2x)+

+oo n+3

n+1 wn
n+3

n+4
22
T —

2
Z 72 converge donc R, existe et

+x

lim
n—-+o00

1
La fonction t — 7] est continue et décroissante sur RT*

+3)(n+4)

TL €

—+2+2Z

car ¢’

nc

(n+3)(n+4)

alors on vérifie :

2 2
~og donc Zvn CVN sur [0, 1].

1
(@) Tz oo TW

1) | (conséquence du TAF, th de prolongement C').

vS'(x) —55(x) —55(1)+ =

etZ—

valent 1 domne, pour |z| < 1,

10,1, on a donc

3

T 2

2

T 2

est le reste d’une série convergente.
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(n+1)2 n 12

+oo

donc
n2

1 oo ¢

1
t— 2 est intégrable sur [1,+oo[, donc, si n > 1 et avec la relation de Chasles, Z C < /
n

- <R,
)2

tﬁ\

,ona R, —

’I’L2

1

i < R,, donc 0 <
n

1
— <

n

Li0

n—4+oco n

1

R, — R, ﬁ)

(

1
— qui donne
n

e” I
m v, =
nm \/ﬁ n—too

n
X (%)n V27mn = V27 donc

% In(27)

+Dn"vn }:1_

IS

Les deux séries E (Vnt1 —
—+oo

( = ];n(vk+1_vk+ )

1
Ce qui donne, avec le développement de R,,, v, =3 In(27)

() = ves (e

1

1
v, + —R, =
) Un T 15 1252

lim vy
k— o0

1
1+ —+0

1
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Un 5o eXp(12n

S est continue sur le segment [0, 1] donc bornée. On déduit de 1.5.b,

+oo

<2
k=n

1 1
(n+ 5) In (1 - E) donc, avec I.3.b et — E]O 1],

par continuité de In.
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Vi1l — Vk + 5555

12k2

1

1
Up) et Z 3 étant convergente, on a par linéarité et télescopage,

+oo

<

k=n

C

kg—Crn—O
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)

1
<—2) puis, par composition par exp,
n

n! =
—+o0

;) et
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Partie II :

A.l.

. Six #0,

. Avec lexpression de A(z) précédente, | B(x) =1 — /1 — 4dpga? pour |z| < ——

SiY: = 5(1 + X1) alors Y1(Q2) = {0,1} donc Y; suit une loi de Bernoulli de paramétre P(Y; =1)=P(X; =1)=0p

1
Comme les X; sont indépendantes, les Y; le sont aussi donc 7T, = Z Y, ~ B(n,p). Comme T, = 5(5" +n), on a
i=1

N\ hey o \n—h - i
Su(€) C[=n.n] et P(S, = k) = <h>P (op0 sikan=2h e s, =k e n, =10
si k + n est impair
. On commence par simuler une loi de Bernoulli : def nombreRetours(n,p)
def X(p) : S,retours = 0,0
r = random .random () for k in range(n)
if r <p: s—l-:X(p)
return 1 if S=—0
else retours 4= 1
return 0 return retours

2
ap = P(S2, =0) = <:>p”(1 —p)" car 0 + 2n est pair et 0+ 2n = 2h avec h = n.

an+1x2n+2

2 2)(2 1 1 1
5 = @Gnt2)@ntl) o —— 4pgx? donc si || < ——, la série est ACV et R > ——
Ap L™

R I ———— 2,/pq’ N

1 1
alors que si |z| > ——, la série est GDV donc R < ——. Onadonc|R = ——

2./pq 2./pq 2\/pq

1 1 1
. SiR>1,1€]-R,R[donc A(1) existe. On vérifie R > 1 & pg < — & p # 7 Pour p = o avec la formule de Stirling,

4

1
(SATP) donc Z ap diverge. En résumé, | A est définie en 1 si et seulement si p # 3

1
Ty (7)2" orn VN
(3 (=3) - (=g —n+1) _ (71)n1 x3x-x(2n—-1) _ 1) 2n)! (-1 <2n> done, pour |z] < 1,

n! 2nn 4n(nl)? T 4gn
“+oo
1 (=)™ (2n 1 2n 1 .
1—= 2:E —z)" donc :E —Onendedult Az) = ———si|z| < R
( ) n=0 4m n =) l-= n=0 an ) 1 — 4pqx? =

. Si on note 77 le temps d’attente du premier retour a I'origine alors (77 = 2k)renu{+o} est un SCE (avec Ty = +o0

si on ne revient jamais en 0) et b, = P(T7 = 2n). D’apres la formule des probabilités totales,
—+oo
P(Spp =0) =Y P(San = 0Ty = 2k)P(Ty = 2k) + P(San = 0T} = +00) P(T} = +00).
k=1
e Si (T} = +00) est réalisé, on ne revient pas en 0 donc P(Ss, = 0|7} = +00) =0
e Si (11 = 2k) est réalisé et k > n+1, on ne revient pas en 0 avant I'instant 2n+2 donc P(Ss, = 0Ty =2k) =0
e Si (11 = 2k) est réalisé et k < n alors P(Sa, = 0|Th = 2k) = P(San, — Sor, = 0|Th = 2k) car (Sor = 0) est

réalisé. (Sg, — Sor = 0) ( Z X;=0] et (T) =2k) = (S3 #0)N--- N (Sap_o # 0) N (Sor = 0) sont
i=2k+1

indépendants par coalition donc P(Ss, = 0Ty = 2k) = P(S2, — Sor = 0). Enfin, avec la propriété admise,

P(Sgn — Sgk = O) = P(Sgn_gk = 0) = Qnp—k donc P(Sgn = 0|T1 = 2](3) = an_kbk

On obtient donc |a,, = Z bran_p pour n > 1

k 0
+oo
. On introduit f(x Zanx et g(x Zb z" de sorte que A(z) = f(z?) et B(z) = g(z?). Le rayon de
n=0
1
convergence de la série qui définit f est Ry = o et comme (Sy #0) N ---N (Sgp—2 # 0) N (S2, = 0) C (S2, =0),
ona0<b, <a, donc Ry > Ry. Pour [t| < Ry, par produit de Cauchy, on a f(t)g Z (Z bray,— k) ,
n=0
+oo

f(#)g(t) = aobo + Zant" = f(t) —ao = f(t) — 1. Pour |z| <

1 2
——,avect =z, ona|A(zx)B(z) = A(z) — 1
n=1 2qu ’ ‘

\/>

1
. On a 4pg = 4p(1 — p) < 1 donc Pexpression de I1.B.3 est toujours définie en 1. Comme R, > ——, la série entiére

2,/pq



1 1 -
définissant B est définie en 1 si p # 5 car 1 < Ry. Reste le cas p = 5 pourz €[0,1], on a Zbkw% <B(z)<1
n k=0
(car SATP) donc, en faisant tendre x vers 1, la somme étant finie, on a Z br < 1; les sommes partielles de la SATP
k=0

Z b, sont majorées par 1 donc Z b, converge. Ainsi, |la série Z b, est toujours convergente

e — = O
C. (T} =+x) = U (T} = 2n) donc, par incompatibilité des (T} = 2n), P(T} < +00) = Z P(Ty =2n) = Z by,.
neN* _
1
On prouve alors que B est continue en 1 (ce que 'on sait déja sauf pour p = 5) : on pose g,(x) = b,a™ et on a
1: les gy, sont continues sur [0, 1].
2 : [gn(x)| < by (indépendant de ) donc [|gn||so, o, AS < by, et Zb converge donc Zgn CVN sur [0, 1].
On en déduit que B est continue sur [0,1] donc an = B(1) = lim1 — /1 —4pga? = 1 — /1 — 4pq puis

rz—1
n=1

P(Ty = +00) = /1 — 4pq. On remarque ensuite 1 —4pq = (1—2p)? = (p—q)?, ce qui donne‘ P(Ty =+4o00)=|p—gq| ‘

Partie III :
A.1. a) Un chemin reliant (0,0) et (n, ) est un chemin de longueur n avec a déplacements vers le haut et n —a vers le

bas avec = a — (n — a); on doit avoir n + x = 2a € 2N et 2 € [—n,n] pour qu'un tel chemin existe. Dans ce

n
cas, le nombre de chemins est le nombre de facons de placer les a déplacements vers le haut : ( ) possibilités
a

b) On a S, = x si et seulement si expérience est associée & un chemin reliant (0,0) et (n,z). Le nombre de

2_”(n> sin+x=2aetze[—n,n]
a

0 si |z| > n ou n + z est impair

chemins de longueur n étant 2", on a | P(S, =) =

1 1 ~ 1
¢) Comme dans la deuxieme partie, si Y; = 5(1 + X))~ % (5) alors T,, = ZYi ~ B <n, 5) car les Y; sont

n+x

indépendantes puis S,, = 2T,, — n donc P(S,, = z) =

2. A un chemin (k,2p)ockcn reliant (0,2) & (n,y)
et qui passe par le point (ko,0), on associe le
chemin (k,z2;)o<k<n de (0,—z) & (n,y) tel que
b= — ik < (0,1)
{ Zk, kS k< Fo Une telle association est bijec-
z, =2 stk > kg

tive car inversement, tout chemin de (0,—z) a (n,y)
franchit au moins une fois ’axe des abscisses en un point -1 »
(ko,0) puisque —x < Oety >0 S Lt

n+x n
(7,2)
- /
3. a) Par translation de vecteur (—1,—1), le nombre de chemins de (1,1) & (n,x) est le méme que le nombre de
chemins de (0,0) & (n—1,z—1) donc Ny,_1 ;1. D’apres le principe de réflexion, le nombre de chemin de (1, 1)

a (n,z) et qui rencontre ’axe des abscisses est le méme que le nombre de chemins de (1,—1) & (n,z) donc, &
nouveau par translation de vecteur (—1,—1),ily a Ny,_1 441 tels chemins. On en déduit le nombre de chemins

’

de (1,1) & (n,z) qui ne rencontre pas 'axe des abscisses ‘ Np—1o-1 — Np—1,041 ‘

b) Si Sy > 0 (donc S; = 1), le premier point du chemin associé est (1,1) donc le chemin associé & I’événement
(81> 0)N---N(S2—1 > 0)N(S2, = 2k) est un chemin de (0,0) & (2n, 2k) qui ne rencontre pas 1’axe des abscisses

Noyo— _1— Nop—
hors de (0, 0) ; ce chemin étant de longueur 2n, P(S; > 0,...,S2,-1 > 0,52, = 2k) = In—12k 122n In—12k+1

No, N-
ce qui donne le résultat puisque P(S2,-1 = 2k—1) = %%1 et P(Sop—1 = 2k+1) = %W (IT1.1.a).
) (S1>0,...,8m 1>0,8,>0)= | (S1>0,...,8, 1> 0,8, =2k) donc, par incompatibilité,
2n 2n keN* 1 +oo el 1
P =2k |== [P(Sop_1 =2k—1)—P(Sop_1 = 2k+1)] "= ZP(S9p_1 =1
(ms>o> 5 (ms>o>,52 ) SIS = 1) (S =240 5 P80y =
car (So,_1 = ok F 1) 27 pour k > n. De plus, comme X5,(Q) = {—1, 1}, par probabilités totales, on a
(SQn— O) = (SQn— O;XQn: 1)+P(52n: O7X2n: _1) = P(SQTL—1:_17X27L: 1)+P(82n—1: 17X2n: _1)
1

P(Sgn_li 1,X2n: 71) = P(Sgn_l = 1)P(X2n = 71) = §P(Sgn_1 = 1) car, par CO&htiOnS, Sgn_l et Xgn sont

1
indépendantes. On prouve de méme P(Ss, = 0, X5, = 1) = §P(Sgn,1 = —1) = P(S2,-1 = 1), par principe

1
de réflexion. On conclut donc P(S2,—1 = 1) = P(S2, = 0) donc | P(S1 > 0,...,5, >0) = §P(Sgn =0)




B.1.

C.1.

. Avec la partie I, <2:):(2n)!: (£)2"2\/7Tn(1+%+0( )) = A (1—1—%4—0(1)) (1—i+0<1))

On prouve de méme que P(S; < 0,...,S2, < 0) =
que (S1 #0,...,82, #0) = [S1 <0,...,5, <0)]U[S; > 0,...,5, > 0)], car un chemin ne peut pas
traverser I’axe des abscisses sans que au moins un des Sy ne soit nul, on obtient, par incompatibilité des deux
événements précédents, | P(Sy # 0., Son1 # 0, San #0) = P(So0 = 0) |
(Toy, = 2k) = (S2k = 0) N (Sogp2 #0) NN (So, # 0) = (Sar, = 0) N (Sakt2 — Sor #Z0) N+ N (Sa,, — Sox # 0).
2k

2h
Si h>k, Sop—Sak=»  X; et Spp=» X; donc (Spx=0) et (Saxta—Sar#0, ..., S2n—S2x#0) sont indépendants, par
i=2k+1 i=1
coalition et indépendance des X;. Donc P(Ts, =2k)=P(S2x=0) X P(S2g+2—S2k#0, ..., S2,—S2, #0). On obtient

| P(T,, = 2k) = P(So, = 0) x P((S2 # 0) N+ 11 (S22 # 0)) | car Sap, — Sax ~ Sanox (admis par le texte).

1 (2k 1 2n — 2k
P(Szk:()): 4k(kj> et P(SQ%O,...,SQn_Qk#O)P(Sgn_QkO)W( n—k > avec ITI.A.3.c.

1
5 P(S3, = 0) et en ajoutant les deux et en remarquant
Ju

k
On introduit une somme de Riemann associée a f : si u,, = — Z f (ﬁ) alors, comme f est continue sur [0, 1], on
"=
1 L"Od 1 LAl 1 n i
b o= 100 Oncomp o =15 (B) 415U S(8)1 S ()
a lim u /Of() n coupe alors u,, en trois : u Zf +n Z f +n Z f -
nal+1 k=|np]+1
1 e
) k; (k‘) ( k> Lnozj *
< lors — — = .
Si k < |na] alors - < adonc f et Z f fla) i af (@) / f (&) dt. On prouve
1 1 LAl
de mé N .1
e méme nEIJrrloo - Z f / f(t)dt. On en déduit nEIJ?oo - Z f / f(t)dt, ce qui donne
k=[np]+1 k=|na]+1
k TR (8] 1
le résultat car, pour 1 + |na| +1 <k < |nfB|,ona — € |a, 3] donc — f =
[ne ) " 0 - anoszrl k= %H‘[vn_

n 6n n

(" ()T 2 (14t o) VA

2n 4n (1 1 N (1)) P ¢ réber s § 2n 4m (1 (1—|—0(1)))
=—(1-— n rééerir rm = ——
n VT gn O\ /) AUe T O PeUb Teectite sous fa formed { -, VT &n

On a 2k (2 =2k 1 ! ( =L Snck 4 CkCnck ) La suite (e,,) converge
— . ite (e, v
)\ n—k )2 2/kn—R) = /7/4 i —k T 8(n—k) | 64k(n— k) &

donc est bornée et il existe C' > 1 (donc C? > C) tel que, pour tout n € N, |e,,| < C. Par inégalité triangulaire,

2k 2n—2k\ 1 1 C? 1 1 1 .
(k)(n—k‘)ﬁl”w\/m ggw\/m(k+(n—k)+8k(n—k)>'81 lna) +1 < k < [np] alors

na<k‘<nﬁdonc‘(

2k> <2n—2k> B C2 < 1 N 1 1 )
k k J4ar g /k(n—k 87r\/m no - (n—np) 8”0‘(”*”5)

2k (2n—20) 1 1 <%avecM>Otelque < (l-i- ! + = )<M
k n—k )4 x/k(n—Fk)|  n3 8my/a(l—p) \a  (1-p)  8na(l—p)
)

(qui existe car le dernier terme converge).

L”f 2k\ (20 —2k\ 1 1
k) n—k )T T 2k B

On somme alors ces inégalités et, par inégalité triangulaire, on obtient

< (108 = na) ——0

k=|na]+1

Ton
. (2L € o, 5]) = (Ty,, € [2na, 2nf8]) = ([2na] < Tan < [2n8]) car Th, () € N. Donc, (Ty, = 2k + 1) étant impos-

n

T (B8]
sible, P (% € [a,B]) = Z P(Tsy, = 2k). Si na ¢ N alors [na] = [na| +1 et si na € N, [na| = [na] mais
n
k=[na]

[nB]
Ton
lim P(Ty, = 2na) = 0, par IT1.B.2 et Stirling, donc lim <P ( 22 € [a,ﬂ}) - 5 P(Ty, = 2k)> =0.
n

n—-+o0o n—-+oo
k=|na+1

(8] (8] o _ 9k
A P(Ty, = 2k) = , III.C.1 et I11.C 4,
e Z ( ’ ) Z <k>< n_k ) ‘

k=|no]+1 k=|na]+1

o P (22 / \/W

B

[2 arcsin (\ﬁ) }

«




