PSI1&2 DS6 samedi 15 février 2025

L’usage des calculatrices est interdit

Le sujet comporte un seul probléme dont les 3 parties sont indépendantes. Le résultat démontré dans la partie I est
seulement utilisé dans la partie I11.

Quelques applications de la formule de Stirling
(Inspiré de Centrale PSI 2023 maths 2)

Ce probléeme propose de démontrer un raffinement de la formule de Stirling et de l'appliquer a 1’étude des marches
aléatoires sur Z.

I Formule de Stirling

Dans cette partie, on propose de démontrer un raffinement de la formule de Stirling. On va prouver l'existence d’une suite
(qn)n cn» Convergente vers 0 telle que

n 1 n
vneN', nl=v2m (2) (1+—+q—>.
e 12n n

Pour cela, on introduit la suite (ay,)nen définie par

n+2
vneN, a,=-—"—+,
" (n+3)(n+4)
et la série entiere Z(—l)"anx‘" dont on notera la somme S(z), lorsque la série entiére est convergente, et Dg Iensemble
n=0

de définition de la fonction S : N

Vr € Dg, S(z)= Z(—l)"anx”.
n=0

1. Domaine de définition de S.

a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere E (=) " x™.

n=0
b) Vérifier que la suite (ay,)nen est décroissante et en déduire le domaine de définition Dg de S.

2. Régularité de S sur [0,1].

a) Montrer que S est continue sur le segment [0, 1].
b) Déterminer une suite (5,)nen telle que

Vo € (0,1 28'(x) +58(x) - § i - = > (=1)"Baa.

n=0

¢) La fonction S est-elle de classe C! sur [0,1]?

3. Valeur de S.

_a b
n+3 T +4°
b) En déduire la valeur de 2°S(x) & I'aide de fonctions usuelles sur ]0, 1[.

a) Déterminer deux constantes a et b telles que Vn € N,  «,

4. Une suite.
00 1
Pour n € N*, on pose R,, = Z w2
k=n
a) Justifier 'existence, pour n > 1, de R,,. Quelle est la limite de la suite (R, )nen ?
. 1 g 1
b) Pour tout n € N*, établir que m < /n 7 dt < 3

¢) En déduire le développement



—+oo
On admettra que l'on peut démontrer de méme que, si r, = g —, alors
n
k=n

1

Th o~ —=.
" n—stoo 2n2

5. Application a la formule de Stirling
On introduit les trois suites (uy)nen+, (Un)nen+ €t (wp)nens définies par

e™"n!
n"/n
a) En utilisant I’équivalent de Stirling de n!, déterminer la limite de la suite (vy,)nens ?

1
b) Déterminer, pour n € N*, une expression de w,, en fonction de n et de S (7)
n

Vn>1, u,= vp = In(u,) et w, =vpp1 — Uy

¢) Déduire de I’étude de S qu’il existe une constante C' > 0 telle que

1
12n2

c

Vn € N* (v — vp + <n3

d) Conclure.

II Etude de deux séries entieres et application a une marche aléatoire

Un point se déplace sur un axe gradué. Au départ, il se trouve a 'origine et a chaque étape il se déplace suivant le résultat
du lancer d’une piéce de monnaie qui n’est pas supposée équilibrée.

Le déplacement du point est formalisé de la maniére suivante. Dans 1’espace probabilisé (€2, A, P), on considére une suite
de variables aléatoires (X, ),cy- & valeurs dans {—1,1}, indépendantes, et telles que, pour tout n € N*,

P(X,=1)=p e P(X,=-1)=gq, oupe€l0,lletg=1—p.

Les variables aléatoires (X,), cy- représentent les résultats des lancers successifs de la piece de monnaie.
L’abscisse S,, du point & 'issue du n-iéme lancer est alors définie par :

So =0,
S, = ZXk pour n € N*.
k=1

On admet que, si (Y5,), oy~ est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi alors, pour tout

n—k n
n > 2, quel que soit 'entier & compris entre 1 et n — 1, les variables aléatoires Z Y; et Z Y, suivent la méme loi.
i=1 i=k+1

On se propose de calculer la probabilité que le point ne revienne jamais a 'origine.

On remarque que le point ne peut revenir a l'origine (ie S = 0 ) qu’aprés un nombre pair de lancers de la piece de
monnaie (ie k = 2n ).

On introduit alors les suites (an)nen €t (bn)nen définies par ag = 1, bg = 0 et

VnGN*, an:P(SQnZO) et bn:P([Sl7£0]mO[SQn717£0]m[52n:O])

et les séries entieres

+o00o +oo
A(z) = Z anx®" et B(z) = Z b
n=0 n=0

II.A -

1
1. Quelle est la loi de la variable aléatoire — (X7 + 1) ? En utilisant une loi binomiale, calculer I’espérance et la variance
de la variable S,,.
2. Ecrire une fonction Python nombreRetours(n:int,p:float)->int qui prend en argument le nombre n de lancers

et le parameétre p €]0, 1] et qui renvoie le nombre de retours du point & lorigine.

On pourra utiliser la fonction Python random.random() qui renvoie un nombre flottant pseudo-aléatoire dans I'in-
tervalle [0, 1].



2]

2n
. Vérifier que, pour tout n € N*, a,, = ( )pnq"-
n

. En déduire le rayon de convergence R de la série entiere E anz™.

[SLEN

. Pour quelles valeurs de p l'expression A(x) est-elle définie en x = 17

6. En utilisant le développement en série entiere en 0 de déterminer une expression de A(x).

1
Vv1ii—=x
II.B —

1. Pour n € N*, en décomposant I’événement (S2, = 0) selon l'indice de ler retour du point a l'origine, établir la
n
relation a,, = Z bran_r.
k=0

2. En déduire une relation entre A(x) et B(x) et préciser pour quelles valeurs de z elle est valable.

3. Conclure que B(z) =1 — 4/1 — 4pga? pour x dans un intervalle & préciser.

4. Pour quelles valeurs de p expression obtenue & la question précédente pour B(z) est-elle définie en x = 1?7 Qu’en
est-il de l’expression qui définit B(x) comme somme d’une série entiére ?

II1.C -
En déduire que la probabilité de 1’événement « le point ne revient jamais en 0 » est égale a |p — q|.

IIT Loi de ’arcsinus

Dans cette partie, on reprend les notations de la partie II et on se place dans le cas particulier p = ¢ = 1/2.
Dans ce cas tous les « chemins » de la marche aléatoire sont équiprobables : pour n € N*

V(xl,...,xn)e{fl,l}", P([Sl:xﬂﬂ[SQ:x1+x2}ﬂ~~ﬁ[5n:x1+x2+..-+$n}):5'

Pour n € N, on s’intéresse désormais au moment de la derniéere visite en 0 de la marche aléatoire au cours des 2n premiers
pas, c’est-a-dire a la variable aléatoire T,, définie par

T, =max{0 < k< 2n| S, =0}.

On admet dans la suite que T}, est une variable aléatoire discréte, définie sur le méme espace probabilisé (9, A, P) que la
suite de variables aléatoires (Sy,)nen.
Si z est un réel, on note |x| sa partie entiére.

III.A — Pour n € N*, on appelle chemin de longueur n toute ligne polygonale reliant les points (0,Sy), (1,571), ...,
(n, Sp)-
i (47 S4>
2 4
(35 S3) (57 S5)
1+ (7,57)
0 (07 SO) R
(2, 82) (6, S6)
1+
(17 Sl)

Un chemin de longueur 7

Dans cette sous-partie III.A, n, x et y sont des entiers naturels tels que n > 0, > 0 et y > 0.
1. On note N, , le nombre de chemins reliant le point (0,0) au point (n,z).

a) Vérifier que si x € [—n,n] et n — x est un entier pair alors

Nps = (n) ou a:n—l—x
’ a 2

et que N, , = 0 dans le cas contraire.
b) En déduire P (S, = x).
¢) Retrouver ce résultat a I’aide d’une variable aléatoire bien choisie.



2. Principe de réflexion

Montrer que le nombre de chemins reliant (0,2) & (n,y), tout en passant au moins une fois par un point d’ordonnée
0, est égal au nombre de chemins quelconques reliant (0, —z) a (n,y).

3. a) En utilisant le principe de réflexion, montrer que le nombre de chemins reliant (1,1) & (n,x) sans jamais
rencontrer l'axe des abscisses est égal a

anl,wfl - anl,:r+1~
b) En déduire que pour tout k € N*
1
P([S1 > 0] n---N [Sgn_l > O] n [Sgn = 2k]) = §<P(Sgn_1 =2k — 1) — P(S2n—1 =2k + 1))
+oo
¢) En remarquant que [Sa, > 0] = U [S2n = 2K], démontrer que
k=1

P(1$1> 0+ 0 [Sa0-1 > 0] N [S20 > 0]) = 5 P(S2 = 0)

puis que
P([S1 # 0] NN [S2p—1 # 0] N [Say # 0]) = P(S, = 0).

III.B — Soit n € N*.
1. Montrer que, pour tout k € [0, n],

P(Tan = 2k) = P(Sa, = 0) x P([S1 # 0] N--- N [San_2k # 0]).

2k\ (2n—2k\ 1
B

IIT.C — Dans cette sous-partie III.C, o et § sont deux réels tels que 0 < o < f < 1.

2. En déduire que, pour k €[[0,n],

f(a) sitel0,a]
1. On définit la fonction f par f(t) = t(ll—t) sité€ [a,f]
f(B) sit €]B,1].

En utilisant des sommes de Riemann adaptées a f, montrer que

[nB]
lim

B
Z 1 B / 1 a
n—-+oo k= ma] 41 VEkvn —k J Vil —1t)

2. A l'aide de la partie I, justifier qu'il existe une suite (€n),en convergente vers 1 telle que

() - = 0-2)

. “’f 2\ (2m—2k\ 1 1 L”f 1 .
n—-o0 k n—Fk J4» w kin—Fk) |

k=|na|+1 k=|na|+1

3. En déduire que

4. Montrer alors que

T 2
P (52 ) = 2 (arcsin(/B) — arcsi |
Lm 5, € [a, B] - (arcsm(\/B) arcsmﬁ/&))
. . . . T2n 1 1 9. \
Ce résultat a des conséquences assez surprenantes au premier abord. Par exemple lim — < = | = = s’interpréte
n—+o00 2n 2 2
ainst : si deux persomnes parient chacune un euro chaque jour de l'année a un jeu de hasard équilibré, alors avec la

1
probabilité 5 un des deuz joueurs sera en téte du premier juillet au 31 décembre.
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