DEVOIR 19 : SERIES ENTIERES ALEATOIRES

PSI 1 2024-2025 mardi 04 février 2025

QCM

DSE classiques : vrai ou faux ?
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Séries entieres : cas particuliers
_1\n,.2n
siun(x) =x™, > up CVUsur ] —1;1] siun(x) = u, > un CVU sur | — 1;1]
n>0 n+1 "5
1\, n
siun(x) = %, > un CVN sur [—1;1] siun(x) = ﬁ, > un CVU sur | — 1;1]
2 n=0 n+1 n>0

Couples de variables : soit X,Y deux variables aléatoires réelles sur (£}, A,P), on note P(x yy, Px et Py respec-
tivement les lois du couple (X,Y), X et Y ; (x,y) € X(Q) x Y(Q2) tel que P(X =x) >0
Px et Py caractérisent P(x vy, X, Y indépendantes implique P(X =x, Y =y) = P(X =x)P(Y =y)

P(X=x, Y=
P(x,v) caractérise Px et Py Px=x(Y=y) = u

P(X = x)

Lois usuelles : soit un entier n > 2, deux réels p €]0;1[ et A > 0, une variable aléatoire X suivant la loi binomiale

B(n,p), Y suivant la loi géométrique G(p) et deux variables aléatoires Z et W suivant la loi de POISSON P(A)

Z + W suit la loi P(2A) Yk>1, P(Y=%k)=(1—p)*p
—Ay k
X(Q) = [1:n] Vk € N, P(z:k):%

Enoncé | Soit Y anz™ et Y bnz™ deux séries entieres a coefficients complexes de rayons de convergence

n=0 n>0
respectifs R, et Ry. Citer le théoreme de comparaison : trois hypotheses faites relativement aux suites

(an)n>0 €t (bn)n>o0 qui impliquent des relations entre les rayons de convergence Rq et Rp.

Preuve | Soit A > 0 et p > 0, X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes suivant respectivement

<
—~
>
Nt
@
=3

P(n). Montrer que la variable aléatoire discréete X + Y suit la loi P(A + ).

Calcul du rayon R de la série entiere Y WXT‘ et de f(x) si f est sa fonction somme.

n>0 n.

Exercice 2 | Soit A > 0, p €]0;1] et deux variables aléatoires X et Y & valeurs dans N sur le méme espace
probabilisé (€2, A, P) telles que X ~ P(A) et que, pour n € N, la loi de Y sachant (X = n) est binomiale de
parametres n et p (done, par convention, P(Y =0|X =0) =1).

a. Déterminer la loi conjointe de (X,Y).

b. En déduire la loi de Y (calculer sa distribution de probabilités (P(Y =j))jen. La reconnaitre.
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Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2
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iy 1]2]3]4] Fautes

1 X X
2 X
3 X | X
4 X

1.1 Vrai: méme six € R 1.2 Faux : ici R=1 1.3 Vrai: cours 1.4 Faux : c’est (a —n + 1) a la fin.

2.1 Faux : six €] — 1;1[,Rn(x) = E):O xk = Tn:l et R n’est pas bornée sur | —1;1] 2.2 Vrai: R =2

e S i) |
et [~1;1] €] — 2;2[ 2.3 Vrai: R =1 et par le CSSA |Rn(x)| < T donc [[Rn|lsc,1—151] < Iz 0

24F i x <0, la série n’est lternée et R e ARt
.4 Faux : si x < 0, la série n’est pas alternée e n_1(x)_k;nm/ i T

donc ||Rn|[o0,—1;1 = H2n — Hn et classiquement lim (Hzn — Hn) =1n(2).
) ’ n—-+4oo

= ‘X|2n_] (H2n - Hn)

3.1 Faux : on a vu des contre-exemples en cours 3.2 Vrai : on somme les lignes ou les colonnes du ”tableau”
3.3 Vrai : définition 3.4 Vrai : définition.

4.1 Faux : c’est vrai si Z et W sont indépendantes 4.2 Faux : X(2) = [0;n] 4.3 Faux : la bonne formule
du cours est P(Y =%k) = (1 —p)*"'p 3.4 Vrai : cours.

Enoncé | Soit Y anz™ et Y bnz™ deux séries entieres & coefficients complexes de rayons de convergence

n>0 n>0
respectifs Rq et Ry,. Alors, on a les quatre implications suivantes :

(i) Sian = O(byn) alors Rp <Ry (i) SiVn € N, |an| < |bn] alors Rp < Ry
(iii)  Sian = o(byn) alors Ry <Ry (iv) Sian ~ by alors Rq = Rp
+o0 +oo

Notons Z = X+Y. OnaVk € N, (Z =k) = U (X =1, Y = k —1i) car X et Y prennent des

0<igk
valeurs positives et entieres. Comme les événements de la réunion précédente sont incompatibles deux a

K
deux : P(Z=%) = > P(X=1i,Y =k —1). Mais comme X et Y sont indépendantes :
i=0

k k i k—1i (At ko K\ . . —(A+w)
P(Z=%)= ZO PX=1)P(Y=k—1i) = ZO e M- it _ o= (A 3 ( )Alukl = Atk
1= 1=

i (k=) K & \d k!

— n
Pour x € R*, (n+ 1)('n 2) x™ x — 0 par croissances comparées donc la suite

n! foo (m=2)! no+oo
((n—|— l)('n _z)x”

) . est bornée quel que soit le réel x. Par définition, R = +oc. Pour x € R, comme tout
nz

—+oo _ —+oo _ _ —+oo +oo
converge, f(x) = 3. DM =D RN Z2n 5T _n 5 3 T (2 e,
n=0 n. n=0 n. n=2 (T‘L - 2)' n=0 N

a. Pour (i,j) € N?, on a P(X = i,Y =j) = 0 si j > i par hypothése et, si j € [0;i], on a

—Ayi AN . “Mipi(1 = p)td
PO =1, =) = PO = D F(Y = =) = S5 x ([ )pi(r =yt = S RO
il j i =)
b. Pour j € N, comme (Y =j) = |_| (X =1,Y =j) (réunion disjointe) car Q = |_| (X = 1), par c-additivité,
ieN ieN
+oo +o0 —7\7\1 j(] _ )i—j e—?\ j)\j +o0 (}\(1 _p))i—j
onaP(Y=j)=3Y PX=iy=j)=> AP P ~ €D .
= TE T oL o)
N eIV - e P (Ap) : :
en P(Y =j) = —ﬁ— x eM=P) = 5 donc Y suit la loi de POISSON P(Ap).

ce qui se simplifie



