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a. ¢ SiB=0etk>0,onaVXeMyi(R), XTBX =0 > k|[BX||* = 0 donc toute constante k > 0 convient.

e Si B # 0, notons r = rang (B) > 1 de sorte que, par la formule du rang, on ait dim(Ker(B)) =n—r < n—1.

On sait que Ker(B) et Im (B) sont supplémentaires orthogonaux car B est symétrique. Il existe d’apres le
théoreme spectral une base orthonormale B = (Vy,- -+, Vi, Vog1,- -+, V) de My, 1(R) telle que (Veg1,--+, Va)
soit une base orthonormale de Ker(B) et (Vq,- -+, V;) une base orthonormale de Im (B) constituée de vecteurs
propres de B. Pour i € [[1;7], soit A; la valeur propre associée a V; de sorte que BV; = A;V;. Puisque B est

positive et que Vi ¢ Ker(B), A; > 0. Quitte & renuméroter les vecteurs de B, supposons 0 < A1 < A2 < -+ < Ar.

n T T
Pour X € My, 1(R) qu'on écrit X = 3 xiVi, on a BX = Y Aix;V; done XTBX = (BX|X) = > Aix? alors que
i=1 i=1 i=1

.

T T T
|IBX[[* = 3 A?x{. Ainsi, pour k € R, on a donc X'BX —k[[BX|* = 21 Ax? —k Z] AxZ = 21 (At — kAZ)xZ.
1= 1= 1=

i=1

- si VX € Mp,1(R), X"BX > k|[BX||2, alors en particulier si on prend X = X; avec i € [1;7], alors
I'inégalité précédente montre que Ay — k7‘12 > 0carxi =1cetx; =0sii#jpour le vecteur X;.
- Réciproquement, si on suppose Vi € [1;7], Ai — kA? > 0, alors I'inégalité précédente montre que
VX € R™, XTBX — k|[BX||? > 0 car les x? sont positifs.

On vient de montrer, pour un réel k > 0, que (VX € R™, XTBX —k|[BX||? > 0) <= (Vi € [1;7], Ai —kA? > 0).

Il convient donc de choisir k tel que k < }\l pour tout i € [[1;7]. Et puisqu’on a classé ces valeurs selon
i

Pinégalité 0 < Aq <A2<-~-<7\r,ona0<)\i<-~-<)\1—.
T 1

Les constantes k > 0 telles que ¥X € R™, XTBX > k||BX||? sont exactement les k € }O; Ai] : il en existe !

R
b. Comme avant, les valeurs propres de A + pB € My, (R) supposée définie positive sont des réels strictement

positifs qu’on peut classer 0 < o« = o1 < -+ < ay, (comptées avec leur ordre de multiplicité). On note
(Y1,-++,Yn) une base orthonormale de My 1(R) formée de vecteurs propres de A + pB associés & ces valeurs
n n n
propres. Comme avant, si X = > x;Y; € R™, XT(A 4+ pB)X = 3 oux? > o > %7 = of[X]|2.
i=1 i=1 i=1

Par conséquent, si BX = 0, on a X" (A + pB)X = XTAX + pX"BX = XTAX > A||X||*> (1) en prenant A = « > 0.

Comme en question a., on peut montrer que les A > 0 qui conviennent sont ceux de ]0; « : il en existe !

c. Supposons l'existence d'un réel A > 0 tel que VX € My 1(R), BX = 0 = XTAX > A[|X||2.

Cas élémentaires : si B = 0, on a donc un réel A > 0 tel que VX € My 1(R), XTAX > A||X||> ce qui montre
que si X # 0, X"AX > 0. La matrice A est donc symétrique définie positive par un théoreme du cours et pour
tout réel po > 0, on aura A + ppoB = A définie positive. Si A est elle-méme définie positive, pour tout réel
po > 0, pour X # 0 € My 1(R), il vient XT(A + poB)X = XTAX + poXTBX > 0 car XTAX > 0 et XTBX > 0.
Par conséquent, dans ce cas, A + poB est symétrique définie positive pour n’importe quelle valeur de py > 0.
On suppose donc dans la suite que B # 0 et A n’est pas symétrique définie positive.

Soit X # 0 € Mn,1(R), avec la base orthonormée B = (Vq,---, Vs, Vg1, -+, Vn) de My 1(R) vue a., on peut



mn

T
décomposer X = X3 + Xz avec X7 = > xiVi € Im(B) et X = > x;V; € Ker(B). Alors pour tout p > 0,

i=1 i=r+1
XT(A + pB)X = XTAX + pXIBX2 = XTAX; + XTAX, + 2XTAX2 + pX]BXy.

e Par hypothese, on a XJAX2 > A[|Xz||? avec A > 0 car X, vérifie BX; = 0.
e En notant « la plus petite valeur propre de A (a < 0 car A n’est pas définie positive) et en
décomposant X7 dans une base orthonormale de vecteurs propres de A, X]AX; > o|X1]|?.

e En notant a = T\gla(x )|oc| >0, [|AX2|]? < a?||X2||? donc ||AX2]| < a||X2||. Par CAUCHY-SCHWARZ,
xeSp(A

[(AX1[X2)[ = [XTAX2| < [|AXa ][ [[X2]] < alXa [ ][X2]| done X{AXz = —al[X3 ]| [[X2]]-
e Ay étant la plus petite valeur propre strictement positive de B, & nouveau X{ BXy > A1||X1]|?.
Avec toutes ces minorations, on a X' (A + pB)X > Al|X2||? + «||X1]|? — 2a||X1 ]| [[X2]| + pA1][X2]|>. On met

2 2
cette quantité sous forme canonique, & savoir XT(A + pB)X > 7\(|\X2|| -4, |\) + (o oAy — L) xq] 2.
2
Si a4+ poA1 — QT > 0 (on le peut car A7 > 0), alors X" (A + poB)X > 0. De plus, si cette quantité était nulle,
on aurait ||Xz|| — %HX1 [| = [IX1]] = 0 donc X1 = Xz = 0 d’out X = X7 + X2 = 0 ce qui est absurde. Ainsi,

2
XT(A 4+ poB)X > 0 si on prend pg € } -2 SRS [, d’olt A + poB est symétrique définie positive.

AA1
a. Soit E un espace euclidien, p € £(E) est un projecteur orthogonal de E s’il existe un sous-espace F de E

tel que p soit la projection sur F parallelement & F- (notée alors pr). Si on se donne un sous-espace F et un

vecteur v de E, alors la distance de v a F, notée d(v,F) = Im; (|lx —y|) vérifie d(v,F) = [[v — pr(v)]|-
ye

b. p et g sont des projecteurs orthogonaux, donc ce sont des endomorphismes symétriques d’apres le cours,
ce qui se traduit par V(x,y) € B2, (p(x)ly) = (x|p(y)) et (q(x)ly) = (x|q(y)). Par bilinéarité du produit
scalaire, (u(x)ly) = (p(x) + a(x)[y) = (P(¥)ly) + (a(X)|y) = (x[p(y)) + (x[a(y)) = xpY) + a(y)) = (x[u(y)).
Ainsi, u est aussi un endomorphisme symétrique et on sait d’apres le théoréeme spectral que son polynéme
caractéristique x,, est scindé sur R[X].

c. Soit A € R une valeur propre de u, et x % O un vecteur propre associé. Alors u(x) = Ax.

Si p est la projection orthogonale sur F, en décomposant x =y +z avecy € Fet z € F-, on a p(x) = y donc
(P()[x) = (yly +2) = [[yl|* or, d’apres PyTHAGORE, [[x]|* = [[y||* +[z[|* donc 0 < [[y[* < [)x||>. On a
done 0 < (p(x)[x) < [[x[|>. De méme 0 < (q(x)[x) < ||x||*.

On écrit (u(x)[x) = (p(x) +q(x)[x) = (p(x)|x)+(q(x)|x) dont on déduit 0 < (u(x)[x) < 2||x||?>. Mais on a aussi
(u(x)|x) = Al[x||?. Donc 0 < Al[x||? < 2||x||? ce qui implique A € [0;2] car ||x||> > 0. Au final Sp(u) C [0;2].
d. e Soit x € Ker (u), alors (u(x)[x) = 0 donc (p(x)|x) + (q(x)|x) = 0 alors que (p(x)|x) = 0 et (q(x)|x) = 0.
Ceci impose (p(x)|x) = (q(x)|x) = 0. Or, avec les notations précédentes, (p(x)|x) = ||Jy||* donc y = O et
x =z € Ker(p). De méme x € Ker(q). On vient de prouver 'inclusion Ker(u) C Ker(p) N Ker(q). L’inclusion
réciproque étant évidente : Ker (u) = Ker(p) N Ker(q).

On pouvait aussi constater que, puisque p est une projection orthogonale, on a la relation générale suivante
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a mémoriser : ¥Vx € E, (p(x)[x) = (p(x)|x —p(x) +p(x)) = |[p(x)||* car x —p(x) L p(x).



e Soit x € Ker(u — 2idg), alors u(x) = 2x donc (u(x)[x) = 2|[x||*. Mais (u(x)|x) = (p(x)|x) + (q(x)|x),
(P(x) < [Ix]1 et (a(x)|x) < [jx]|%. Ceci impose (p(x)|x) = [[x||* et (a(x)|x) = [jx||*. A nouveau, on en
déduit que (p(x)|x) = |ly||*> = |[x||* donc ||z]|> = 0 et z = 0 donc x = y € Im(p). De méme x € Im (q).
On vient d’établir l'inclusion Ker(u — 2idg) € Im (p) NIm (q) = Ker(p — idg) N Ker(q —idg). L’inclusion

réciproque est claire donc Ker(u — 2id g) = Ker(p —id g) NKer(q —idg) = Im (p) N Im (q).

a. SiA?2 = AT alors A* = (A%2)2 = (AT)2 = (A2)T = (AT)T = A donc P = X* —X = X(X3® —1) est annulateur
de A. Mais comme les racines de X3 — 1 sont les trois racines cubiques de I'unité, P = X(X —1)(X —j)(X —j?).
Les valeurs propres de A étant forcément racines de tout polynéme annulateur de A, Sp(A) C {0,1,j,j%}. De
plus, comme P est scindé a racines simples dans C, la matrice A est diagonalisable dans M;( C).

b. Si 0 est valeur propre de A, comme A est réelle et que Tr (A) est la somme des valeurs propres complexes
de A comptées avec leur ordre de multiplicité (puisque xa est scindé dans C), la seconde valeur propre de
A est aussi réelle : elle vaut donc 0 ou 1 d’apres la question a.. Si elle valait 0, comme A est diagonalisable
dans M2 (C) et que Sp(A) = {0}, la matrice A serait alors semblable & la matrice nulle, donc serait égale &
la matrice nulle, ce qui a été exclu. Dans ces conditions, on a Sp(A) = {0,1}.

Par conséquent, le polyndme X(X — 1) annule A qui est donc diagonalisable dans M, (R), d’ou lexistence
d’une matrice Q € GL2(R) telle que A = QDQ ™' (les deux valeurs propres 0 et 1 sont forcément simples).
Ainsi, A? = QD?Q~! = QDQ!" = A ce qui montre que A> = A = AT donc que A est symétrique.
Le théoréme spectral (version matricielle) montre alors que A est orthosemblable & la matrice D (ce qui
équivaut i l’existence d’une base orthonormée B de R? formée de vecteurs propres de A), d’otr 'existence
d’une matrice P orthogonale (matrice de passage entre la base canonique et la base B) telle que A = PDPT.

c. Si on suppose que A n’a pas de valeur propre réelle, alors Sp(A) C {j,j?} d’apres la question a.. Mais

2 T’est aussi, et vice-versa. On en déduit donc

j
0
matrice U € GL,(C) telle que A = UD’U~'. Mais comme j et j* sont des racines cubiques de I'unité, on
aD?® =1, dou A3 = UDU"! = ULU™' = I, et on en déduit que A2 = A~! = AT donc que A est

comme A est réelle, si j est valeur propre de A, alors j = j

que Sp(A) = {j,i?} et que A est semblable, dans M, (C), & la matrice D’ = ( ]g ), d’ot1 'existence d’une

orthogonale. Comme det(A3) = det(A)3 = det(I;) = 1, on a det(A) = 1 et A est 1'une des matrices Rg du
cours. Or (Rg)® = R3g = I, implique alors 36 = 0 [271] donc 8 = 0 [27] ou 6 = 2?71 [2n] ou 0 = 43)—7[ [27]. Mais

0 = 0 [271] n’est pas possible car alors on aurait Rg = I, avec 1 comme valeur propre double. Les deux seules

matrices A qui conviennent dans ce cas sont Ryy/3 = % <\/;: \{?:) ouR_yr/3 = % (\]@ \/?>

a. 82 = (MMT)(MMT) = M(MTM)MT = M(MMT)MT = M2(MT)2 = M2(M2)T = (—41,,)(—41,)T = 161,
en raison des hypotheses () et par associativité. Ainsi, $* = 161,, donc X* — 16 est annulateur de S.
La matrice S est symétrique réelle donc diagonalisable d’apres le théoreme spectral. Mais sans ¢a, comme
X2 —16 = (X —4)(X+4) est annulateur de S et scindé a racines simples, S est diagonalisable dans M, (R). De
plus, Sp(S) C {—4,4}. On a (S —41,)(S +41,)) =0 et (M/2) € O(n) <= (M/2)(M/2)T =1, <= S = 4I,,.



On voudrait donc prouver que S + 41, est inversible, c’est-a-dire que —4 n’est pas valeur propre de S.

Par Pabsurde, si —4 était valeur propre de S, il existerait X € My 1(R) non nul tel que SX = —4X. On
aurait donc MTMX = —4X d’olt [|[MX||? = XTMTMX = —4XTX = —4||X||? en multipliant par X" & gauche.
Or ||X||?> > 0 car X # 0 donc cela donnerait ||[MX||?> < 0 ce qui ne se peut ! Comme S + 41,, est inversible,
(S — 41,,)(S +41,,) = 0 devient S — 41,, = 0 en multipliant par (S + 41,,)~" & droite. On pouvait dire aussi
que comme Sp(S) # 0 puisque S est diagonalisable dans M, (R) et qu’on a vu que Sp(S) C {—4,4} et que
—4 ¢ Sp(S), alors Sp(S) = {4} donc S est semblable & 41, donc S = P(41,)P~! avec P € GL,(R) donc
S = 41,. Toujours est-il que S = MMT =41, donc (M/2)(M/2)T =1, et (M/2) € O(n).

b. Si M € M, (R) vérifie M? + 41, =0 et MTM = MM T, alors % €0(2) et (%)2 = —I,. On sait que les

matrices de O(2) sont les Rg = (‘;Sigg; _CZ;TEéi)) € S0(2) oules Sg = (ziﬁgg; _TZE?Q) € 0(2)\s0O(2)

pour 8 € R. Or Sé =1 # -1y et Ré = Ry = —I; = Ry si et seulement si 20 = 7t 2n] —= 6 = T [n].

2

Ainsi M = <O -1 ) ou M = ( 0 1 > Comme réciproquement elles conviennent, les seules matrices de

2 1 0 2 -1 0
5 . T . o 0 -2 0 2
M2 (R) telles que M“+4I, =0 et M'M = MM ' sont les matrices antisymétriques 5> o0 )l o)
c. Si M € M3(R) vérifie (), alors M? = —4I3 donc det(M?) = (det(M))? = —64 = det(—413), ce ne se

peut ! Il n’y a donc aucune matrice M € M3(R) qui vérifie (x) pour n = 3.

a. Comme A est symétrique réelle, par le théoreme spectral matriciel, il existe une matrice diagonale

D = diag(A1,---,An) (contenant les valeur propres de A) et une matrice orthogonale U telles que A = UDUT.
Comme Sp(A) = {A1,-++,An} C R, posons A = diag(y/A1 -+, v/An) et R = PAPT de sorte que R est bien
inversible par produit et, comme R =R, on a R'R = RZ = PAPTPAPT = PA?PT = PDPT = A.

b. Analyse : supposons que de telles matrices P et D existent, alors PTP = RTR d’apreés la question b.
donc (RT)=TPTPR=T = (PR™T)T(PR™") = I, ce qui montre que Q = PR™! € O, (R). Comme P = QR, on a
B=P'DP=RTQ"DQR d’ott Q"DQ = (RT)""BR™.

Synthese : Soit S = (RT)"'BR™!, comme B est symétrique, ST = (RT)"'BTR™! =S donc S est symétrique
réelle ce qui montre, par le théoreme spectral version matricielle, qu’il existe une matrice orthogonale Q et une
matrice diagonale D (dont les termes diagonaux sont les valeurs propres de S) telles que S = Q'DQ. Posons
P = QR, alors P est inversible car Q et R le sont et, comme R =Q 'P=Q'P,onaA =R'R=PTQQ'P="PTP
car Q est orthogonale. Comme S = QTDQ = (R"T)"'BR™!, on a B =RTQ"DQR donc B = PTDP car P = QR.
1l existe donc bien P € GL,(R) et D € My (R) diagonale telles que A = PTP et B = PTDP.

c. Puisque $ = Q'DQ, si on pose D = diag(p1, -+ un), les px sont les valeurs propres de la matrice
symétrique S. Pour X € My 1(R), on a X'SX = XT(RT)""BR™'X = YTBY en posant Y = R™'X € M1 (R).
Comme B est symétrique positive, on a YTBY > 0 donc XTSX > 0 ce qui montre, d’apres le cours, que S est
symétrique positive. Par conséquent, les pi sont tous positifs.

Comme det(A +B) = det(PTP+PTDP) = det(P")det(I,, + D)det(P) par multiplicativité du déterminant, on
a det(A + B) = det(P)?det(I, + D). De méme, det(A) = det(P)? et det(B) = det(P)?det(D) donc l'inégalité



A établir se ramene & det(I, +D) > 1+det(D) car det(P)? > 0. En développant ces déterminants diagonaux,

n n n n
det(D) = [[ uk et det(In+D)= J] (T +m) =14+ > me+ > minj+---+ [] px. Comme tous les
k=1 k=1 k=1 1<i<ign k=1
n n
termes intermédiaires sont positifs, on a bien [[ (1 + ux) = 1+ [] pk donc det(I, + D) > 1+ det(D), ce
k=1 k=1

qui permet de conclure a I'inégalité attendue, det(A + B) > det(A) + det(B).

a. D’apres le théoreme spectral version matricielle, si M est symétrique réelle, elle est ODZ. Réciproquement,

s'il existe D € M, (R) diagonale et P € O(n) telles que M = PDPT, alors MT = PDTPT = PDPT = M donc
M est symétrique et M € My (R). Pour M € M, (R), on a M est ODZ si et seulement si M est symétrique.

b. Si N(0) est OTZ, alors N(8) est semblable & une matrice triangulaire T donec, comme T, N(0) admet deux
X — cos(0) sin(0)
—sin(0) X —cos(0)

donc xn() = (X — e0)(X — e71%) donc e*? € R ce qui impose 0 = 0 [n].

valeurs propres réelles. Or xn(g) = = (X —cos(0))? +sin?(8) = X% — 2 cos(0)X +1

Réciproquement, si 0 = 0 [27] (resp. 0 =« [27]) alors N(0) = I, (resp. N(6) = —I2) qui est OTZ.

Ainsi, N(0) est OTZ si et seulement si 8 = 0 [n] si et seulement si N = +1;.

c. Si M est OTZ, alors M est semblable a une matrice triangulaire T donc xm = xr1 est scindé dans
R[X]. Réciproquement, si xm est scindé dans R[X], on sait d’apres le cours que M est trigonalisable donc
il existe une matrice inversible U et une matrice triangulaire supérieure T’ telles que M = UT’'U~'. Si f
est ’endomorphisme canoniquement associé & M et si U est la matrice de passage entre la base canonique
Bo et une base B = (v1,---,vn), la formule M = UT'U~" montre que T' = Mat 5(f) car M = Mat 4, (f).
Par orthonormalisation de GRAM-SCHMIDT, il existe une base orthonormale (dans R™ euclidien canonique)
B’ = (f1,- -+, fn) telle que Vk € [1;n], Vect(vq,---,vik) = Vect(f1,--,fk). Sion note Q la matrice de passage
de B & B’, la condition précédente montre que Q est triangulaire supérieure. La formule de changement de
base montre que Mat ¢/ (f) = Q7'T'Q. Comme Q est triangulaire supérieure et inversible, Q=" est aussi
triangulaire supérieure donc, par produit de trois telles matrices, T = Mat 5/ (f) est triangulaire supérieure.
Si on note P la matrice de passage entre les deux bases orthonormales By et B’, on sait d’apres le cours que
P € O(n) et on a aussi M = PTP~! = PTPT ce qui clot la preuve.

Ainsi, M est OTZ si et seulement si xp est scindé dans R[X].

a. Comme A € My p(R) et AT € Mpn(R), on a B =ATA € M, (R). Soit X € M, 1(R) tel que BX = 0,
alors ATAX = 0 donc, en multipliant par X" & gauche, XTATAX = 0 donc ||AX||> = 0 donc AX = 0. En

notant f 'application linéaire canoniquement associée & A, on a f € L(RP, R™) et rang (f) = rang (A) = p
donc f est injective car son rang vaut la dimension de son espace de départ. Par conséquent, AX = 0 implique
X = 0 et on a montré que Ker(B) = {0} donc B est “injective”. Comme B est une matrice carrée, B inversible.
b. On calcule aisément P> = AB~'ATAB™TAT = AB~"BB~'AT = AB~'AT = P € M, (R) donc P est une
matrice de projection de 'espace R™.

e Soit Y € Mp,1(R), comme A est “injective” et B~' est inversible, on a I’équivalence suivante

PY =0 <= AB 'ATY = 0 <= ATY = 0 qui prouve que Ker(P) = Ker(AT).



e Comme P = AB~'AT, on a clairement Im (P) C Im (A). Or, avec la formule du rang, on trouve que
rang (P) = n— dim(Ker(P)) = n — dim(Ker(AT)) mais rang (A) = rang (AT) = n — dim(Ker(AT)) donc
rang (P) = rang (A) = p. Par inclusion et égalité des dimensions, on a donc Im (P) = Im (A).
Précisément, P est la projection de R™ sur Im (A) parallelement & Ker(AT). Soit (Y,Z) € Im (A) x Ker(AT),
alors ATZ = 0 et il existe X € M;,1(R) tel que Y = AX et (Y|Z) = (AX|Z) = (AX)TZ =XTATZ =xT0 =0
donc Im (A) et Ker(AT) sont orthogonaux. Ainsi, P est la projection orthogonale sur Im (A).
On pouvait aussi le prouver en constatant que PT = (AB~TAT)T = A(BT)"TAT or B est symétrique (matrice
de GrAM) donc PT = AB~TAT = P ce qui montre aussi que P est une projection orthogonale car la base

canonique de R™ est orthonormale.

a. det(M(MTM)2) = det(M)det(MT)det(M)det(MT)det(M) = det(M)? = det(I,) = 1 par multiplicativité
du déterminant et par hypothese sur M donc, comme t + t° est injective sur R, on en déduit que det(M) = 1
donc det(M) # 0 et M est bien inversible.

b. Comme (MT™M)T = MT(MT)T = MTM, la matrice MTM est symétrique (matrice de GRAM associée a la
matrice M) et elle est inversible d’aprés a. donc son carré est aussi symétrique et l'inverse de son carré est
aussi symétrique. Ainsi, comme M = (MTM)2)~! est symétrique.

c. La relation M(MT™M)? = I,, devient donc, puisque M est symétrique, M> = I,,. Le polynome P = X> — 1
est donc annulateur de M donc les valeurs propres de M font partie des racines de P. Or on sait avec le
théoreme spectral que les valeurs propres de M sont toutes réelles. Les racines de P sont les racines cinquiemes
de I'unité dont une seule est réelle, 1. Ainsi, 1 est la seule valeur propre de M et, M étant diagonalisable par

le théoreme spectral, M est semblable (et méme orthosemblable) & la matrice I,,, donc M = I,.

2
a. Par un calcul matriciel par blocs, on trouve MM = TIlcll TO
0 CC" +1In

a M) donc det(M™™) = (1 + [|C||?)det(I, + CCT). Or CTC =0si C =0 et CTC est de rang 1 (toutes les

colonnes de CCT sont proportionnelles & C) sinon.

> (matrice de GRAM associée

e Si C =0, M =1I,47 donc M est inversible.

e Si C # 0, CCT est symétrique et de rang 1 donc, d’apres le théoréme spectral, CCT est diagonalisable
avec 0 valeur propre de multiplicité n — 1, 'autre valeur propre étant Tr (CCT) = Tr (CTC) = ||C||?
donc CCT est semblable & diag(0,---,0,||C||?) donc I,, + CCT est semblable & diag(1,---,1,1+ ||C||?)
d’ont det(I, + CCT) = 1+ ||C||?. Par conséquent, det(M)? = det(M™™M) = (1 +|C||?)? > 0 donc
det(M) # 0 et la matrice M est bien inversible.

1 —CT
C In
b. Comme (M~ )T = (MT) ™" onaNTN=MM")TM~TMT = M(MMT)~TMT. Mais on vérifie par calcul
que MMT =M™ = (1 + |O|C”2 CCT0+I ) Ainsi, NTN = M(M™M)""MT = MM~ (MT)""M~" donc
NTN = I 41 ITJr1 = Ih41 et la matrice N es;1 bien orthogonale par définition. De plus, N est une matrice de

_ jz:gm =1:NeSO(n+1).

Dans les deux cas, que C =0 ou C # 0, la matrice M = ( ) € Mn41(R) est inversible.

rotation (isométrie directe) car det(N) = det(M~") x det(MT)



20.10 ) a. Soit (x,y) € E? et X, Y les vecteurs colonnes associés des coordonnées de x et y dans la base By. Comme
Bo est une base orthonormale, on a (p(x)ly) = (AX)TY = XTATY = XT(ATY) = (x|q(y)).
b. Par définition, Tr (q o p) est la trace de la matrice de q o p dans n’importe quelle base, choisissons la

base B. Comme B est une base orthonormée, B = Mat 5(qop) = ((vi|q o p(vj))) ce qui montre que

1<ijsn

n n
Tr(qop)=Tr (B) = > (vklgop(vk)) = 3. [lp(vk)||? avec la question a. avec x = vy et y = p(vi).
k=1

c. Sip est un projecteur orthogonal, Im (p) et Ker(p) sont supplémentaires orthogonaux dans E donc il existe

une base orthonormée B = (vq,- -+, vy, vr41,- -+, vn) de E telle que (vq,---,v;) (resp. (vry1,:-+,vn)) soit une

n
base orthonormée de Im (p) (resp. Ker(p)). Si on applique b. avec B, on a Tr (qop) = >_ |[p(vk)||*> = r car
k=1

Vk € [1;7], p(vk) = vk car Im (p) = Ker(p —idg) et Vk € [r + T;n], p(vk) = 0e. Or, Mat 5(p) = (Ig 8)

donc Tr (p) =rang (p) =t et on a bien Tr (qop) = Tr (p).
d. Dans le cas général, on prend une base orthonormée (vi,---,v;) de Im (p) qu’on compléte en une base

orthonormale (v1,---,vn) de E (c’est-a-dire que (vy4i1,-+-,vn) est une base orthonormale de (Im (f))+).

n n
D’apres b., Tr (qop) = > |[p(vi)||> = v+ Y. ||[p(vk)]||* car, comme avant, Vk € [1;7], p(vk) = vk. Comme
k=1

k=r+1

n n
S lp(vi)||> = 0 et qu’on a encore Tr (p) =r, on a bien Tr (qop) =1+ >, [[p(v)|[> == Tr (p).

k=r+1 k=r+1
n
Avec une base orthonormée B choisie comme dans d., comme Tr (qop) = r+ > |[[p(vi)||?, on a
k=r+1
n
I'équivalence Tr (qop) = Tr (p) <= > [lp(W)||* = 0 &= (Vk € [r + 1;n], p(vk) = 0g). Cette
k=r+1
condition revient & (Im (f))Vect(vy41,--+,vn) C Ker(p) ou encore, par égalité des dimensions car (Im (f))+

et Ker(p) sont des supplémentaires de Im (p), & (Im (f))* = Ker(p).

Alinsi, on a bien ’équivalence Tr (qop) = Tr (p) < p est orthogonal.

On vérifie rapidement que l'application (A,B) — f()] A(t)B(t)dt définit bien un produit scalaire sur E.
Déja AB est continue sur le segment [0;1] donc l'intégrale est bien définie. La symétrie, la positivité et la
bilinéarité sont claires. Soit P € E tel que (P|P) = 0, alors fol P(t)?dt = 0 et la fonction t — P(t)? est positive
et continue sur [0;1] donc Vt € [0;1], P(t)> = 0 donc P(t) = 0 et P admet une infinité de racines donc P = 0.
(.].) est donc bien un produit scalaire sur E.

a. Soit P € E, comme t — (x + t)™P(t) est continue sur le segment [0;1], u(P)(x) est bien défini et, avec le

1 n
binéme de NEWTON, Vx € R, u(P)(x) = fo ( > (2) xkt“_k)P(t)dt donc, par linéarité de 'intégrale, avec
k=0
n
les mémes arguments, Vx € R, u(P)(x) = > (<
k=0

n
k

1 1 1
etA € R,onau(AP+Q) = fo (x+t)"(AP(1)+Q(t))dt = )\fo (x+t)“P(t)dt+f0 (x+t)™Q(t)dt = Au(P)+u(Q)

1
> fo t“_kP(t)dt)xk7 d’ou u(P) € E. De plus, si (P, Q) € E?

par linéarité de I'intégrale donc u est linéaire : u est donc un endomorphisme de E.
2 : . n ok k
b. Pour (P,Q) € E“, avec U'expression de b., (u(P)|Q) = fo ( > ( 5 fo um P(u)du)t )Q(t)dt dong,
k

=0

par linéarité de l'intégrale, on a (u(P)|Q) = i <n> (X"K|P) f1 tQ(t)dt = i <n> (X™*P)(X¥|Q). En
k=0 \Kk 0 k



effectuant le changement d’indice j = n — k, on a (uw(P)|Q) = >_ <n) XP)(X™TQ) = (u(Q)|P) avec le
j=0 \J
n

n—

calcul précédent car (2) = (

Comme u est un endomorphisme en dimension finie, u est bijectif si et seulement si u est injectif. Soit

k). Ainsi, (u(P)|Q) = (P|u(Q)) par symétrie donc u est autoadjoint.

1
P € Ker(u), on a donc Vx € R, fo (x + t)"P(t)dt = 0. Soit xo,- - -,xn des réels distincts, considérons la
famille B = ((X +x0)™, -+, (X +xn)"). La famille B est de cardinal n + 1, soit M € My 4+1(R) la matrice

n . s
_)x}X“ toon a

n
de 7 dans la base canonique inversée Bo = (X™, X" "1 .- X, 1), comme (X +x;)™ = Y (1

i=0

ny . . . Ly -
M = <<)x}> qui est quasiment une matrice de VANDERMONDE. Plus précisément, en utilisant
i
0<ij<n

n
la multilinéarité du déterminant sur les n + 1 lignes, on a det(M) = ( I (n)) X H (x5 — %) #0
i=0 \1

0<j<j’'sn
car on a choisi les xg, - - -, x distincts. Ainsi, comme M est inversible, B est une base de E et il existe donc
n n
des scalaires ag,---,an tel que P = > ap(X + xi )™ Alors, P2 = > ax(X + xi)"P donc, par linéarité de
k=0 k=0
e Lz 1 2 LA 1 n . 2 .
l'intégrale, fo (P(t))7dt = > ax fo (xx +t)"P(t)dt = > aru(P)(xx) = 0. Mais comme P? est continue et
k=0 k=0

positive sur [0;1], d’apres le cours, Vt € [0;1], P(t)? = 0 donc P(t) = 0. Le polynome P admet une infinité de

racines donc P = 0. Comme Ker(P) = {0}, on a u injectif donc u bijectif.

20.12| D’apres le théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale P € O(n) et une matrice diagonale

D € Mn(R) telles que S = PDPT. Ainsi, $> = PD2PT donc, comme S? et D? sont semblables (et méme

orthosemblables), on a Tr ($2) = Tr (D?). En notant A1, ---,A, les valeurs propres de S comptées avec leur
n
ordre de multiplicité, ces valeurs propres se trouvent sur la diagonale de D donc Tr (D?) = ?\ﬁ.

k=1

= X Sizj en
)

1<i,j<n

BES
2
si,

Comme S est symétrique, S = STS et on a classiquement Tr (S2) = Tr (STS) = ||S||?

(car S

<

n
notant S = (sij)1<i,j<n. On isole les termes diagonaux pour avoir ||S||> = > s2, +2 >
k=1 1<i<jgn

n n
est symétrique). Par hypothese, les valeurs propres se trouvent sur la diagonale de S donc ) s%,k = > )\i
k=1 k=1

et il ne reste dans Tr (S2) = Tr (D?), aprés simplification, que > s.i]-. Or une somme de termes positifs
1<i<j<n

nest nulle que si tous ses termes sont nuls donc V(i,j) € [1;n]?, i <j = si,j = 0 et S est bien diagonale.

a. Soit p la projection orthogonale sur le sous-espace F C E. Soit (x,y) € E2, on décompose ces deux
vecteurs en x = x7 +x2 et y = y1 +yz avec (x1,y1) € F2 et (x2,y2) € (F-)?. Alors p est symétrique car on
a (p()ly) = xalyr +y2) = (xilyr) + (xaly2) = (xalyr) = (xalyr) + (x2lyr) = (a +x2ly1) = (xlp(y))-
b. p et q étant des projecteurs orthogonaux, ils sont symétriques d’apres a. donc par, par composition,
pogop est symétrique. En effet, si (x,y) € E, (poqop(x)|y) = (qop(x)Ip(y)) = (p(x)|dop(y)) = (x|poqop(y))
car, successivement, p est symétrique, q est symétrique, p est symétrique.
Comme Im (q) et Ker(p) sont des sous-espaces E, on sait que (Im (p) + Ker(q))* = (Im (p))* N (Ker(q))* .
Or p (méme chose pour q) est un projecteur orthogonal donc Im (p) = Ker(p—ide) = E1(p) L Eo(p) = Ker(p).
On conclut par égalité des dimensions que (Im (p))* = Ker(p). De méme (Ker(q))* = Im(q).



Ainsi : (Im (p) + Ker(q))* = Im (q) N Ker(p).

c. D’apres la question précédente, E = Im (p) + Ker(q) + (Im (q) N Ker(p)), ces sous-espaces ne sont pas
forcément supplémentaires car on ne sait pas si Im (p) N Ker(p) = {0g}. L’endomorphisme w = pogqop
est symétrique donc diagonalisable d’apres le théoreme spectral. On va étudier p o q sur chacun des trois
sous-espaces précédents.

e Comme Im (p) est stable par u = p o (q o p), 'endomorphisme induit par u dans Im (p) est aussi
symétrique donc diagonalisable et il existe donc une base orthonormale (eq, - - -, e;) de Im (p) formée
de vecteurs propres de u (associés aux valeurs propres Aq, -+, Ar). Or Vk € [1;7], p(ex) = ex donc
poqop(ex) = Axex devient p o g(ex) = Axex et ey est aussi un vecteur propre de p o q.

e On compléte la famille libre (eq,---,ey) de Im (p) + Ker(q) en une base (e1,--,er,erp1, " *y€m)
de Im (p) + Ker(q) avec des vecteurs ey41,---,em de Ker(q) (théoreme de la base extraite). Or
Vk € [r+ 1;m], q(ex) = O donc p o q(ex) = O et ey est aussi un vecteur propre de p o q.

e Enfin, on complete la famille libre (eq, -+, e ) de E en une base B = (e1,- -+, em, €m+1,- " ,en) de
E en la complétant avec une base de (Im (p) + Ker(q))* = Ker(p) NIm (q). Or Vk € [m + 1;n], on
apoq(ex) =p(q(ex)) = p(ex) = 0 donc ey est & nouveau un vecteur propre de p o q.

Au final on obtient une base B de vecteurs propres de p o q donc p o q est diagonalisable.
En général, si v est un projecteur orthogonal sur F de E, on a Vx € E, 0 < (u(x)[x) < |[x||*>. En effet, avec
x € Equ'on écrit x =y+zavecy € Fet z € FX ona (u(x)|x) = (yly+z) = |[y|[?+(ylz) = |[yl|*> = [|x||*—]|zI?
avec PYTHAGORE. Ainsi 0 < [|y|? = (u(x)|x) = ||x[|?> — ||z||? < [|x||* donc 0 < (u(x)x) < |[x]|*.
Traitons maintenant deux cas :
e Soit k € [[r + 1;n], alors p o q(ex) = 0g donc ey est associé a la valeur propre 0.
e Soit k € [[1;7], poq(ex) = Axex donc (poq(ex)|ex) = Ax||ex||?. Mais, avec I'inégalité précédente, comme
p est symétrique et que p(ex) = ek, on a 0 < (p o q(ex)lex) = (q(ex)|p(ex)) = (q(ex)lex) < [lex||*.
Comme ||ex||? > 0 car ex # O, on en déduit que 0 < A < 1.
Par conséquent, toutes les valeurs propres de p o q sont dans Uintervalle [0;1].

X—=1 -3 0

20.14 ) a. Apres calculs,onaxa =| =3 X+42 1 | =(X=1)(X=3)(X+4) donc Sp(A) = {—4,1,3}. Comme
0 1 X —=1

XA est scindé & racines simples, A est diagonalisable et K3 = E1(A) @ E3(A) @ E_4(A). On peut aussi dire

que A est symétrique et réelle donc, d’apreés le théoréme spectral, A est diagonalisable dans M3(R), donc a
fortiori dans M3(C). De plus, si K = R, toujours avec le théoréme spectral, les sous-espaces propres de A
sont des supplémentaires orthogonaux dans R3.

On résout les trois systémes AX = X, AX = 3X et AX = —4X avec X € M3,1(K) pour trouver les trois droites
propres Ej(A) = Vect(vy), E3(A) = Vect(va) et E_4(A) = Vect(v3) avec vi = (1,0,3), vo = (3,2,-1) et

v3 = (3,—5,—1) (on constate que ces vecteurs sont bien orthogonaux dans R3). On a donc diagonalisé A en
1 3 3 10 0

A=PDP lavecP=|0 2 —5]etD=|[0 3 0 | parformule de changement de base.
3 -1 -1 0 0 —4



Méthode 1: F = {0} et F = K3 sont clairement des sous-espaces de R3 stables par A et il n’y a pas d’autres
sous-espaces de R3 de dimension 0 ou 3. On sait que les droites stables sont celles qui sont engendrées par
des vecteurs donc il y a trois droites stables : F = E1(Af) ou F = E3(Afr) ou F = E_4(Af). Comme, A est
symétrique, les orthogonaux des sous-espaces stables par A le sont aussi. Ainsi, il existe exactement trois
plans stables qui sont F = Eq(Af)t ou F = E3(Af)® ou F = E_4(Af)?, clest-a-dire F = E3(A) @ E_4(A),
F=E1(A)®E_4(A) ou F=E;(A) ®E3(A).

Méthode 2: Soit F un sous-espace de K3 stable par A, alors A induit sur F un endomorphisme qu’on sait
étre diagonalisable d’apres le cours. On sait aussi que xa, divise xa. Traitons alors plusieurs cas :

e si dim(F) = 0, alors F = {0}.

e si dim(F) = 1, alors on ne peut avoir que xo, = X—1ouxa, = X—3 ouxa, = X+4 car deg(xa;) = 1.

Comme Af est diagonalisable, F est la somme de ses sous-espaces propres et on a donc F = E1(Af) ou
F=E3(AF) ou F = E_4(Af). Mais, par exemple si xa, = X — 1, 1 est valeur propre de Af donc vy € F
et on a F = Vect(vi) = E1(A). Ainsi, on a F=E;(A) ou F = E3(A) ou F=E_4(A).
o si dim(F) =2, alors on ne peut avoir que xa, = (X —1)(X —3) ou xa, = X —1)(X+4) ou
XAr = (X—=3)(X+4) car deg(xa,) = 2. Ar est diagonalisable donc F est la somme de ses sous-espaces
propres et on a donc F = E1(A) ®E3(A) (car vq et v, sont forcément dans F puisque 1 et 3 sont valeurs
propres de Ap) ou F=E1(A) @ E_4(A) (idem vy et v3 sont dans F) ou F = E3(A) @ E_4(A).
e si dim(F) = 3, alors F = K3.
La méthode 1 utilise la propriété de symétrie de A (mais seulement dans R?) alors que la méthode 2 est plus
générale pour trouver les sous-espaces stables par un endomorphisme (ou une matrice).
Réciproquement, ces huit sous-espaces de K3 sont stables par A car ils possedent tous une base de vecteurs
propres de A. Il existe donc exactement 8 sous-espaces de K3 stables par A.
b. La matrice 0 appartient & C(A) donc C(A) # 0 et C(A) € M3(R). Si (M,N) € C(A)? et A € R, alors
A(AM +N) = AAM + AN = AMA + NA = (AM + N)A donc AM + N € C(A). Ainsi, C(A) est un sous-espace
vectoriel de M3(R) donc lui-méme un espace vectoriel.
De plus, A(MN) = (AM)N = (MA)N = M(AN) = M(NA) = (MN)A par associativité du produit matriciel
donc C(A) est aussi stable par produit. Comme I3 € C(A), C(A) est une sous-algebre de 'algebre M3(R).
Méthode 1 : Soit M € M3(K) et N = P~'MP, alors M € C(A) <= AM = MA ce qui donne en remplagant
M € C(A) <= PDP~'PNP~! = PNP~!'PDP~! <= DN = ND. Si on effectue les calculs ND et DN et qu’on
identifie, on trouve sans peine que M € C(A) <= N est diagonale.
Méthode 2 : Si M € C(A), les sous-espaces propres de A sont stables par M, ce qui prouve que l'on a

Mvy € Vect(v), Mvy € Vect(v2) et Mvs € Vect(v3) donc il existe (a1, a2, a3) € K3 tel que Mvy = «aqvi,

Mvy = apvy et Mvy = azvs. Ainsi, en notant u ’endomorphisme canoniquement associé a M et que
a0 0

B = (v1,v2,v3), comme N = Mat 5 (u) = diag(«; o2 a3),onaM=P| 0 o« 0 |PN
0 0 a3

Comme ¢ : U — PUP~! est clairement un automorphisme de M3(C) et que la dimension du sous-espace des



matrices diagonales vaut 3, alors dim(C(A)) = 3.

c. Si M € M3(R) vérifie M2 = A, alors MA = M3 = AM donc M € C(A). Ainsi, M = PD'P™! avec
D’ € M3(R) diagonale. Or M? = A équivaut & D’> = D ce qui est impossible car —4 < 0 ne peut étre le carré

d’un réel. Par contre, pour le cas complexe, si M € Mz (R) vérifie M? = A, alors MA = M3 = AM donc
M € C(A). Ainsi, M = PD’P~! avec D’ € M3(C) diagonale. Or M? = A équivaut & D'? = D et, en écrivant
D’ = diag(« B v), D’ = D implique «? =1, B2 =3 et y?> = —4 et on a donc 8 matrices D’ qui conviennent,
ce sont les D’ = diag(£1,4+/3,42i). , il existe exactement huit matrices complexes qui vérifient M? = A,

ce sont les matrices M = Pdiag(£1, ++/3, £2i)P~ .

a. Analyse : supposons qu'il existe S € S;7T(R) telles que M ~ S alors, par définition, il existe Q € O(n)
telle que M = QS. Ainsi, MT =STQT = SQT donc M™ = SQTQS = SI,,S = S% car Q' Q = I,,. De plus,
Q = MS~! car S est inversible puisque M et Q le sont.
Synthése : la matrice MTM est symétrique car (MTM)T = MT(MT)T = MM donc, d’aprés le théoréme
spectral, il existe P € O(n) et D diagonale telles que MTM = PDPT. D contient sur sa diagonale les valeurs
propres de MTM comptées avec leur ordre de multiplicité. Or, si A € R est valeur propre de MTM, il existe
X # 0 € Mp,1(R) tel que MTMX = AX donec XTMTMX = AXTX d’ou |[MX||* = A||X]|? ce qui montre que

> 0 car MX # 0 puisque M est inversible et X # 0. Ainsi, Sp(M™™) C R et, si on note

D = diag(A1,---,An), on peut définir A = diag(y/A1, -+, v/An) qui vérifie A2 = D. Posons S = PAPT, alors
ST = (PHTATPT = PAPT = S donc S est symétrique et ses valeurs propres sont /A7, ---,+/An qui sont
strictement positives donc S € SET(R) et on a bien S = PA?PT = PDPT = MTM. Si on pose Q = MS™1,
onaQTQ=(S"")"T™MMS™! =(sT)"T(M™)s~! =5~ 1s2s~1 = 1,, donc Q € O(n) et on a bien construit
S e SHT(R) et Q € O(n) telles que M = QS. Voila pour Pexistence !

b. Soit S et S’ des matrices symétriques définies positives telles que M ~ S et M ~ S’, alors il existe

(Q,Q") € (0(n))? tel que M = QS = Q’S". Alors MM =STQTQS =5% et MM = $'TQ'TQ’S’ = §'2.

Méthode 1 : S et S’ commutent avec MTM car S(MTM) = S x §2 = §3 = $2 x $ = (MTM)S donc les

sous-espaces propres de MTM sont stables par S et §’. Comme S et S’ sont diagonalisables d’apres le
théoréme spectral car symétriques réelles, leurs restrictions aux Ex, (MTM) le sont aussi. Mais toutes les

valeurs propres § de ces endomorphismes induits vérifient §2 = A donc valent /A car & > 0 puisque
($,8") € (S{+(R))%. Ceci montre que la restriction de S et de S’ & Ex, (MTM) est ’homothétie de rapport
VAk. Ainsi, les “endomorphismes” S, S’ coincident sur les sous-espaces Ex, (MTM). Comme R™ est la somme

des sous-espaces propres EAk(MTM) car MTM est diagonalisable, on a S = §'.

Méthode 2 : on note ici py,-- -, py les valeurs propres distinctes et strictement positives de MTM. Pour
k € [1;7], comme M™™ — Iy = $? — il = (S — /i In)(S + /i In) et que S + /i Iy € GLn(R)
car les valeurs propres de S + /i I, sont celles de S auxquelles on ajoute /i donc elles sont strictement
positives, on a E,, (MTM) = Ker(M™™ — pyl,) = Ker(S — VikIn) = E ;(S). Bien sir, de méme, on a
vk € [1;7], Ep,(MT™™) = E mc(S). La matrice MTM est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral et



1
T
on a méme R™ = @ Euk(MTM). Ainsi, pour un vecteur X € R™ qu’on décompose X = Y Xy avec

1<k<r k=1
.

T T
Xk €Eye(MTM), 0ona SX = Y SXk = > /mXk = Y. $'Xx = $'X d’ott S = S’. Voila pour I'unicité !
k=1 k=1 k=1

Ainsi, si M € GL,(R), 3(Q,S) € O(n) x S;{iT(R), M = QS : c’est la décomposition polaire de M.

a. Les matrices appartenant & Dy, (RR) s’appellent les matrices a diagonale propre.
La matrice A étant triangulaire supérieure, on a xa = (X — 1)™ donc Sp(A) = {1,---,1} (1 répété n fois)
donc A € D, (R). Plus généralement, toute matrice triangulaire est dans D, (R). Comme B est symétrique
réelle, elle est diagonalisable par le théoréme spectral et, comme rang (B) = 1, on a dim(Ker(B)) = n —1 par
la formule du rang donc 0 est valeur propre de multiplicité n — 1. La derniere valeur propre A vérifie donc
Tr(B)=0+:--4+0+A=AdoncA=net B¢ D,(R) car la diagonale de B ne contient pas 0,---,0,n.

D1(R) = M;(R) est bien un sous-espace vectoriel de M;(R). Dés que n > 2, D, (R) n’est pas un sous-espace

vectoriel de M;, (R) car il n’est pas stable par somme. En effet, A, = ((]) : ) et By = (1 ?) sont dans

1 . N
D,(R) alors que A, — By = (_O] 0) n’appartient pas & Da(R) car xa,-B, = X2 + 1 donc ses valeurs

propres sont +i alors que les deux termes diagonaux de Ay — B sont 0 et 0. On peut généraliser pour un

. Ay O B, O . S .
entier n > 3 en prenant A,, = ( 02 0> et B, = ( 02 0) avec les mémes justifications.

b. Si M est symétrique, pour le produit scalaire canonique sur les matrices défini par (A|B) = Tr (ATB), on
alM[P=Tr(MT™™M) = mizyj. Or, d’apres le théoréme spectral, on a M = PDPT avec P orthogonale

I<ijsn
et D diagonale contenant les valeurs propres de M (comptées avec leurs ordres de multiplicité). Ainsi,

il vient [[M||> = Tr (M™™) = Tr (PD?PT) = Tr (D?) car deux matrices semblables ont méme trace. Or

n n
Tr (D?) = Y- m{, puisque M € Dy, (R) ce qui donne la relation > m,.ij =Y mi, (1)
k=1 1<ij<n k=1

2 =0 et comme une somme de termes positifs n’est

En simplifiant les termes dans (1), on obtient > m{;

1<iFj<n
nulle que si tous ses termes sont nuls, V(i,j) € [1;n]]%, 1 #j = my,; = 0 et enfin M diagonale.

Ainsi, D (R) NS, = Dy (les matrices diagonales) car réciproquement, les matrices diagonales (qui sont

donc triangulaires) sont symétriques et a diagonale propre.
n

c. SiM € Dn(R)N Ay, alors par hypothese xpm = [[ (X —0) = X™ car les termes diagonaux d’une
k=T

matrice antisymétrique sont nuls. Par CAYLEY-HAMILTON, M™ = 0 donc M est nilpotente. Comme M? est

symétrique donc diagonalisable et qu’elle est aussi nilpotente car (M?)™ = M?™ = 0, elle est forcément nulle
car elle est semblable & une matrice diagonale avec des 0 sur la diagonale. Ainsi M2 = 0 = —MTM donc

MT™M = 0 ce qui donne |[M||> = Tr (MTM) = 0 donc M = 0. Par conséquent D, (R) N A, = {0}.



