Mines PSI 2
Un corrigé

1 Fonctions d’endomorphismes symétriques.

Q.1. Ty + Ty =Ty + Ty = Ty + T5. Ainsi, T1 + T est une matrice symétrique.
Q.2. m(T) et M(T) étant des valeurs propres, on peut trouver des vecteurs propres Z,, et zps
associés. Ce sont des vecteurs non nuls et

(Tzp|Tm)

Qr(rm) = ——m5— = m(T)
[
(Ta: M]a: M)
Qr(zym) = 5 = M(T)
[Egvl
Q.3. T étant symétrique, il existe une base orthonormée (eq,...,e,) de vecteurs propres. Notons
di,...,dy, les valeurs propres associées. Soit z € R"™; il existe des scalaires z; telsque z = > " ie;

et on a .
(Tz,x) (Z d;x;e;, Z mzez> = Z dix?
i=1

en utilisant le caractére orthonormée de la base. Avec m(T) < d; < M(T) pour tout i, on en
déduit que

T)||z|? = Zm 2 < (Tz,z) <ZM = M(T)||z|?

=1
ce qui montre I'existence d’une borne supérieure et d’une borne inférieure pour Qp avec

m(T) < inf Qp(z) et supQr(z) < M(T)
z#£0 T#£0

Le majorant et le minorant trouvés pour Qp étant atteints (question 2), on a en réalité des
minimum et maximum

m(T) = r;;gQT( z) et M(T)= l?ngT( )

Q.4. Reprenons les notations et calculs de la question précédente :
Ve #0, (Tx,z) Z d;x?

- Siles d; sont tous positifs alors (T'z, z) est immédiatement positif donc T € S;. Réciproquement,
en choisissant x =¢;, T € Sf{ entraine d; > 0.

- Si les d; sont tous strictement positifs alors (Tx,z) est strictement positif (I'un des z? est
> 0 et (Tx,z) est la somme de termes positifs avec au moins un non nul) donc 7' € ;7.
Réciproquement, en choisissant z = ¢;, T € ST entraine d; > 0.

Q5. SiF@---®F,=FEetsiVi, f; € L(F;, F) alors il existe une unique application f € L(E)
telle que Vi, f|p, = fi (f doit étre lapplication qui a un élément x € E se décomposant en
xr=x1+ -+ xp, avec Vi, x; €;, associe f(z) = fi(z1) + -+ fp(zp) et réciproquement, cette
application est linéaire et convient).

Il suffit d’appliquer ce résultat avec les F; égaux aux sous-espaces propres de T : ces sous-

espaces sont bien supplémentaires dans R™ puisque 7' est un endomorhisme symétrique de R™.

Plus précisément, on sait qu’il existe une base orthonormée (e, ...,e,) de vecteurs propres. En

notant d; la valeur propre associée a e;, on a

Vi € [177,], U(ez) = f(dl)el



U est donc 'endomorphisme représenté par diag(f(di), ..., f(d,)) dans la base (ey,...,e,). U
étant représente par une matrice symétrique dans une base orthonormée, U est un endomor-
phisme symétrique.

Q.6. On utilise les mémes notations qu’a la question précédente. On a alors p(T') qui est représenté
dans la base (e1,...,e,) par diag(p(dy),...,p(dy)). Mais apl + Z?Zl a; T} est représenté par la
méme matrice dans la base (e1,...,e,) (car T est représenté par diag(ds,...,d,) et donc T7 est
représenté par diag(d{, ...,d4%)). On a donc bien

k
p(T) = aol + > a)T;
j=1

Q.7. La matrice de g(T') dans la base (e, ..., e,) est diag(g(dy),...,g(dy)). Notons

p ot Z g(N) H Ll

>\ _
reo(T) weonny

p est une fonction polynomilae et on a Vi, p(d;) = g(d;) et donc ¢g(T') = p(T) (les deux endo-
morphismes étant représentés par la méme matrice dans la base des ¢;).
g(T) est donc toujours un polynoéme en 7.
Remarque : le polynome p introduit plus haut est bien sur un polynome interpolateur de Lagrange
associé auz A et g(\) pour A € o(T).

Q.8. Dans la base (e1,...,ey), f(T) est représenté par diag(f(di),..., f(d,)) et on a donc

Les e; forment une base de vecteurs propres pour f(7'). On obtient les sous-espaces propres de
f(T') en “regroupant” les e; associés a la méme valeur propre pour f(7') c’est a dire tels que les
f(d;) ont une valeur commune. On en déduit que

YA € o(T), ker(f(T) — fF(NI) = a ker(T — pul)
pea(T), f(1)=f()

Q.9. Continuons a travailler matriciellement. Dans la bse (e1,...,ey,), (fg)(T) est représenté par
diag(f(d1)g(d1),. .., f(dn)g(dy)). f(T)og(T) est lui représenté par le produit des matrices dia-
gonales diag(f(dy),..., f(dy)) et diag(g(di),...,g(dn)) ce qui donne le méme résultat. Ainsi

(fo)(T) = f(T) o g(T)

Q.10. Soit S € ST ; on a donc o(S) C R et f(S) a une sens. Appliquons le résultat précédent
avec fetg : t—t. Ona (fg)(t) =1 et donc (fg)(S) = I (représenté par I,, dans la base des
ei) et g(S) = S. La question 9. donne f(S)oT = f(S)og(S) = (fg)(S) = I et donc

f(8)=87"

Q.11. Soit S € S;. On a o(S) C R* et /S est donc bien défini. Avec la question 9 on a (puisque
f? ¢t tetdonc f2(9) =S)
(VS)? = (f})(5) =5

On suppose que les valeurs propres de S sont simples : les sous-espaces propres de S sont donc
des droites vectorielles (et il y en a n). On notera (eq,...,e,) une base orthonormée formée de
vecteurs propres pour S et di,...,d, les valeurs propres associées (positives par S € S;7). On
va raisonner par conditions nécessaires puis suffisantes pour trouver les solutions dans S,, de
I'équation C? = S.



- Si C convient alors C' et S commutent (C'S = SC = C3). Les sous-espace propre Vect(e;)
pour S sont donc stables par C et les e; sont propres pour C. C est donc représenté dans
(e1,...,e,) par une matrice diagonale diag(cy,...,c,). C? = S donne Vi, ¢7 = d; et donc
C; = :E\/dii .

- Réciproquement, ’endomorphisme C représenté par diag(++/dy, . . ., £+/d,) dans la base (e;)1<i<n
vérifie C? = S et est symétrique (représenté par une matrice symétrique en b.o.n.)

Il y autant de solution de C? = S dans S,, que de choix différents du n-uplet (£+/dy, ..., £/dy).

On doit distinguer deux cas.

- SiVi, d; >0 (S €S8+ ily a2 solutions dans S,, & I'’équation C? = S.

- Si 3i, d; = 0 (i est alors unique) il y a 2"~ ! solutions dans S,, & I’équation C? = S.

On obtient les solutions dans S;' en choisissant parmi celles dans S, celles & valeurs propres

positives. Il n’y a donc qu'une solution de C? = S dans S;.

2 Relation d’ordre sur S,,.

Q.12. On a trois propriétés a vérifier.

- Soit A € 8". A — A = 0 est symétrique a valeurs propres positive et donc A < A. La relation
< est réflexive.

- Soient A,B,C € §™". Si A< Bet B<(C alors B— A et C — B sont positive. La somme de
deux éléments de S, étant dans S; (question 1 et (M + N)X|X) = (MX|X) + (NX|X)),
C — A est positive et A < C. La relation < est transitive.

- Soient A,B € §". Si A< Bet B< Aalors M =B — Aet —M sont dans S;". Les valeurs
propres de —M étant les opposées de celles de M, ces valeurs propres sont négatives (M
positive) et positives (—M positive). M est donc diagonalisable et 0 est sa seule valeur propre.
Ainsi M =0 et donc A = B. La relation < est antisymétrique.

La relation n’est pas totale quand n > 2 car A et B canoniquement associés a diag(1,0,...,0)

et diag(0,1,...,0) ne sont pas comparables pour < (ni A— B ni B — A ne sont dans S, car ils

ont —1 comme valeur propre).
Q.13. U étant symétrique, on a

(UoMoU(x),x) = (MUx),U(z))

Si M € SN, la quantité précédente est positive. En supposant T} < T et en appliquant ceci
avec M =15 — Ty, on obtient U oThoU > U oTjoU.

Q.14. On utilise les notations de 1’énoncé et on va prouver que t — t2 ne définit pas un opérateur
croissant dans le cas n = 2.
Tout d’abord, T} et T sont symétriques (représentés par des matrices symétriques dans la base
canonique qui est orthonormée) et o(71) = {0,1} et (1) = {%, 3_7‘/5} sont inclus dans R™
(ce que I'on doit vérifier car f est donnée définie sur R™).
Ty — T} est représenté dans la base canonique de R? par diag(1,0) et donc T > T3 (les valeurs
propres de Th — T} sont positives).
On a M3 — M} = (i’ 0
produit des valeurs propres, vaut —1). Ainsi, T3 — T? n’est pas dans S, et on n’a pas Ty > T?2.
Pour obtenir un contre exemple avec n quelconque, il suffit de considérer les endomorphismes
canoniquement associés auz matrices bloc diagonales diag(My, I,,—2) et diag(Ma, I,,—2).

Q.15. On suppose T1, Ty € St et Ty > Ty. On a o(T1),0(Ty) C RT™.
Si (e1,...,e,) est une b.o.n. de vecteurs propres pour 75 et si on note d; la valeur propre de
Ty associée A e;, on a /Ty qui est représenté dans cette base par diag(y/d1,...,/dy); c’est une
matrice inversible d’inverse diag(1/v/dy,...,1/v/d,). Si on pose U = (v/T3) !, ona U € S, et
UoTyoU = I (représenté par I, dans la base des ¢;). La question 13 donne alors [—UoTjoU € S;F
et donc o(I —UoTyoU) CR*. Or,

> qui admet une valeur propre strictement négative (le déterminant,



pour tout endomorphisme M, o(I — M) = {1 — X/ A € o(M)} (puisque x7_p(x) = det(I —
M —zI) = (—=1)"det(M — (1 —z)I) = xpm(1 — z))
Toutes les valeurs propres de M = U o T} o U sont donc plus petites que 1. Comme 17 > 0,
la question 13 donne M > 0 et donc les valeurs propres de M sont positives. Enfin, elles
sont non nulles car M est inversible (produit de telles matrices). On a donc o(M) €]0,1]. Or,
o(M~Y) = {1/\/ X € (M)} et donc o(M~1) C [1,40oc[. Les valeurs propres de la matrice
symétrique U‘lTl_lU_1 — I sont donc positive et ainsi U_lTl_lU_1 > 1.
On applique alors a nouveau 13 pour obtenir 7} I'>vrv=r 5 L
Pour f : t+ (=1/t), on a f(Ts) — f(Ty) = Ty * — T, ! est & valeurs propres positives et f
définit un opérateur croissant.

Q.16. Soient Ty > Ty avec Ty, Ty € S,

/2 _ .t/

2 .
Soit A une valeur propre de T, T,’" et  un vecteur propre associé. On remarque que

(B + 1) o (1, = 1)) (@) = NI (@) + 1))
Par ailleurs, en développant (T21/2 + T11/2) o (Tzl/2 - Tll/z) on a aussi
(5, + 1) o (1,7 = 1)) (@) = Tae) = To(@) + (1)1, - T, 1) ()
En identifiant les deux expressions et en prenant le produit scalaire avec x, il vient

M1 @) ) + (1 (@),2)) = (T = T)(@), @) + (1°1 2 = 1211 %) @), )

Comme M = (T11/2T21/2 - T21/2T11/2) est antisymétrique, on a (Mz,z) = (v, —Mzx) = —(z, Mx)
et cette quantité est nulle. Ainsi (et en utilisant Th — T} € S;)

M@ @), 2) + (1 @),2)) = (T = T)(@),2) 2 0

(T 1/2( ), x) et (T11/2(x),:c) sont des quantité positives (car Tz-l/2 € S;1). Distinguons deux cas
- Si (T 1/2( ),x) >0 ou (Tll/Q(x) x) > 0 alors la somme est > 0 et on obtient A > 0.
- Sinon, (Ty*(z), z) = (T}/?(2),2) = 0 et donc Al|z|2 = (\z|z) = (T3 *(z), z)—(T\/*(x),2) = 0
et donc A =0 (car [|z|| > 0).
Dans tous les cas, A > 0 et donc
o(TY* —T!/?) c RY

VT — /T est ainsi dans S, (symétrique & valeurs propres positives). Ceci signifie exactement
que la fonction f : ¢t > 0 — v/t est un opérateur croissant.

3 Inégalité de Lowner-Heinz.

Q.17. Soient Ty, TQ € St (symétriques a spectre dans R™*) telles que Ty > T}. En remarquant
que fy(t) =1 — £, on obtient

fu(Ti) =T — w(Ty 4+ wl)™!

On en déduit que
fu(T2) - fu(Tl) =u ((Tl + UI>_1 - (T2 + UI)_l)

Or, Ty +ul > Ty + uy et que ces matrices sont dans S;' " (somme d’un élément de S;F* et d’un
autre de S;7), la question 15 indique que (T} + ul)~! > (Ty + ul)~!. Multiplier par le scalaire
u > 0 garde I'inégalité (car o(uM) = uo(M) si u # 0 et 0(0M) = {0}) et ainsi f,(T2) > fu(T1).
fu est donc un opérateur croissant.



Q.18. Soit By une autre base de R et ®;(s) la matrice de ¢(s) dans cette base. En notant P la
matrice de passage de B a By, on a

®y(s) = P'®(s)P

Les fonctions coordonnées de ®; sont donc des combinaisons linéaires de celles de ® (P est une
matrice constante, indépendante de la variable s). Comme C°(R**) et L'(R*) sont des espaces
vectoriels, la continuité et 'intégrabilité des fonctions coordonnées de ® entraine la continuité
et I'intégrabilité des fonctions coordonnées de ®1. En outre, la linéarité du passage a l'intégrale

donne
+oo +o0 +oo
/ ®i(s) ds = / P7l®(s)P ds = P! (/ d(s) ds> P
0 0 0

0+°O D (s) ds et f0+°° ®(s) ds représentent dons le méme endomorphisme dans les base B; et B
(formule de changement de base).
Les définitions données (intégrabilité ET valeur de 'intégrale) sont donc indépendantes du choix
de la base.
Q.19. S étant symétrique réelle, on peut trouver une base B de R" formée de vecteurs propres
pour S. Dans cette base, S est représentée par diag(ds,...,d,) avec Vi, d; > 0.
Avec ce choix de B, on a

dlua—l dnua—l
P = di ...
(u) = gL D)
Pour i # j, ®;; est nulle et donc intégrable sur RT. Pour i € {1,...,n}, ®; : u— d&ﬁ;l

est continue sur R™*. Au voisinage de 0 (et comme d; > 0) ®;,;(u) ~ u®~! est intégrable car
1 —a < 1. Au voisinage de 400, ®;;(u) ~ d;u®"? est intégrable car 2 — a > 1. Finalement, D,
est intégrable sur R™*.
Avec les définitions données, o est continue et intégrable sur R**.

Q.20. Pour montrer I'identité des endomorphismes, on va montrer 1’égalité des matrices qui les
représentent dans la bse B précédemment définie. S* est représenté par la matrice diag(dy, ..., d%).
Avec 'identité (6), on a pour tout i,

. +OO
g — Stntem) / Fuldi)u®™" du
0

! T

Par ailleurs, on a vu que

—+o00 +o0o d-u“’l +00
/ fu(S)u*™" du = diag </ . du) = diag </ fu(di)u®" du)
0 0 di +u 1<i<n 0 \<i<n

On a donc bien I’égalité voulue pour les matrices et ainsi

§e — Sil’l(aﬂ') /+OO fu(S)uafl du
0

™

Q.21. Travaillons dans un premier temps sur R™ (en ne nous intéressant donc a ¢, que sur R**).
Soient T1,Ty € S (puisque 'on suppose les spectres inclus dans R™*) telles que Ty > Tj.
D’apres la question précédente, on a

. +OO
T8 = Sm(aﬂ-)/ fu(Ti)uafl du
0

s

et donc
sin(am)

+oo
7y~ 17 = [T = pu(me ! da




Remarquons que
+oo
Yo @ RT™ = ST si ¢ est intégrable sur R alors M = / o(u) du € S;F
0

En effet, soit ¢ vérifiant les bonnes hypothéses. Soit x € R™ ; on a (M(x),z) = f0+oo(g0(u)(x), x) du >
0 car pour tout u, (p(u)(x),z) > 0.

En appliquant ceci avec ¢ : u > 0 — (fu(Ts) — fu(T1))u®"t (qui est bien & valeurs dans S;
avec la question 17), on obtient T3 > T},

On a ainsi prouvé que la restriction & R™ de ¢, définit un opérateur croissant.

Si I'on veut travailler sur R*, il faut pouvoir généraliser les questions 19 et 20 au cas oll
S € 8. De maniere implicite, ¢, est “prolongée par continuité” en 0 par la valeur 0 (pour
t >0, pa(t) = e*™® — 0 quand t — 01 car a > 0). Le seul endroit ot I'on utilise la stricte
positivité des d; est en question 19 quand on étudie 'intégrabilité en 0 de ®;;. Mais si d; = 0
alors ®; ; = 0 et cette intégrabilité est immédiate. Le résultat est donc valable aussi pour ¢, sur
tout RT.



