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+oo
a. Analyse : soit T > 0 ety :] — r;7[— R solution de (E) telle que Vx €] — r;7[, y(x) = > anx™. Alors,

=0
400 +oo +oo "
X2y(x) = O an_2x™, xy'(x) = > napx™ et x2y”(x) = 3. n(n —1)apx™. En remplacant dans I’équation :
n=2 n=0 n=0
—+oo +oo —+oo +oo
Vx €]l =], D nn—1anx™4+6 > nanx™+6 >, anx™ — > ap_2x™ = —1.
n=2 n=1 n=0 n=2

On déduit par unicité des coefficients d’une fonction développable en série entiére (ici on a bien r > 0) que

6apg = —1,12a1 =0et Vn > 2, (n(n—1)+6n+6)an = an—2 <= (n+2)(n +3)an = an—_2. Ainsi, par
+oo 2n
X

1 _
] e n 3y dome vl == 2 5

puisque ap = az.o = —m = 3= g (la formule marche aussi pour n = 0).
2n

Synthése : la série entiere X

deux récurrences faciles, on obtient Vn € N, azn11 =0 et ayn = —

a un rayon R = 400 car, par croissances comparées, la suite

2n
((Xi) . est bornée pour tout réel x (on peut aussi utiliser D’ALEMBERT). On peut donc définir
nz

2n + 3)!
+oo 2n
y: R— Rypary(x)=— > ﬁ et vérifier en remontant les calculs que y est bien solution de (E).
n=0 (4N :
En conclusion, il existe une unique solution de (E) développable en série entiere et il s’agit dey : R — R
+oo n +oo 2n+3 _
définie par Vx € R*, y(x) = — >, =—X*—— = 71—3 X =X S? (X)
n=o 2n+3)l %7 = (2n+3)! x

b. La présence du x> au dénominateur nous incite & effectuer un changement de fonction inconnue ! Pour

y : R — R deux fois dérivable, on définit z : R} — R par z(x) = x3y(x). Alors z est aussi deux fois
dérivable sur R% . Comme z/(x) = 3x?y(x) +x>y/(x) et 2/ (x) = 6xy(x) +6x?y’(x) +x>y” (x), on a I'équivalence
suivante : x?y” + 6xy’ + (6 — Xz)y =1 =3y +6x?y + (6x —x3)y = —x <= 2" —z = —x (F). Comme
z = x est clairement une solution particuliere de (F) et que les solutions de z” — z = 0 sont les fonctions
x + ae* + be™* avec (a,b) € R?, on en déduit par structure de l’ensemble des solutions de (E) que les

solutions de (F) sur R* sont les fonctions z : x — ae* + be™* + x avec (a,b) € R?. On fait de méme sur

are* +bre X+ x
X3

R* avec le méme résultat. Ainsi, les solutions de (E) sur I; = R sont les y : x avec

avec (a1,b1) € R?.

X —X
(a2,b2) € R et les solutions de (E) sur I; = R* sont les y : x r» 41& b%e tx
X
c. Analyse: siy: R — R est solution de (E) sur R, alors ses restrictions & I et & I sont des solutions de (E)
sur ces intervalles donc sont de la forme des solutions de la question b.. Ainsi, il existe (a1, az, by, b2) € R*

aze® +bre ¥ +x
% )
X

X —X
tels que Vx < 0, y(x) = 1€ +2;e X o vx > 0, y(x) =
- Or y est continue en 0 et on sait méme que y(0) = —% car 0%.y”(0) + 6.0.y’(0) + (6 — 0%)y(0) = —1.

y ne peut étre continue, puisque le dénominateur x> tend vers 0 en 0, que si le numérateur fait de

méme, en 07 et en 0~. Ceci impose donc aj + by = ar + by = 0.

- Avec ces conditions, par exemple si x > 0, comme by = —ay, on a y(x) = % ~ %
X x—0 X



si 2ay + 1 # 0 ce qui contredit la continuité de y en 0. Ainsi, ay = -1

2
De méme, on trouve que a; = —by = —% et on en déduit que y(x) = L?(X) six #0ety(0) = —é.
X
Synthese : réciproquement, y : R — R définie par ces relations est la fonction de la question a. car ag = —%

et on a déja vu qu’elle était deux fois dérivable sur R car développable en série entiere sur cet intervalle.

Conclusion : il existe donc une seule solution de (E) sur R donnée par y(x) = L?(X)
X

six #0ety(0) = —%.

a. Siy est bornée sur R, alors Vt € Ry, [g(t)y(t)| < [|Jylloo,r, |9(t)] donc gy est intégrable sur Ry par
N . . Foo R x

théoréme de comparaison et on en déduit que fo g(t)y(t)dt converge. Ainsi, fo y”(t)dt = fo g(t)y(t)dt

admet une limite finie quand x tend vers +o0o. Mais comme foxy”(t)dt =y’(x) —y'(0) ceci implique que y’

admet une limite finie en +00. Si on avait par exemple liT y'(t) = € > 0, alors Ixp > 0, Vx = %o, y'(x) > %
X—>+00

On obtiendrait alors par le théoréme des accroissements finis : Vx > xo, y(x) > %(X —x0) +y(x0) ce qui

ameénerait lim y(x) = 400 ce qui est absurde. De méme, on ne peut pas avoir lim y(x) < 0. Par
X—+00 X—+00

conséquent, si y est une solution bornée de (E), alors y’ tend vers 0 en +oo.
b. Avec ces hypotheses, posons la fonction z = y1y5 — yoy). Alors z est dérivable sur R par produit. On

dérive 2/ = y1y4 + vy — vivh —y2yy = gy1y2 — gy1y2 = 0. Comme R est un intervalle, z est constante
sur R. Or d’apres la question a., yi, y2 sont bornées donc y} et y’ tendent vers 0 en +o00. Par produit et
somme, z tend donc vers 0 en +o0o ce qui implique que z = y1y5, — yoyj est nulle sur R.

c. Supposons que (E) n’admette que des solutions bornées. Comme on sait que 'ensemble des solutions est

un espace vectoriel de dimension 2, il existe une base (y1,y2) constituée de solutions bornées de (E). Alors,

d’apres la question b. : Vt € R, yi(t)y5(t) —y2(t)y5(t) =0 (c’est le wronskien de ces deux solutions). On

y1(0) y2(0)

en déduit par exemple que |7, ©) v5(0) ’ = 0 ce qui implique que les vecteurs non nuls (yi(0),y;(0)) et
2

Yi

(y2(0),y5(0)) sont colinéaires. En effet, si on avait (y1(0),y5(0)) = (0,0), alors y; vérifierait y” + gy; = 0
avec y1(0) =y} (0) et ce serait la fonction nulle d’apres le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ : NON !

Il existe donc une constante A € R* telle que (y2(0),y5(0)) = A(y1(0),y5(0)). Par conséquent, y = y2 — Ay;
est solution de (E) et vérifie y(0) = y’(0) = 0 ce qui implique y = 0 d’aprés I'unicité dans CAUCHY-LIPSCHITZ.
Or y2 = Ay; est contradictoire avec le fait que (y7,y2) est libre.

Par ’absurde, on a donc montré existence de solutions de (E) non bornées. Mieux, on vient de montrer que

les solutions bornées de (E) constitue tout au plus une droite dans le plan des solutions de (E).

1
Pour f :]0;1] — R continue, t — %t) est continue sur [1 —x;1] si x €]0; 1] donc 'intégrale f1 @dt existe

et le probleme est bien posé. Par linéarité, ’ensemble des fonctions f solutions est un espace vectoriel.

1

Analyse : soit f :]0;1] — R telle que Vx €]0;1[, f(x) = f1 f(t—t)dt, comme t > @ est continue sur
—X

I'intervalle ]0; 1], le théoréme fondamental de I'intégration montre que Vx €]0;1[, f'(x) = —(—1 )M (1).

1—x
Ainsi, la fonction f est de classe C' sur ]0;1[. On dérive 'expression (1 — x)f’(x) — f(1 — x) = 0 pour avoir
—f'(x) + (1 —x)f"(x) + (1 —x) = 0. Or I'équation (1) évaluée en 1 — x donne xf'(1 —x) = f(x) (car



1 — (1 —x) = x) qu'on reporte dans la précédente pour obtenir ’équation du second ordre vérifiée par f :

(B) : —xf'(x) +x(1 = x)f" (x) + xf'(1 — x) = x(1 —x)f"(x) — xf'(x) + f(x) = 0.

Supposons que y solution de (E) soit développable en série entiere, alors il existe v €]0; 1] tel que lon ait

+oo +oo +oo
Vx €]0;7[, f(x) = Y. anx™. On dérive terme & terme : xf'(x) = > napx™ et x*/(x) = > n(n — 1)apx™
n=0 n=0 n=0
+oo
et xf’(x) = Y. (n+ T)nant1x™. On reporte dans (E) et on identifie les coefficients (car r > 0) et on a
n=0

ap =0et Vn € N* nany1 = (n—1)an donc Vn > 2, a, = 0. On trouve donc que f(x) = ajx (ce qu'on
pouvait voir instantanément). On effectue une variation de la constante pour trouver les solutions de (E) non
développables en série entiere : y = Ax avec A deux fois dérivable sur |0; 1[. On reporte dans (E) et on obtient

Vx €]0;1], x(1 = x)A” + (2 = 3x)A’ = 0. Comme x — x(1 — x) ne s’annule pas sur |0; 1] et qu’une primitive

dea:xm 2=3 _20-x)—x_2_ 1 sur J0;1[ est A @ x = 21n(x) + In(1 — x), on a d’apres le
x(1 —x) x(1 —x) x  T-—x

cours : N = qe 2= — & ayec ¢ € R. Comme 1 =l=x+x 1,1
* —x) * (1 —x)  x*(1-x) x* + x(1 —x)

x%(1
1 _ 1—=x4+x _ 1 1
d - 1,1
one x*(1 —x) x(1 —x) x o x? +
+

Vx €]0;1[, A = aln(x) — & —aln(1 —x)
x

%, on intégre (sur 'intervalle ]0;1[) et on trouve la relation
—x

B avec (o, B) € R2. Les solutions de I’équation homogene linéaire

du second ordre (E) sur ]0;1] sont les y : x — a(xIn(x) — 1T —xIn(1 —x)) + Bx = ayi(x) + Pyz(x) avec

(o, ) € RZ et y7 : x > x1In (] i x) — 1 ety;z:x+ x. La fonction f est donc de cette forme mais elle est

continue en 1 donc, comme 117}1 y1(x) = —o0 et HT y2(x) =1, cela impose o = 0. Ainsi, f : x — Bx.
X— 1= X— 1=

1 1
Synthése : si f : x — Bx, alors f est continue sur ]0; 1] et f1 @dt = f] Bdt =p(1—(1—x)) = px = f(x)
—X —X

pour tout réel x €]0;1], donc f est solution.

Conclusion : les solutions cherchées sont donc toutes les fonctions proportionnelles & x — x.

Le systéme équivaut & X' = AX si 'X = (x y). Or, apres calculs, on trouve xo = (X — 1)2. Ainsi 1 est

2

-2 -2
de 1 vaut 1. Ainsi, A n’est pas diagonalisable. Comme xa est scindé dans R[X], A est trigonalisable dans
1 1
0 1
vecteurs vi et vy tels que B = (vq,v2) est une base de R? et Av; = vq et Avy = v +v2. Apres calculs

d’ordre algébrique 2 dans A alors que, comme A —1; = ( est de rang 1, la multiplicité géométrique

M3 (R). On cherche une matrice inversible P telle que A = P ( ) P~1 ce qui revient & chercher deux

Avi = vy avec vi = 2e; — 2e2 et Avy = vi + v, avec v2 = e;. Comme v; et v2 ne sont pas colinéaires,
.. 2 1 1 1

B = (v1,v2) est une base de R?. Ainsi A = PTP~! avec P = <_2 O> et T = (O 1>. En posant

Y=P'X,;onaY =P X et X = AX <= X = PTP"'X <= Y’ = TY. En posant 'Y = (a b), on

r_
doit donc résoudre le systéme plus simple (S’) : {g, B g—&—b. Orv =b <= (33 € R, b = Be') et

a' =a+pe' < (Ju € R, a = ae' + Bte'). Enfin, les solutions de (S) sur R sont les fonctions X = <:>

(200 + B)et + 2Btet
—2xet — 2ptet :

telles que I(o, B) € R2, Vi € R, X(t) = (;‘8) - (



t t
a. Pour avoir la majoration, il suffit de montrer que Vt € [a; +oo[, C + f u(s)v(s)ds < Cexp (f v(s)ds).
a a

C+ f: u(s)v(s)ds

e Si C > 0, définissons donc la fonction f : [a;+oo[— R par f(t) = . Comme u et v

Cexp ( f: v(s)ds)

sont continues sur [a;+oo], par le théoreme fondamental de lintégration la fonction f est dérivable sur

u(t)v(t)Cexp (f v(s)d ) C+f s)ds)Cv(t) exp (f:v(s)ds)
C? exp (Zfa v(s )ds)

. D’apres l'inégalité de 1’énoncé, on en déduit

[a;+oo[ et on a Vt > a, f/(t) =

v(o)(u(t) - (C+ I u(s)v(s)ds) )
Cexp (f:v(s)ds>

qu’on simplifie en f'(t) =

que YVt > a, f'(t) < 0 donc f est décroissante sur [a; +o0o[. Mais f(a) =1 donc Vt > a, f(t) <1 ce qui montre
t t
bien que Vt > a, u(t) < C+ f u(s)v(s)ds < Cexp ( v(s)ds).
a a
t
e Pour C =0, d’apres ce qui précede, comme on a Vt > a, u(t) < f u(s)v( <C' 4+ f s)ds pour
a

tout réel C' >0, on a Vt > a, u(t) < C’exp (f: v(s)ds). Il suffit ensuite de faire tendre C’ vers 0 & t fixé
pour avoir YVt > a, u(t) < 0. Or comme u est positive par hypothese, on en déduit que Vt > a, u(t) = 0.

b. Pour utiliser la question précédente, posons u : t — [[X(t)||, C = ||X(a)|] € R4 et v :t — k, alors u et
v sont bien positives et continues sur [a; +o00[ car X et v — |[[v|| sont continues. Par inégalité triangulaire,
vt > q, [[X(1)]] = [[X(t) = X(a) +X(a)|| < [IX(t)=X(a)|[+[[X(a)|]. Or X(t) —X(a) = f: X'(s)ds (on integre co-
ordonnée par coordonnée) et ||X(t) —X(a)|| < f [IX'(s)|]ds < f: k[|[X(s)]|ds : avec X(t) = (X1(t),- -, Xn(t)),

t t
! — / < ( / > < ( ! ) — /
|| f X ds ‘ 1Il/lka<xn (‘ fa Xk S dS ) = 12415221 fa ’Xk(s)|ds = 1]\<Akaéxn fa HX (S)Hds fa ||X (S)Hds7

t
ce qui montre la majoration u(t) < C + f u(s)v(s)ds. Grace a la question a., on peut donc conclure que
a

t
Vi > a, u(t) < Cexp ( [ v(s)ds), ce qui s’écrit aussi ||X(t)]] < |[X(a)|[eXt—9).
a

c. Par linéarité de 1'équation (E), comme X et Y sont des solutions de (E )7 alors Z = X — Y Dest aussi.

En notant A = (aij)i<ijen, comme Z' = AZ, on a Vi € [I;n], Zi(t) = Z ai jZ;j(t) donc, par inégalité
n n

triangulaire, |Z}(t)] < > |ai;]|Z;(t)] < (Z |aiyj|)||Z(t)||. Comme [|Z'(t)|| = 1I\élcix |Z}(t)|, en notant
=1 =1 n

n

k = 11\4.(? (Z |ai,j|) > 0, on a donc YVt > a, ||Z'(t)]| < k||Z(t)||. Ainsi, d’apres la question b., on peut
I i=1

conclure que Vt > a, ||Z(t)|| < ||Z(a)]|e*t~9), cest-a-dire : Vt > a, ||X(t) — Y(t)|| < [|[X(a) — Y(a)||e*(t=9).

a. Analyse : soit 7 > 0 et y :]J0;7[— R (avec v > 0) solution de (E) et développable en série entiére qu’on

—+o0
éerit Vx €]0;1], y(x) = D) anx™ = Y an_2x""? avec v > 0 . On sait d’apres le cours que y est de classe

+0o too
C> sur J0;r] et que Vx € R, y'(x) = Z nanx™ et y’(x) = 3 n(n —1anx™ 2.
= n=2
Pour x €]0; [, y est solution de (E) donc x%y” (x) —6éxy’(x) + (12+x?)y(x) = x?y” (x) —6xy’ (x) +12y(x) +x*y(x)

—+oo oo oo [e's)
quon écrit Y. n(n—1)anx™—6 >, nanx™+12 > anx™+ Y. an_2x™. Ainsi, en isolant les deux premiers
n=2 n=1 n=0 n=2



+oo
termes, x%y” (x) —6xy’ (x) + (12+x?)y(x) = 12a0+12a1x—6a1x+ > [n(n—1)an—6nan+12an+an_2]x™ = 0.

n=2
Par unicité du développement en série entiere, ap = a; =0et Vn > 2, n(n—1)an, —6nan +12an+an_2 =0
donc (n—3)(n—4)an, = —apn_2. Pourn=2,0onaa; =0. Pourn >5, ap = —Gn-2 donc les termes

(n—=3)(n—4)

azn pour n > 2 dépendent de as et les termes azn 41 pour n > 1 dépendent de as.

. . (=1)"ay4 —1)" g,
On montre par une récurrence simple que Vn > 2, azn, = ﬁ et que Yn > 1, arny1 = (272)‘
n—3)! n—2)!
o _Un 2n (_-I)n+1xln+1 3 400 (_])nxln—3 3 o (_])n—HXZn—Z
A1n51,y()—a4z +a32—:a4x oAt g’ Yy
5 (n=3)! n=1 (@n=2)! n=2 (2n—=23)! =1 (@n=2)!

et on reconnait des développements usuels d’olt y(x) = asx> sin(x) + a3x> cos(x).
Synthese : siy: R% — R est définie par y(x) = A3 sin(x) 4+ ux> cos(x) avec (A, 1) € R?, posons la fonction

zZ:x % = Asin(x) + peos(x) qui est C? sur R* et qui vérifie classiquement z” + z = 0. Calculons

!/ 1 / 1

2/(x) = Y00 3809 o iy - W) _ gy (x )sz( %) done Y0 614( )+12y( x) +y( 9 _ 0 ce qui,
X X X X, X

en multipliant par x°, devient x2y” (x) — 6xy’(x) + (12 4+ x?)y(x) = 0 et y est bien solutlon de (E) sur RY%.

Conclusion : Les solutions réelles de (E) sur R sont les y :— Ax> sin(x) + ux3 cos(x) avec (A, ) € R?.

3 sin(x) et x > x® cos(x) définies sur R% forment une famille libre, et qu’on sait

Comme les fonctions x — x
que I'ensemble des solutions sur R* de cette équation différentielle (E) linéaire normalisée homogene est une
plan vectoriel d’apres le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ, on a trouvé toutes les solutions de (E) sur R?,
elles sont donc toutes développables en série entiere.

b. De méme, les solutions réelles de (E) sur R* sont les y :— N'x3 sin(x) + /x> cos(x) avec (M, 1) € R2.

N

Analyse : si y est solution réelle de (E) sur R, alors ses restrictions a R* et a R* sont solutions de (E)
donc, avec ce qui précede, il existe (A, A, u') € R* tel que Vx € R, y(x) = A3 sin(x) + wx3 cos(x) et
Vx € R*, y(x) = N'x3 sin(x) + w/x3 cos(x). On a aussi y(0) = 0 en prenant x = 0 dans (E).

Synthese : soit (A, i, A, 1) € R* ety : R — R définie par y(0) =0, Vx € R7, y(x) = A3 sin(x) + px> cos(x)
et Vx € R*, y(x) = A'x3 sin(x) +u'x3 cos(x), alors y est bien deux fois dérivable sur R avec y’(0) = y”(0) = 0
(avec les taux d’accroissements ou parce que y est développable en série entiere sur Ry et R_ et que ceci
donne les dérivées successives a droite et & gauche en 0) donc y est solution de (E) sur R.

Ainsi, 'espace des solutions réelles de (E) sur R est de dimension 4, il s’agit de Vect(y1,y2,y3,ya) avec
y1(x) =0six > 0et yi(x) =x3sin(x) si x <0, ya(x) =0six >0 et yz(x) =x>cos(x) si x <0, y3(x) =0 si

x <0 et ya(x) = x3sin(x) si x > 0, ya(x) = 0 si x <0 et ya(x) = x> cos(x) si x > 0.

a. Comme f et g sont continues, le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ permet d’affirmer qu’il existe une
unique solution au probléeme de CAUCHY y’ + fy = g avec y(a) = b. Si on note F une primitive de f, les
solutions sur R de I’équation homogene (Eq) : y’ + fy = 0 sont les fonctions y : x = Ae ™" avec A € R. Par
variation de la constante, les solutions sur R de (E) sont lesy : x — (A + fX t)ef W dt)e= ™) avec A € R.
Parmi celles-ci, I'unique solution qui vérifie y(a) = b est telle que (A + f t)efMdt)e (@) = p d’ont

A = bef(@) — foa g(t)efMat. Cest donc la fonction yo : x — (bef (@) — fo g(t)eFMat+ f t)efMat)e=F)



ce qui se simplifie par CHASLES en yo(x) = e T fx g(t)efMat + peF()-Fx),
a

b. En prenant f: x — —x et g = h, f et g sont continues sur R done, d’apres a., les solutions sur R de (E)

sont les fonctionsy : x — (7\+fox h(t)e”*tdt)e®*. D’abord, comme ¥t > 0, |h(t)e” **| < ||h|[oo, re™ " = @(t)
+
et ¢ est intégrable sur Ry d’apres le cours donc, par comparaison, fo >~ h(t)e~*'dt converge. Pour avoir

y bornée sur Ry, comme lim e** = 400 car « > 0, on doit forcément avoir une indétermination et avoir
X—>+00
+o00o

+oo
A+ fo h(t)e™*'dt = 0. La seule fonction candidate est yq : x — —e®* f h(t)e~*tdt. Pour x > 0, par

X
+
I'inégalité de la moyenne, |y (x)| < ||h||oo, r €** fx = e *tdt = [[h]|oo, e [—e ¥ 1 = ||h]]|oo, k-
+oo

Par conséquent, (E) posséde une unique solution bornée sur Ry qui est yq : x — —e® f h(t)e™*tdt.
X

a. Comme f est développable en série entiere sur R, d’apres le cours, f y est de classe C* ainsi que toutes

—+oo —+o0
ses dérivées avec Vx € R, f'(x) = Y nanx™ et f/(x) = > n(n —1)apx™2.
n=1 n=2
b. Pour x € R, xz(l —x)f"(x) = x(1 + x)f'(x) + f(x) = xzf”(x) - X3f”(x) — xzf’(x) — xf'(x) + f(x) qu’on
+oo —+o0 —+oo +oo +oo
écrit > n(n — Danx™ — 3 n(n — Danx™ — 3 nanx™ = 3 napgx™ + Y anx™ Or n(n — 1) est
n=2 n=2 n=1 n=1 n=0

nul pour n = 0 oun = 1 et n est nul pour n = 0 donc on peut faire commencer toutes ces sommes a

n = 0. Dans la seconde et la troisieme, on effectue le changement d’indice p = n + 1 ce qui permet d’écrire
—+oo
X2(1=x)f"(x) =x(1+x)f' (x) +f(x) = ao+ > [n(n—Tan—(n—=1)(n—2)an—1—(n—1)an_1 —nan+an|x™
=1
n oo
Par conséquent, on a ¥x € R, x?(1 — x)f"(x) — x(1 + x)f'(x) — f(x) = ao + Y. bn(an — an_1)x™ avec
n=1

by =(m—1)2puisquen(n—1) —n+l=mn-12et(n—1)n-2)+n—-1)=(n-1)=2
(

c. Soit f une solution développable en série entiere de (E) sur | — 1; 1], d’apres la question précédente, ap = 0
—+o0

et Vn > 2, an = an—1 donc f(x) = Y a;x™ = ]a1x (série géométrique). Réciproquement, si on pose
n=1 -x
1 / 1 " 2 5
x X g1 =1 et =2 4 tout réel x €] — 1;1
Y1 X o + on a yj(x) 0= ety (x) L onc pour tout réel x €] [, on

2 1 X 9
—=—— —x(1 X —— =0d
(1—x)° x(14x) (1—x) T ou

20 X0 = 3(1 405 3) 4 1) = 25X X0 2

d. On vient de voir qu’en fait yq : x +— : est solution de (E) sur chaque intervalle o (E) est sous

obtient x%(1 —x)y¥ (x) — x(1 + %)y} (x) +y1(x) = x*(1 — x) x

=0 : y est solution de (E) sur | — 1;1[.

X

forme normalisée, & savoir 11 =| — 00;0[, I2 =]0; 1] et I3 =|1; +oc[. Effectuons une variation de la constante,

cherchouns les solutions de (E) sous la forme y : x > }]\(ﬂ = A(x)y1(x) avec A deux fois dérivable sur I'un des
—x

intervalles Iy.. En remplacant dans (E), x*(1 — x)A”(x)y1(x) + 2x2(1 — x)A' (x)y] (x) — x(1 + x)A'(x)y1(x) = 0

car yj est solution de (E) donc les A(x) s’éliminent. Comme yi(x) = % et yi(x) = (1]7)2, apres
—x —x

simplifications, la fonction A vérifie (F) : xA”(x) + A’(x) = 0. Les solutions sont les fonctions A telles que

N(x) = 2 avec a € R donc A(x) = aln(|x|) + b avec (a,b) € R?. Les solutions de (E) sur l'un des trois
X

x(ak In(|x|) + bk)

1 avec (ay,by) € R2.
—x

intervalles Iy sont les fonctions yy : x —

A détailler mais en terme de raccord, 'équation (E)



bx

e admet comme solutions les fonctions y : x — 3 avec b € R sur | — oo; 1[.

aln(x)

: avec a € R sur |0; +o00[.
—x

e admet comme solutions les fonctions y : x —
e admet sur R seulement la fonction nulle.

La dimension de 'espace des solutions de (E) sur I est donc :

e 2si1=]—o00;0[ oul=|0;1[ oul=]1;+o0|.
o 1siI=]—o00;1] oul=]0;+o0[.
e 0sil=R.

a. Comme les deux fonctions t —» cos(t)e™ V! et t — sin(t)e™ V! sont continues sur R, par le théoréme fon-

damental de Iintégration et par opérations, la fonction yo est de classe C' sur R, et on a I’expression
yp(x) = cos(x) j;)x cos(t)eVidt + sin(x) fox sin(t)e Vit + sin(x)cos(x)e™V* — cos(x) sin(x)e"V* donc
yo(x) = sin(x) fox sin(t)e~Vtdt + cos(x) fox cos(t)e"Vtdt. De méme, yh est de classe C! sur R, et on a
Yo (x) = —sin(x) fox cos(t)e™Vldt + cos(x) fox sin(t)e Vit + sin(x)e V™ + cos?(x)e VX = —yo(x) + e V¥
donc yo est bien solution sur R de I'équation différentielle (E).

b. Les solutions sur R’ de I’équation homogene (Eo) : y” +y = 0, comme les solutions de I’équation
caractéristique z2 4+ 1 = 0 sont z = +i, sont les fonctions y : x + acos(x) + bsin(x) avec (a,b) € R?. Par
théoreéme de structure, comme on connait une solution particuliere de (E) d’apres a. et que, par linéarité de
l'intégrale, yo(x) = fox(sin(x) cos(t) — cos(x) sin(t))e~Vidt = fox sin(x — t)e~Vtdt, les solutions de (E) sur
R* sont les fonctions y : x — acos(x) + bsin(x) + fox sin(x — t)e~Vtdt avec (a,b) € R2.

c. La fonction g : t — e~V est continue sur R4 par opérations et que g(t) = o(%) car lim ute % =0
—+o0 t u—-+o0

par croissances comparées, la fonction g est intégrable sur R par comparaison aux intégrales de RIEMANN.
d. Bien sir, si {g = &, = 0, il est clair que f : x — a(x)cos(x) + b(x)sin(x) tend vers 0 en +oc.

Réciproquement, si f : x — a(x) cos(x) +b(x) sin(x) admet une limite finie € en +00, comme liT f(nm) = ¢,
n—+oo

ona Um (—1)"a(nm) = € ce qui prouve que {q = { = 0. De méme, comme lim f(m'c—|— ﬂ) ={ ona
n—-+4oo n—+oo 2

nETOO(fU“b (mr + %) = { ce qui prouve que {;, = { = 0. Par double implication, on a bien montré que
pour deux fonctions a,b : Ry — R ayant des limites finies {, et {p respectivement en +oo, la fonction
f:x — a(x)cos(x) + b(x) sin(x) admet une limite finie en +0co si et seulement si {4 = ¢, = 0.

e. Les deux fonctions f; : t — cos(t)e"VE et £, : t > sin(t)e” V! sont continues sur R, et, comme
1f1(t)] < e VEet [f2(1)] < e VY, on en déduit que f; et f, sont intégrables sur R, par comparaison avec
la question c.. On peut écrire y : x — (a - fox sin(t)e"ﬁdt) cos(x) + (b + fox cos(t)e*‘ﬁdt) sin(x)
les solutions de (E) et les fonctions x — a — fox sin(t)e Vidt et x > b + fox cos(t)e~Vtdt admettent

. . o Vi +oo Vi s
respectivement pour limite {4 = a — fo sin(t)e”Vidt et &, = b + fo cos(t)e”V'dt en +oo. D’apres
la question d., la fonction y admet une limite finie en 400 si et seulement si £, = ¢, = 0 c’est-a-dire

. . oo . Vi +oo Vi o .
si et seulement si on a a = fo sin(t)e”Vidt et b = —fo cos(t)e”Vtdt. Ainsi, la seule fonction y

solution de (E) sur R* qui admet une limite finie en +oo est la fonction y; dont I'expression est donnée par



[ee) +oo
Y1 i x = (fo sin(t)e Vidt — fox sin(t)e“/{dt) cos(x) — (fo cos(t)e Vidt — fox cos(t)e“ﬁdt) sin(x)
oo —+oo o0
qui se simplifie en y1(x) = cos(x) f sin(t)e~Vtdt — sin(x) f cos(t)e Vidt = f sin(t —x)e~Viat.
X X

X

21.10) a. Soit (a,b,a,B) € C* et f: R% — R (on aurait aussi pu considérer les fonctions & valeurs complexes)
définie par f(x) = ax* 4+ bxP. Alors, ¥x > 0, f(x) — f'(1/x) = ax® + bxP — (aox'=* 4+ bpx'~P). Si on

suppose que la fonction f est une solution réelle de (E) sur R% et qu'on impose o = 1 — {3, on obtient
+a—-bp =0
—ax+b =0
comme seule solution a = b = 0, on doit avoir T — ap = 0 (déterminant nul du systeme). Cela donne

Vx > 0, f(x) — f'(1/x) = (@ —bB)x* + (b — aa)xP = 0. Pour que le systéme { n’ait pas

1 —a(l —«) =1 —a«+a«® = 0 ce qui donne classiquement (& l'ordre prées) a = —j2 = 14 ié et
p=—j=x % \[ On a donc Vx > 0, f(x) = ae*'™) 4 peP () ce qui se décompose en :
Re((x)) = & ((Re(a)+Re(b))cos (@) + (Im (b) — Tm (a)) sin (@)),

3
—
—
—
x
Ra))
=
I

V& ((Re (@) ~ Re (o)) sin (V3E0D) 4 (1m () + 1m (1) cos (V20

Mais comme on a pris f & valeurs réelles, ceci implique la condition Re (a) — Re (b) = Im (a) + Im (b) = 0 car

V31n(x) ) V31n(x) )
2 2

les fonctions x - sin ( et x — cos ( forment une famille libre dans (R, R), c’est-a-dire

+a—ax =0
_ qui a par exemple comme
—acx+a =0

solution non nulle a = e~/ b = ¢/® si on impose en plus |a| = 1 qui s’écrit aussi @ = 1. La fonction
a

b = @ comme on pouvait s’y attendre. On résout alors le systeme {

fo 1 x s e/ 6x1/241V3/2 4 oim/6,1/2-1V3/2 o5t donc solution de (E) sur R% et a valeurs réelles. Elle s’écrit

aussi, fo : x — 24/x cos (? In(x) — %)

b. La fonction nulle est solution de (E) sur R%. Si (f,g) € S% et A € R, alors Af + g est dérivable de R*
dans R et on a Vx >0, (Af+ g)'(1/x) = M'(1/x) + ¢'(1/x) = Af(x) + g(x) = (Af + g)(x) par hypothese donc
M +g € S. On vient d’établir que S est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions dérivables
de R} dans R donc que S est lui-méme un espace vectoriel.

c. Sif: R% — R est solution de (E), comme Vx > 0, f'(x) = f(1/x) (1) et que f est dérivable sur RY, en
dérivant (1), on obtient ¥x > 0, f(x) = —M = —]:((—);). Ainsi, f est aussi solution sur R de I’équation

X

différentielle linéaire homogeéne du second ordre (E') : x?y” +y = 0. Soit f : R% — R une autre solution de

(E), alors f et fo sont solutions de (E') sur R donc, par linéarité de (E’), la fonction g = f — %fo est aussi

V3
solutions de (E), on a aussi g’(1/x) = f'(1/x) — % 6(1/x) = f(x) — (T o(x) = g(x) donc ¢'(1) = g(1) = 0.

Par I'unicité au probleme de CAUCHY, il existe une unique solution y de (E) sur I'intervalle R telle que

solution de (E’). De plus, g(1) = f(1) — fM) _ g car fo(1 ( ) = V/3. Mais comme f et fo sont
)¢

y(1) =y'(1) = 0, et il s’agit de la fonction nulle. Ainsi, g = 0 donc f = %fg. On vient de montrer que

S C Vect(fp) et on a vu en a., par linéarité de (E), que Vect(fo) C S. Par double inclusion, S = Vect(fo).



21.11 ) a. D’apres le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ, comme les fonctions x — 2x et x — 1 sont continues sur R
et que (E) est normalisée, il existe une unique solution f de ce probleme de CAUCHY (E) et cette fonction f

est définie sur R en entier. Soit g : R — R définie par g(x) = —f(—x), alors g est dérivable par opérations
car f l'est et on a Vx € R, ¢'(x) = f(—x) donc ¥x € R, ¢'(x) = f'(—x) = 2(—x)f(—x) + 1 = 2g(x) + 1 avec
g(0) = f(—0) = 0 car f est solution de (E). Comme f et g sont solutions de (E), par I'unicité précédente, on
a f = g donc f est impaire.

b. Analyse : supposons f développable en série entiere sur R, comme f est impaire, il existe (an) € RY

+oo
telle que Vx € R, f(x) = > anx?™*! et, en dérivant terme & terme (1 ’intervalle ouvert de convergence est

n=0
+oo
ici R), ¥x € R, f'(x) = > (2n + 1)anx?™. Ainsi, ¥x € R, Z (2n + Dapx®™ =142 Z an_1x*™. On
n=0 n=1
peut identifier par unicité des coefficients d’un developpement en série entiere (ici R = +00) et avoir ap = 1
. 2 - = . 4k 4™ nl
tVn e N - _1. Ainsi, Vn € N :( ) - -
e v an = gy ane Alnst ¥n € Nan = (T 557 Jao = 1T 55550 = g i P
7 RT . T 4TL Tl' 2 1
télescopage multiplicatif et on a Vx € R, f(x) = Y, ——T_xn+1,
2n+3 2
. : " n! Anp1X 4n+1)
Synthese : Soit an = Tk e N. P € Rx, %ntl = 2 X2
nthese oit an Gt 1 pour n our x It (2n+3)(2n+2)x ot
2n+3
donc lim % =0 < 1 et le critére de D’ALEMBERT montre que la série Y. anx?™*! converge
n—+o0o anpX n>0
absolument. Ainsi, le rayon de convergence de > anx?™*! vaut +oo. Soit la fonction h : R — R définie
n>0
+o0 +o0 n too n
par Vx € R, h(x) = > anx®™! = Z 47'n!'x2“+1. Onah'(x) = > (2n+1)apx?™ = Z 4%l on
n=0 (ZTL + ])' n=0 ( )

+°°4n 1( —1)!

+oo
et 2xh(x) = 2 21 an_1x* =2 Z 1), x*™ donc h = f d’apres I'unicité de la question a. car
n=

ool | =Xy 24" (n—1)!
(x) = 2xh(x) = Z55 T 2 ((zn)1 n—1) /)" et h(0)
“+oo n
Par analyse-synthése, f est bien développable en série entiere sur RetonaVx € R, f(x) = (247_‘;1%)'7(2“‘” .
n=0 (4N :
c. Les solutions réelles sur R de ’équation homogene (E) : y’ = 2xy sont les fonctions y : x +— Aex’
En écrivant y : x — 7\(x)e"2 avec A : R — R dérivable, y est solution de (E) : y’ = 2xy + 1 si et

seulement si Vx € R, A (x)eXZ + Zx?\(x)e"Z = 2>c7\(x)e"2 + 1 ce qui donne, apres simplification habituelle
X
des A(x), Vx € R, N(x) = e donc Alx) = fo e tdt + o avec o« = A(0) € R. Ainsi, les solutions de

X
(E) : y =2xy+ 1 sur R sont les fonctions y : x +— ae®” + e fo e~t"dt. Comme f(0) =0, ona a =0

+oo 2n

X X
donc Vx € R, f(x) = e’ fo e~ dt. On sait que Vx € R, e = > X—' et que, puisque x — . et dt est
n=0 M-
+oo (__1\n;2n x +oo (_1\n,2n+1
la. primitive de t 5 e=t" = 3 % qui s’annule en 0, on a Vx € R, f e Hdt= Y (1)7)(
= n! 0 = (n+1)mn!

Comme les rayons de convergence de ces deux derniéres séries entiéres sont égaux a +oo, par produit de
+oo Zn) (Jroo (_])nXZnJr]) +oo

CAucCHY, on a f(x) = ( > Xn—| > > ( E N (-1)* )XZ”‘H. Par unicité

=0 = nl2n+1) n—K)K(2k+ 1)

n=0

. - N ! o (-1)
du dével £ t donc Vn € N, 4%n!_ _ .
u développement en série entiere, on a donc Vn nt 1) kZ::O = K2k +1)
16 x2 _ 4 _ 1 1 1

120 15 2 3 10

Par exemple, pour n =2, on a



21.12] a. La fonction h : u — ﬁ est continue et intégrable sur R par comparaison aux intégrales de
u”+u

2 +
RIEMANN car u? +u+1 = (u + l) +3>0et h(u) ~ —5. Ainsi, I = f > zdiu existe. De plus,
2 4 +oo uZ —oo u”+u+1

2du

f+°° du 2 f+°° V3

e w ce qul montre
V3

i 4
classiquement, I = TN 33 2ut+NZ 3
( IS (55
4 V3
+

quelz[\}g/\rctan(z\@]ﬂ_oo \%(%_(_%)):%

/
b. Comme Vx € I, % = 1, en intégrant cette égalité sur un segment [a;b] C I, on a
x X
b f/(X) b £ N PN 1
————t——dx = x = b —a. Or f est dérivable sur I par hypothese et méme de classe
| T [ ax =1 Or f est dérivabl I par hypothése et de classe C
a X X a

sur I car f' = 2 +f+ 1 est continue sur I. Par le changement de variable u = f(x), comme f est une bijection
strictement croissante et de classe C' de [a;b] dans [f(a); f(b)] (inutile ici car on est sur un segment), on a

fo)  gqu : : ‘oo 4q 2
—————— = b — a ce qui montre avec la question précédente que b — a < ——du 2T
ff(a) WZuti 4 4 P 4 <J. Crutl V3

Ceci montre bien que I est borné et on peut méme affirmer que sa longueur est inférieure ou égale a \2/7;:
x f(t)
xo F(t)% + f(t) +1

x f/(t) f(x) du |: 2 (Zu +1 ):| f(x)
u = f(t) comme avant, ——————dt = ————— = | 5= Arctan et on
® xo f(t)? +f(t) + 1 f(xo) u? +u+1 V3 V3 /L f(xe)

obtient \% Arctan (%) —% Arcta (%) = x—xp. Comme Arctan (%) € ] —%; % |:7

. Zf(Xo) +1
on obtient I C | — = +xp —m ; T 4 xog—mp| =] avec mgy = LArctan (7) et, pour x € J,
‘| \/g 0 0 \/g 0 0 ] 0 \/g \[3 p ]

2f(x)+1):ﬁ
V3 2

lexpression de la fonction f, Vx € J, f(x) = (\[tan (\[ (x —x0 + mo)) — 1).

X
c. Soit xo € [ et x € I, on a comme en a. et b. dt = f dt = x—x(o mais aussi, en posant
X0

2f(x) + 1

comme Arctan ( (x — X0 + mo), on a T = tan (?(x — X0 + mo)) ce qui donne

Par exemple, si xo = f(xo) = 0, I'unique solution maximale de (E) : y’ =y? +y + 1 qui s’annule en 0 est

47t V3 . . o
f:]= } ; [ — R définie par f ( 3tan ( x+ = ) — 1) ui se transforme par trigonométrie
J 333 \[ par f(x) = (/3 z q par trig

V3 V3 T V3 s ™ (V3 A V3 T
Tssm (;x—&—f) —lcos (—3x—|—7> cos (g) sin (—Sx+ )— m<6)cos (ix—&—g)

6 2 2 6 2 2

n f(x) = =
’ cos (igx + E) cos (X + E)
sin (ﬁx)
2

—3 .
cos (ix -+ E)
2 6

Sif:I— R est solution de (E), posons g : ] + a — R définie par g(x) = f(x —a), alors Vx € ]+ a, x —a € 1

donc en f(x) =

done f'(x —a) = f(x —a)> + f(x —a) +1 = ¢’(x) = g(x)? + g(x) + 1 donc g est solution de (E) sur | + a. Les

graphes des solutions de (E) se déduisent donc toutes de celle explicitée ci-dessus par translation de (a,0).



21.13| Analyse : soit f : R — R continue, vérifiant Vx € R, f(x)JrfOX (x—1)f(t)dt = 1 qu’on développe, par linéarité

X X
de l'intégrale de fonctions continues sur des segments, en f(x) + x fo f(t)dt — fo tf(t)dt =1 (1). Comme
X X
f1 1t — f(t) et f2 : t — tf(t) sont continues sur R, les fonctions Fy : x — fo f(t)dt et Fa : x fo tf(t)dt
sont de classe C' sur R par le théoréeme fondamental de I'intégration (ce sont les primitives de f; ou f qui

Sannulent en 0). En dérivant (1), ona Vx € R, /(x) + [ f(t)dt+xf(x) =xi(x) = £ (x) + [ f()at=0 (2).
On dérive & nouveau (2) pour avoir Vx € R, f/(x) + f(x) = 0 (3). Comme les solutions de 1’équation
caractéristique z2 + 1 = 0 de cette équation différentielle linéaire & coefficients constants du second ordre
sont z = =i, les solutions sur R de (3) sont les fonctions y : x = A cos(x) + B sin(x) avec (A,B) € R?. En
prenant x =0 dans (1) et (2), on a f(0) =1 et f/(0) =0 donc A =1 et B =0. Ainsi, f = cos.

Synthese : Soit f = cos, alors pour tout x € R, en posant u(t) = x—t et v(t) = sin(t) dans fox (x—1) cos(t)dt,

les fonctions u et v étant de classe C' sur [0;x], par intégration par parties, on a la relation souhaitée, &
X X
savoir f(x) + fo (x — O)f(t)dt = cos(x) + [(x — ) sin(t)] + fo sin(t)dt = cos(x) + [~ cos(t)]5 = 1.

X
Conclusion : la seule fonction f : R — R continue vérifiant Vx € R, f(x) + fo (x —t)f(t)dt =1 est f = cos.

n
21.14]a. Soitn € Nety :x Y. axx¥ avec an # 0 une solution polynomiale (non nulle) de (Eq) : x%y”—2y = 0.
k=0
2.1

Le terme de degré maximal dans la fonction polynomiale x — x“y”(x) — 2y(x) est d’ordre n et il vaut

2 —n—2)anx™ = (n+1)(n — 2)anyx™. Ainsi, puisque x?y”(x) — 2y(x) = 0, on a

(mn=1)an —2an)x" =(n
(n+1)(n —2)an et, puisque an #0, (M +1)(n—2)=0doncn=2carn+1>0.

Prenons donc y : x — axx? +ajx+ aop, alors y”(x) = 2a, donc 2a;x? —2azx? —2a1x —2ap = —2a1x—2ap = 0
pour x € I ot I est l'intervalle sur lequel on résout (Eo) et ceci équivaut a la nullité du polynéme —2a1X —2ao
donc & ap = a3 = 0. Les solutions polynomiales de 1’équation homogene (Eo) sont les fonctions y : x — axx?.

b. Soit I = R% ou I = R*. Pour une fonction y : I — R deux fois dérivable, on définit z : I — R par

z(x) = @ donc y(x) = x?z(x) (méthode de LAGRANGE) de sorte que z est aussi deux fois dérivable sur I
X

et qu'on a l’équivalence, puisque y”(x) = 2z(x) + 2xz’(x) + x?2”(x) par la formule de LEIBNIZ :
(Wx €1, x2y"(x) — 2y(x) = 3x%) <= (¥x €1, x?(2z(x) + 4x2/(x) + x%2"(x)) — 2x?z(x) = 3x?)
— (Wl 2 (x) +x%2"(x) = 3)

< (Vx €1, x?a’(x) +4xa(x) =3) en posant a = 2’

Les solutions de (Fo) : x%y’ +4xy = 0 sur I sont les fonctions y : x ~> % et, par méthode de variation de
X

i
la constante, puisque 7\—2 = 3 équivaut a A : x — x> + « avec « € R, les solutions de (F) : X2y’ +2xy =3
X

3
sont les fonctions y : x — X% — 1y & avec o € R. Ainsi, y est solution de (E) sur I si et seulement si
X X

x
2 ix Ly & avec « € R et donc y est solution de (E) sur I si et seulement si z : x — In(|x|) — ;% + B avec
X x x

(a, B) € R%. En conclusion, les solutions réelles de (E) sur I sont les fonctions y : x — x? In(|x|) + % + Bx?

avecA:f%ERetB:BER.

c. Analyse : soit y : R — R une solution de (E) sur R, alors ses restrictions a R} et R* sont a fortiori



des solutions de (E) donc, d’apres la question précédente, il existe quatre réels Ay, A2, By, B2 tels que l'on ait

Vx < 0, y(x) = x? ln(|x|)+h+81x2 et Vx > 0, y(x) = x? 1n(|x|)+&+82x2. Avec x = 0 dans (E), y(0) = 0.
X X
La continuité de y en 0 montre que A; = A, = 0 car 1112)1 (x* In(|x|) +B1x?) = 1112)1+(x2 In(|x|) + B2x?) = 0.
x—0~ —

Pour tout By et tout B, y/(0) = tim Y01 =Y(0) _ 4 coy tim (xtn(fx]) + B1x) (x tn(|x]) + Bax) = 0.
x—0~

x—0 x—0
On calcule Vx < 0, y'(x) = 2xIn(|x]) + x + 2B1x et ¥x > 0, y'(x) = 2xIn(|x|) + x + 2Byx. Mais comme

Ly —v(0) - : Ly () —y'(0)
lim 22— = 1112)1 2n(]x]) + x+2B7) = —oco = lim 2In([x|) + x4+ 2B3) = lim 2=2=~—22"1la
x—0—

x—0~ x—0 x—0+ x—0+ x—0

= lim
x—0t

fonction y n’est pas deux fois dérivable en 0.

Pas besoin de syntheése puisqu’il n’y a aucune solution de (E) sur R.

X—4 3 -3
21.15)a. xm = | =5 X+3  —4 | =(X—=4)(X+3)(X+1)—12—-30+3(X+3)+15(X +1) — 8(X — 4) avec
1 -2 X41

SARRUS qui se développe en xpm = X3 —3X +2= (X = 1)(X> + X —2) = (X = 1)?(X +2).

Comme xp est scindé sur R, la matrice M est trigonalisable dans M3(R) d’apres le cours.
3 -3 3

CommeM —Iz3=1| 5 —4 4 est de rang 2 car les deux premieres colonnes sont indépendantes et les
-1 2 =2

deux dernieéres opposées, par la formule du rang, on a dim(Ker(M —13)) = dim(E;(M)) = 1. Cette dimension

n’étant pas égale a 'ordre de multiplicité de 1 dans xpm, M n’est pas diagonalisable dans M3(R).

b. La matrice M — I3 ci-dessus montre que E1(M) = Vect(vy) avec vi = (0,1,1). De méme, comme on
6 -3 3

a M+ 203 = 5 —1 4| et que C; + C2 — C3 = 0 dans cette matrice, on a E;3(M) = Vect(v3) avec
—1 2 1

vz = (1,1,—1). On cherche un vecteur v € R3 tel que Mv, = v +v1 qui équivaut & (M — I3)vy = v.
0 1 1

On constate que v; = (1,0, —1) vérifie cette condition (il y en a d’autres). Posons P = |1 0 1 la
1T -1 -1

matrice de la famille B = (v1,v2,v3) dans la base canonique de R3. Comme det(P) = 1, B est une base de

1T 1 0
R3 et, par formule de changement de base, onaM =PTP~ ' avecT=[0 1 0 (réduction de JORDAN).
0o 0 -2
x' = 4x—3x+3z X
Le systeme différentiel {y’ = 5x —3y 44z sécrit X’ = MX avec X = [y |. Pour x,y,z : R = R
2= —x+2y—=z z
a
dérivables, on pose Y = P~'X = [ b |, alors a,b,c sont aussi dérivables sur R par opérations et on a
c
ad= a+b
X =MX <= X =PTP "X <= P X' = TP~ 'X <= Y = TV. Les solutions du systeme {b’ = b sont
= -2

bt e, ¢t ye 2! puis, en reportant, a : t — (« + pt)et avec («, B,y) € R3 donc les solutions du
systeéme de 1’énoncé sont, comme X = PY, toujours avec (&, ,y) € R3, x : t = b(t) +c(t) = pet +ye 2t

y:teat) +e(t) = (et Btlet +ye 2t z:t s a(t) —b(t) —c(t) = (x + pt)et — et —ye 2t



