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Probléme : espaces euclidiens
(Extrait de CCP MP 2014 maths 2)

Partie I : Questions préliminaires

1. Version vectorielle : soit £ un espace euclidien et u un endomorphisme auto-adjoint de E, alors x, est scindé sur
R et il existe une base orthonormée de F formée de vecteurs propres de u. En d’autres termes, F est la somme
directe orthogonale des sous-espaces propres de u.

Version matricielle : soit un entier n € N* et A € M,,(R) une matrice symétrique a coefficients réels, il existe une

matrice orthogonale P € O, (R) et une matrice D € M,,(R) diagonale telles que A = PDP™.

2. a)

b)

n n n
Siz= Z x5, on a s(x) = Z Aix;e; done comme 3 est orthonormale, on a | Rs(z) = Z ;w2

i=1 i=1

n

n n
Si ||z|]| = 1 alors fo =1 et comme A\ < \; < Ay, on a Alzxf < Rs(z) < )\an?, ce qui donne bien
i=1 i=1 i=1

‘/\1||x||2 < Ry(z) < Moll2)? ‘ car f3 est orthonormale donc ||z||* = fo

f est continue sur [0;7/2] car f(t) = {(cos(t)A\1e1 + A sin(t)e,|cos(t)e; + sin(t)e,) = Aj cos?(t) + A, sin?(t)
car 1 1 &, sont unitaires. Comme f(0) = A; et f(7/2) = A, le TVI montre qu’il existe ¢ € [0;7/2] tel que
x = cos(t)ey + sin(t)e, vérifie Ry(z) = A = \||z||? car ||z||* = cos?(t) + sin?(¢) = 1 par Pythagore.

Si s est autoadjoint positif, soit A une valeur propre de s, il existe donc un vecteur non nul z € E tel que

s(x) = Az. Alors (s(z)|z) = (A\z|z) = Ma|z) = M|z||* = 0 par bilinéarité du produit scalaire donc, comme

(s(@le)

Hx||2>0(:ara?7éOE,ona)\:W

Si s est autoadjoint défini positif, soit A une valeur propre de s, il existe donc un vecteur non nul z € E tel

que s(x) = Az. Alors (s(z)|z) = (\z|z) = Mz|z) = M|z||* > 0 par bilinéarité du produit scalaire donc, comme
(s(x)]z)

Hx||2>Ocarx7éOE,ona)\:W>O.

x

Si s n’admet que des valeurs propres positives, soit 8 = (€1, - , €,) une base orthonormée de E telle que, pour

tout i € {1,--- n}, €; est un vecteur propre de s associé a la valeur propre \;. Soit z un vecteur de £ qu’on

décompose x = Z Tpek, alors s( Z A€ par linéarité de s donc ( Z )\kxk 0 car 8 est une
k=1 k=1

base orthonormée de F.

Si s n’admet que des valeurs propres strictement positives, soit 5 = (€1, - ,€,) une base orthonormée de E

telle que, pour tout i € {1,---,n}, & est un vecteur propre de s associé & la valeur propre \;. Soit x

n

un vecteur non nul de F qu’on décompose x = E Tpeg, alors s(x) = g ApTrp€r par linéarité de s donc
k=1

Z Akxk 0 car 8 est une base orthonormée de E. De plus, I'un des x; est non nul car = est non

nul donc l’un des \xZ3 est strictement positif donc, par somme, (s(x)|x) > 0.

Par double implication, on a montré que s est autoadjoint positif (respectivement autoadjoint défini positif) si
et seulement si les valeurs propres de s sont toutes positives (respectivement strictement positives).

On a s, ; = (e;|s(e;)) car la base canonique (e1,--- ,e,) est orthonormale donc s;; = (e;|s(e;)) = Rs(e;).

Comme le vecteur e; est unitaire, on en déduit avec 2.b que | A\ < s;; < Ay



Partie I1

n
1. Ona ||Gj|]* = Zaij = 1 car le j-ieme vecteur colonne C; de A est unitaire, on en déduit que a?ﬁj <P =1
i=1

donc, en passant a la racine : | |a; ;| <1

2.a) Tl existe d’apres le théoréme spectral (version matricielle) une matrice P € O,,(R) telle que S = PA PT. On a
alors T(A) = Te(PTAPA) et B=PTAP € 0,(R) car B'B = PTATAP = P'I,P = PTP = I,,. Ainsi, on

en déduit 'existence souhaitée : | B = PTAP € O, (R) vérifie T(A) = Tr(BA)

n

Z Aibi i

i=1

<D Ailbial < )N = Tr(S) dapres IL1. Comme
=1

i=1

b) Si B = (b;;) alors Tr(BA) = Z)\ibi,i <
i=1

Te(S) = T(1,,) et I, € O, (R), T(A) =T
r(S) (I,) e € 0,(R), on a Aé%%@ (4) r(S)

Partie I1I

n n n
1
1. On a det(S) = H Ai < ( E )\i> d’aprés l'inégalité arithmético-géométrique (avec A; = 0) ce qui donne bien
n
i=1 i=1

det(S) < (:L Tr(S)) '

2. Ona S) = DTSTD = S, car S est symétrique et si X € M, 1(R) alors X7 S, X = (DX)TS(DX) > 0 car
S € SF(R) donc | S, € S (R)

n
On vérifie que les coefficients diagonaux de S, sont a?si’i donc | Tr(S,) = E afsi,i
i=1

n

3. Pour cette valeur de «, on a Tr(S,) = n et det(S,) = det(D)? det(S) = det(S) H
i=1

. En appliquant ITI.1 a la
Sii

ol
matrice Sy, on a det(S) H

] X
=1 "

)

v

< 1™ donc | det(S) < Hs“
i=1

4. 1l s’agit de montrer que det(S) = 0 s’il existe un indice i tel que s,; = 0; or d’apreés 1.3.b, s'il existe i tel que
si; = 0 alors A1 < 0, on en déduit A; = 0 donc 0 est valeur propre de S et det(S) = 0.
n
5. L’inégalité d’Hadamard s’obtient directement en remarquant que det(S) = H)‘i car, puisque S est symétrique

i=1
réelle, elle est diagonalisable donc semble & la matrice diagonale diag(A1,...,Ay).

Partie IV
1. On vérifie BT = B car AT = A, et si X # 0 alors X7 BX = (QX)TA(QX) > 0 car comme  est inversible,
ona QX # 0. On a donc B € ST (R); enfin, det(B) = det(Q)?det(A) = 1* donc Pour finir, on a

Tr(AS) = Tr(AQAQT) = Tr(QT AQA) = Tr(BA)

2. D’apres la question précédente, ’application A — QT AQ est une bijection de U sur lui-méme (dont la bijection
réciproque est B — QBQT) donc ‘ {Tr(AS),A e U} ={Tr(BA),B cU} ‘

Comme B € S;F(R), ses coefficients diagonaux sont positifs donc ceux de BA aussi et Tr(BA) > 0. On en déduit
que {Tr(BA, B € U} est une partie de R, non vide (car I, € Y donc Tr(A) appartient & cet ensemble) et minorée

par 0 donc ’ m = inf{Tr(AS), A € U} existe‘

n n 1/n
3. On a Tr(BA) = Z Aibii=>n (H )\ibi)i> d’apres l'inégalité arithmético-géométrique (A;b;; > 0).
i=1 i=1

4. On a det(S) = H/\i et, en appliquant l'inégalité d’Hadamard a B, on a Hb” > det(B) = 1. On a donc bien
i=1 i=1

Tr(BA) > n(det(S))Y/"

ol
5. On a déja m > n(det(S))/™. On vérifie que D € SHH(R) et det(D) = det(S)H; = 1donc D € U et

i=1""

m < Tr(DA) = Tr ((det(S))l/”In) = n(det(S))"/™. On en déduit | m = n(det(S))"/"




