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[PARTIE 1 : UNE PROPRIETE DE PERRON-FROBENIUS)

1 . (i 1 1
Commeona‘[;) thdt = ['+1}o = T3
i i

X € Mu,1(R) comme dans I’énoncé tel que XT = (x0 X1 ... %n_1),

si i € N, par linéarité de l'intégrale, pour un vecteur colonne

f()] ()~((t))2dt = j: ( > Xijthrk) dt = > XjXk fO] gtkgr = 3 _ %Xk

0<j,k<n—1 0<j,k<n—1 0<j,ksn—1J +k+1

: 1.
On constate que H,, est symétrique réelle. Par calcul matriciel, XTHp, X = > S L f (X(t))?at.
0<j,ksn—1J +k+1 0

1~
Comme fo (X(t))2dt = 0, on a XTH,X > 0, ce qui garantit que H,, est symétrique positive. De plus, si

1 ~
XTH, X = 0, alors fo (X(t))?dt = 0 et, comme X? est une fonction continue et positive sur [0; 1], on en déduit
n—1

que X est la fonction nulle sur [0;1], donc que le polynéme Y xX* admet une infinité de racines ; il est
k=0

donc nul et on a bien X = 0 ce qui prouve que ’Hn est symétrique définie positive. ‘|

D’apres le théoreme spectral, H,, n’admet que des valeurs propres réelles car son polynome caractéristique
est scindé dans R[X]. De plus, soit A € Sp(Hyn), alors il existe un vecteur X # 0 € My, 1(R) tel que
HnX = AX. Alors X"TH, X = AXTX = A||X||> > 0 d’apres la question précédente. Or ||X||?> > 0 car X # 0 donc

~ XTHpX
- 2
I1X]|

>0. On a bien |Sp(Hn) C R}.

(=) Si X € V, alors HyX = p, X par définition, donc on a directement X"H, X = pn XTX = pp||X]|%.

(<) D’apres le théoreme spectral, en notant Ay < Az < ... < A, = py les différentes valeurs propres
T
de H,, classées dans 'ordre, on a R™ = @EM(HH). Ainsi, pour un vecteur X € My 1(R) = R™ tel
i=1
T
que XTHp X = pnXTX = pn||X||%, il existe (X1,...,X;) € Ea,(Hn) X --- x Ex, (Hyp) tel que X = > Xj,
T T T T =1
alors XTH, X :( > Xi) ( > Aij) = > MX{ Xk par bilinéarité et car X{X; = 0 si i # j. La condition
i=1 j=1 k=1
T T T
XTHnX = pnXTX donne donc pn > [|Xi]|? = 3 Ail|Xi]|?, ou encore 3~ (pn — Ai)||Xi]|> = 0. Ces termes
i=1 i=1

i=1

étant tous positifs, Vi € [1;7 — 1], (pn — Ai)||Xi||* = 0 implique X; = 0. Ainsi, X = X, € Ep, (Hn) = V.

Par double implication, on a bien prouvé que ’X € V si et seulement si XTH, X = pn||X||?.

Pour (<=), on pouvait aussi dire que si X"Hp, X = (X|HnX) = pn||X||?, avec 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

T 2 T 2 T
on a pa[X][2 < [X]] [HnX]l sauf aue [[HnXI[2 = || 3 HaX;||" = || 52 A%]|” = 3 A21131[2 par Pyracore
=1 =1 =1

,
donc, comme 7\]-2 < A2 = p2, cela donne |[HpX||? < p2 Z 11X5]|> = p2IX||? d’ott |[HnX|| < pnl[X]|- Ainsi,
]:

—_

onl X[ < X [HnX|| < pnl|X||? et ces inégalités sont des égalités. D’apres CAUCHY-SCHWARZ, on en



déduit que (X, HnX) est liée. Soit X = 0 et alors X € V. Soit X # 0 et alors HnX = AX mais ||[HnX]|| = pn]|X]|
implique, comme A > 0 d’apres 1.3, que A = p,,. Dans tous les cas, on a bien X € V.

XjXi

Comme H,, est positive, on a XanXo = |X2)—HnXo| = —==
0<j,ksn—1J k41

On utilise alors 'inégalité

triangulaire pour avoir |X HnXo < 30 M = [Xo|"Hn|Xo].
0<j,ken—1J) tk+1

Comme Xo € V par hypothese, d’aprés la question 1.4, XJHnXo = pn|[Xo||? donc pn|[Xo|[? < [Xo| Hn|Xo
T

d’apres I'inégalité ci-dessus. En décomposant comme avant [Xo| = Y Vi avec Vi € Ej, (Hyn ), comme la famille
i=1

.
(V1,...,V;) est orthogonale, on a || [Xo|||> = Z |[Vi||>. De plus, comme les carrés des composantes des

i=1

N
vecteurs X et |Xo| sont les mémes, Xo et [Xo| ont méme norme donc ||[Xo|[? = 3 ||Vil|?, d’ott [Xo|THn|Xo| =
i=1
T T
AVIVE < pn X IVil]? = enl[Xol[2. On obtient donc pnl|[Xol|? < [Xo|THn|Xo| < pnl[Xol[?. Ainsi,
= i=1

1

IXo| "Hn |Xo| = pn|| [Xo| ||* ce qui montre, avec 1.4, que

1

Xo est non nul, or tous les coefficients de H,, étant strictement positifs et |Xo| ayant des coordonnées positives

et non toutes nulles, cela impose que ’toutes les composantes de Hy |Xo| sont strictement positives. |

Alors, comme |Xg| € V d’apres la question 1.5, on a Hp|Xo| = pn|Xo| et, puisque pn > 0, cela implique que

’toutes les composantes de |Xp| sont strictement positives, celles de X sont donc toutes non nulles. |

Soit Xo = (x0,.-.,%n—1) un vecteur non nul de V. Soit Y = (yo,...,yn—1) un autre vecteur de V. Comme

xo est non nul d’apres la question 1.6, on peut former le vecteur X = Y — ¥0X, qui appartient & V par
X0

structure d’espace vectoriel de V. Or, par construction, la premiere composante de X est nulle, et la question

1.6 montre alors que ce vecteur ne peut étre que le vecteur nul. Ainsi, Y = ¥2X, € Vect(Xp). On vient de
X0

montrer que V C Vect(Xp). L’autre inclusion étant évidente, on a ’V = Vect(Xp) est de dimension 1. |

[PARTIE 2 : INEGALITE DE HILBERT)

7T T imo 7 imm —_1\ym _
Commeonaf0 1d0 = m et fo eim949 = [e } € —1_( ]_)

sim € N*, on a par linéarité,

im Jo immn imm

T oi0yai0 1 [T AGH)0 4g d TG0 0 — s aj Vi
fo P(e'Y)e de—fo j;Oa]e de—jgoa]j;) e de = 1j§)(j+1)[( 1) 1].

. g gmt1 ]! 1T— ()™ o o .
Mais on a aussi f : t™mdt = [ T J = 1 si m € N, et par linéarité de I'intégrale, on obtient
- m — m

les relations 1 P(t)dt = Ed: a; 1 tdt = i G - (=)t =1 7rP(eie)eiede (pas d’intégration
=1 I =0 G+1) 0 P &
= j=

par parties complexe méme si formellement cela coincide).

) 1 7T . . 7T .
Comme |—i| = 1 = |e'?] et par inégalité de la moyenne, ‘f : P(t)dt‘ = ‘fo P(e‘e)e‘ede‘ < fo |P(et9)|de.




1 T -
Gréce a la question 1.1, XTH,X = fo IX(t)|?dt < f : IX(t)|?dt car X(t)? > 0 et —1 < 0 olt 'on a posé

. n—1 n—1
X(t) = 3 xtk = Q(t) avec Q = Y. xiX*. En appliquant ce qui précéde au polynéme P = Q?, comme
k=0 k=0

PE)] = [QE)P = K@), |XTHx< [T Q2nar< [TQHe)|a0 = [ [K(e'®) 2ae.

Comme [X(e9)]? = X(e'®)X(el®) = X(e'®)X(e %) car X est une fonction polynomiale réelle et que e?® = e~ .

S n—1 X n—1 . .
Ainsi, |X(e®)2 = ( > xpelvﬂ)( > qu“m) =Y xpxgei® 90 dioi
p=0 q=0 o<p,qsn—1
T o~ . T n—1 —1\P—4a _
f X(e'®)|>de = Y. XpXgq f et®P=d0q9 = S X2+ > xpxq(.])71.
0 0<p, q<n—1 0 m=0 0<pAqn—1 i(p—q)m
en distinguant selon que p = q ou p # q dans la somme précédente et avec les intégrales calculées en 2.1.
—1)P—9 _
Comme les xy sont des réels, la quantité > XpXq (1)71 est clairement un imaginaire pur. Or,
0<p#q<n—1 i(p—q)m

T o~ . n—1
cette quantité vaut aussi f o IX(e*®)[?de —m > x2, qui est un réel, on en déduit que cette quantité est nulle
m=0

(car iRN R = {0}) d’on foﬂ IX(e*®)|?de = m 3 x2,. Ainsi, avec I'inégalité de la question 2.1, on obtient

m
m=0

bien | X"Hux < [T () 2d0 = 0 S <2, = x|
n ~X 0 - o m .

Autre méthode : comme la fonction 8 — [X(e!®)|? = X(e!®)X(e~'°) est paire, on a facilement la relation

T o~ T o~ . ud T imoq7
fo IX(e®)|2d0 = % [ IX(ei)2d0. Or [ 1de=2met [ emOde = [e, } =0sim =0, donc
—7T —7T —7T 1im —7T
T o~ T n-1
JoXE®)Pdo= ¥ xpxq [ elP®%0 = Y 2mxd,
- 0<p,q<n—1 - m=0
-~ . n—1
Par conséquent, plus simplement qu’avant, on trouve aussi fon IX(e'®)|2de = %(271 Zo x%) = 7||X]||2.
m=

Comme la sous-matrice contenant les n premieres lignes et les n premieres colonnes de Hn 1 est la matrice

H,,, on va pouvoir trouver un lien entre p, et pnyi. En effet, soit X,, # 0 € V un vecteur propre de Hy,
Xn
0
XlHan = XTHn+1X en effectuant le calcul. D’apres la question 1.4, XTTlHan = anXnHZ. Comme a la

associé a la valeur propre p,, on pose alors le vecteur X = ) € Mn41,1(R), alors X # 0 et on trouve

question 1.5, il vient aussi X Hp 11X < pny1||X||?. Tout ceci implique que pp ||Xn||?> < pni1]X]|? or il est
clair que [|X|| = |[Xn|| donc, comme [[Xy||> > 0, on a pn, < pna1 et la suite (pn)nen- est croissante. De plus,
si X € V non nul, d’aprés les questions 1.4 et 2.2, XTH,X = pn||X||? < 7||X||? donc pn < 7 car ||X]]? > 0.

Ainsi, la suite (pn)n>1 est croissante et majorée par m.

D’apres le théoreme de la limite monotone, ’ (pn)n>1 est croissante et converge vers un réel ¢ < 7. |




[PARTIE 3 : UN OPERATEUR INTEGRAL

Comme K;, est une fonction polynomiale donc continue sur le segment [0; 1], elle y est bornée et on peut
définir M = ||Kn||oo,[0517- En fait, comme K, est croissante et positive sur [0;1], on a M = K (1) = n mais
¢’est sans importance. Soit f € E, alors pour tout réel x € [0; 1], la fonction @y : t — Ky (tx)f(t) est continue
sur [0;1] et Vt € [0;1], |ox(t)] < M|f(t)| car xt € [0;1]. Par conséquent, comme @y (t) = O(f(t)), le théoreme
de comparaison montre que @ est intégrable sur [0; 1] donc que la fonction Ty, (f) est bien définie sur [0;1].
Pour la continuité de T, (f), on a le choix entre deux approches :

1 1 ,n—1
e Pour x € [0; 1], alors T (f)(x) = fo Kn (tx)f(t)dt = j;) ( > thk>f(t)dt or toutes les fonctions t — t*f(t)
k=0

n—1

sont intégrables sur [0; 1] car Vt € [0;1[, [t*f(t)] < |f(t)], ainsi To(f)(x) = > (fol tkf(t)dt>xk par linéarité
de l'intégrale et la fonction Ty (f) est polynomiale donc continue sur [0;1 [.k:O
e Soit h: [0;1[?— R définie par h(x,t) = K, (tx)f(t) de sorte que T, (f) = j: h(x,t)dt.
- Pour t € [0;1], la fonction x — h(x,t) est continue sur [0;1] car Ky lest.
- Pour x € [0;1], la fonction t — h(x,t) est continue et intégrable sur [0; 1] (on vient de le faire).
- Pour (x,t) € [0;1[%, [n(x,t)] < M|f(t)| et f est intégrable sur [0; 1.
Par théoréme de continuité sous le signe somme, T, (f) est continue sur [0;1] : T,, va bien de E dans E.

De plus, si (f,g) € EZ et A € R, par linéarité de I'intégrale, pour tout réel x € [0;1], on a

Ta(M 4 9)(0) = [ Kn(b) (1) + g()at = A [ Kn(00r(0)at + [ Kn(6)g(t)at = ATa(H)() + T (g) (x)

ce qui montre que Ty (Af + g) = AT (f) + Tn(g) donc que T, est linéaire.

Enfin, comme on a vu que T, (f) est une fonction polynomiale, elle est intégrable sur [0; 1] (sur [0;1] aussi

d’ailleurs car elle y est continue). Tout ce qui précede justifie bien que |T, est un endomorphisme de E. |

E est un espace de dimension infini puisqu’il contient toutes les fonctions polynomiales par exemple. En
notant R, _1[x| le sous-espace de E formé par les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n — 1,
on vient de montrer ci-dessus que Im(T,) C Rp_1[x]. L’endomorphisme T, ne saurait donc étre injectif. En
effet, méme sa restriction & Rn[x] C E ne lest pas car dim(Rp[x]) = n+1 > n = dim(Rn_1[x]) grace a

la formule du rang. Il existe donc une fonction non nulle f € E (et méme mieux f € Ry [x] \ Rn—_1[x] donc

polynomiale de degré n exactement) telle que T, (f) = 0 ce qui montre que ’O est une valeur propre de Ty,. |

(m)

Autre méthode : dans la méme veine que les polynémes de LEGENDRE, en posant f : t — [(t(t —1))"]

f est polynomiale de degré n exactement donc non nulle, et on a, en effectuant des intégrations par parties
1
successives, Vk € [0;n — 1], fo t*f(t)dt = 0 donc T, (f) = 0 ce qui montre & nouveau, mais de maniére

constructive, I’existence d’un vecteur propre de T,, associé a la valeur propre 0.



- 1 . 1 n=1 = mn-1 .
3.2] En notant XT = (xo -+ xn_1), pour x € [0; 1, Ta(X)(x) = fo Kn (1)X(t)dt = fo (3 tixH) (Y xjt))dt done
i=0 j=0

WO = X by [lves  y X
X) = X X5 t t= P E——
" 0<ijn—1 ' Jo o<ijen—1t+ji+1
Or on se rappelle avoir déja vu ce style de calcul matriciel en question 1.1, et en posant Yx € Mn 1(R) le
vecteur colonne tel que Y] = (1 x---x™ 1), on a To(X)(x) = YJHX = XTH,,Y,.
On a vu en question 1.1 que H;, est définie positive, donc 0 n’est pas une valeur propre de Hy, alors qu’on

a vu a la question précédente que 0 est une valeur propre de Ty .

e Soit un réel A valeur propre de Hy, il existe donc X € My, 1(R) non nul tel que XT = (xo x1...xn_1) et
~ n-1 ~
HnX = AX. Si on reporte ceci dans I'égalité ci-dessus, Tn(X)(x) = YJH.X = AYTX = A 3 xxk = AX(x),
k=0
donc T, (X) = AX avec X # 0 qui est un vecteur propre de T, : A est une valeur propre de Ty,.

e Soit un réel non nul A valeur propre de Ty, il existe donc une fonction non nulle f € E telle que Ty, (f) = Af

ce qui justifie, comme A # 0, que f = %Tn(f) € Ry_1[x]. Ainsi, f est une fonction polynomiale de degré

n—1 .
inférieur & n — 1. On peut donc poser Vx € [0;1], f(x) = > xkx* = X(x) = YJX en posant X € My 1(R)

tel que X' = (x0 X7 ...xn—1). Comme f est non nulle, ses coefficients ne sont pas tous nuls donc X # 0. A
nouveau, si x € [0;1], T (X)(x) = AX(x) = AYJX = YJH, . X. En notant (H,X —AX)" = (ap aj...an_1), on a

n—1 n—1

Vx € [0;1], >° arx® = 0 ce qui prouve que le polynéme > aiX* admet une infinité de racines ; il est donc
k=0 k=0

nul et ap = --- = an—1 =0 d’ou HLX = AX et A est une valeur propre de Hy, car X # 0.

Remarque : on a établi que si A € R*, alors X est un vecteur propre de Hy, associé & A si et seulement si X

est un vecteur propre de T,, associé a A.

Toujours est-il que, par double implication, |T, et H,, ont les mémes valeurs propres non nulles. |

e Puisque pn, # 0 et que c’est une valeur propre de Hy, il existe un vecteur X € My 1(R) non nul qu'on
écrit XT = (xg..xn_1) tel que HoX = ppX. Avec les notations de la partie 1, X € V mais on sait d’apres les
questions 1.5 et 1.7 que |X| € V et que V = Vect(X). Ainsi, |X| et X sont colinéaires ce qui justifie d’apres 1.6

que les coefficients de X ont méme signe strict. Quitte a remplacer X par —X, on peut supposer que X a tous

~ n—1
ses coefficients strictement positifs : X = |[X|. On a vu & la question 3.2 qu’en posant f = X : t = > xt¥, on
k=0
avait f € E et Tn( )= pnf La fonction f est strictement p051tlve sur [0;1] d’out f € A et, puisque Tn (f) = pnf,
on a Vx €]0;1], = f Kn (tx)f(t)dt = F(x) donc Sup f Kn (xt)f(t)dt = pn, (F est constante).

e Soit ¢ € A quelconque, a fortiori ¢ € E donc, pour x 6]0;1[, Tn(e)(x) = fo Kn (tx)e(t)dt existe comme
1 1
o(x) ®(x)
donc continue sur le segment [0; 1], comme est continue la fonction

1
fo Kn (xt)@(t)dt. De plus, Tn (@) est polynomiale
1

car @(x) > 0 donc on peut considérer la quantité

par hypothése sur ce méme segment ;

t)dt se prolonge en une fonction continue sur le segment [0; 1],

1
elle y est donc bornée ce qui justiﬁe lexistence du réel S(¢) = Sup ( ] f Kn(tx)cp(t)dt>.
x€]0;1] (p(x) 0



Pour obtenir I'inégalité de ’énoncé, il suffit de montrer que p, minore I = {S(¢) | ¢ € A}, c’est-a-dire

que pour toute fonction ¢ € A, S(¢) > pn, ou encore qu’il existe x €]0;1[ tel que ®(x) = pn = F(x) (voir
les notations introduites ci-dessus). Pour x €]0;1[, et méme pour x € [0;1] puisque ces deux fonctions se

prolongent par continuité au segment [0; 1], travaillons 'expression ®(x) — pn, = P(x) — F(x) :

®(x) — F(x) = ] f Kn(xt)p(t)dt — 16(17) fol Kn (tx)f(t)dt = f(]T) f cp(t)Kn(xt)( f(x)) - @)dt.

o(x) Jo 0 o(t)

Or la fonction ¢ = £ est continue sur le segment [0;1] (en tous cas elle s’y prolonge par continuité) donc
)

elle y est bornée et y atteint ses bornes. En considérant a € [0;1] tel que ¥(a) = 7\4[(()171(] (¥(t)), on a donc
tel0;

1
®(a) —F(a) = f(]—) fo o(t)Kn(at) (Ib(a) —P(t))dt > 0 car f(a) > 0 et Vt € [0;1], Kn(at) > 0 et $b(t) < W(a).
a
Ainsi, ®(a) > pn = F(a) donc TV[[BD]Q]((I)(X)) > pn et, par continuité de @ sur [0;1], S(®) = Sup (P(x)) = pn.
x€[0; x€]0;1[
Par conséquent, I’ensemble I est une partie non vide de R minorée par p,, sa bornée inférieure existe et,

1
étant le plus grand des minorants, |Inf(I) = Inf Sup 1 Kn(tx)e(t)dt = Inf Sup P(x) = pn-
) @A xelo:.1[ @ (%) f" n(tx)o(t) PEA xe]0:1 () > on

On a vu au début de la question que si ¢ =f € A, ona F:x+ py donc Sup (F(x)) = pn donc le minorant
x€]0;1]

1
pn de I est dans I ; cette borne inférieure est donc un minimum et |p,, = Min Sup 1 f Kn (tx)@(t)dt.
eeA xeloi1] @(x) Jo

De méme, avec b € [0;1] tel que ¥(b) = Min (¥(t)), ®(b) — F(b) = 1 fo] @(t)Kn(bt) (W (b) — P(t))dt <0

te[0;1] f(b)
donc M[éq](q)(x)) < pn qui montre & nouveau que I]})ﬂ [(<I>(x)) < pn. Comme avant, on en déduit la majo-
xe€|0; x€|0;
ration Sup I]T(L)f1 [(<I>(x)) < pn. Puisqu’on a égalité en prenant ¢ = f, cela donne aussi ’égalité dans la majo-
feA x€J0;

1 1
ration précédente, a savoir =S Inf —— Kn(t t)dt =M Inf —1— K (t t)dt.
P P e xelon] o (x) fo n(tx)e(t) 0EA xel01] @ (x) f" n{tme()




