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Pour un entier n € N*, l’espace vectoriel R™ est muni de sa structure euclidienne canonique. La norme

euclidienne associée est notée ||.||. On note Mn(R) Uensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients

réels, et on identifiera R™ a l’ensemble My,1(R) des matrices colonnes a coefficients réels.
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On note XT = (xo x1 -+ xn_1) la matrice ligne transposée de la matrice colonne X = . € Mn 1(R).
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Enfin, on note X la fonction polynomiale, associée a X, définie sur R par la formule X(t) = > xit*.
k=0
L’objet du probléeme est l'étude du rayon spectral (la plus grande valeur absolue des valeurs propres) de la

matrice de HILBERT Hy = (hg,rl?)og‘k@—l € M, (R) définie par
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[PARTIE 1 : UNE PROPRIETE DE PERRON-FROBENIUS)

1.
Déterminer fo (X(t))?dt en fonction des réels xq, - - -, Xn_1-

Montrer que la matrice Hy, est définie positive ; c’est-a-dire que VX € My 1(R), X # 0 = XTH,X > 0.

En déduire que les valeurs propres de H,, sont toutes strictement positives.
On note V le sous-espace propre de Hy, associ€ a la plus grande valeur propre pn de Hy.

Montrer que X € V si et seulement si X "H,X = py ||X]|2.
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Soit Xo = ) un vecteur non nul de V. On note |Xo| =
Xn—1 |XT1—1 |

Etablir I'inégalité XJHnXo <[Xo|THn|Xo| et en déduire que [Xo| € V.
Montrer que Hn|Xol, puis que Xp, n’a aucune coordonnée nulle.

En déduire la dimension du sous-espace propre V.



[PARTIE 2 : INEGALITE DE HILBERT)
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Soit X = . un vecteur de R™ et P = 3" a;X) un polynéme a coefficients réels.
: j=0
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Calculer I'intégrale fo P(e'®)et®de en fonction des ag,---,aq.
En déduire I'inégalité
1
’ f 1P(t)dt
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Montrer que X H, X < o IX(et9)|2ae.
En déduire que XTH,X < =|[X|[2.

Montrer que la suite (pn)n>1 est, croissante et convergente.

[PARTIE 3 : UN OPERATEUR INTEGRAL)

Dans la suite du probléme, pour tout entier n > 0 et tout réel x, on pose

Soit E Uespace vectoriel des fonctions a valeurs réelles, continues et intégrables sur [0;1] et T, : E — E
Uapplication définie par

Ta(f)(x) = f(; K (tx)f(t)dt.

Montrer que T, est un endomorphisme de E, dont 0 est valeur propre.

Pour tout X € R™, calculer Tn(f). En déduire que T,, et H,, ont les mémes valeurs propres non nulles.

On note A l’ensemble des fonctions ¢ € E a valeurs strictement positives sur ]0;1[ telles que 1 admette un
Y

prolongement continu sur [0;1]. On rappelle que py est la plus grande valeur propre de Hy,.

En utilisant un vecteur propre associé a p,, montrer que

f01 Kn (tx)@(t)dt.

pn < Inf Sup
T eedigonre(x)

En utilisant la partie 1, montrer que l'on a égalité dans 'inégalité précédente.



