TD 23 : FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

PSI 1 2024-2025 mercredi 26 mars 2025

a. D’apres le théoréme spectral, il existe une base orthonormale B = (vq,---,v;) de vecteurs propres. Soit

n

n
x = Y axvk # 0, alors (f(x)[x) = ( > Aok
k=1 k=1

n n
> ockvk) = > )\koci > 0 car les Ay sont strictement
k=1 k=1

positifs par hypothese et les o non tous nuls.
b. La fonction g est polynomiale (en n variables) en les coordonnées de x donc de classe C' sur R™. Si on
pose A = Mat s, ., (f) = (ai,j)1<ij<n € SET(R), si on associe & x et u les vecteurs colonnes X et U de leurs

n
coordonnées dans la base canonique, g(x) = l(f(x)|x) —(ux) = Ixax —tux =1 Do aijXiXj — . UkXk
k=1

2 2 2 1<ij<n
pour tout vecteur x € R™. Ainsi, pour entier p € [1;n] et en tout point de espace x € R™, comme

n n
on a g(x) = apTva% + ( ; ai,pXi)Xp — Upxp + 1 1<izi:<n aijXiXj — 1; UrXk, en dérivant par rapport a
i#p i£p, j#p k#p
n n
Xp, on obtient %L = ap,pXp + ( > ai,pxi) —Uup = ). ap;jXj — uUp. En recomposant le vecteur, comme
P i= j=
iZp 1=1
— d 0 — . .
grad g(x) = (H%’ N ﬁi)’ cela donne grad'g(x) = ( Do AT X — gy, D AngiXy — un) =f(x) —u.
n j=1 j=1
c. On cherche un vecteur x tels que grad'g(x) = T ce qui équivaut & f(x) = u. mais comme f est un
automorphisme de R™ car toutes ses valeurs propres sont strictement positives, f(x) = u <= x = f~1(u).
Ainsi z = f~"(u) est 'unique point critique de g et on a g(z) = f%(uH*1 (w)).

d. Pour h € R", g(z+h) = %(f(z+ h)z+h) — (ulz+h) = %(u—k F(R) T (W) + h) — (ulf~ ' (w) — (ulh).
Done g(z+h) = 1 (ul)+ 2 (ulf " (w)+ 2 ()1~ (1) + 3 (F(0)h) = (ulr~" () = () mais £ est symétrique
donc (f()[f~1 (1)) = (h|f(f~" (1)) = (h|u) d’ott g(z+h) = g(z) + %(f(h)|h) > g(z) des que h # 0 d’apres a..

g admet donc un minimum absolu sur R™ valant —%(u|f*1 (u)) et uniquement atteint en z.

a. Soit f : R3 — R définie par f(x,y,z) = x? +y? +22 — 2xyz — 1. f est de classe C* par opérations et
ngd>f(x,y,z) = (2x — 2yz,2y — xz,2z — 2xy). Ainsi, (x,y,z) est un point singulier (non régulier) de S si et
seulement si (2x — 2yz, 2y — xz,2z — 2xy) = (0,0,0). Dans ce cas, on a xyz = (xyz)? en multipliant les trois
relations ce qui prouve que xyz = 0 ou xyz = 1. Si xyz = 0, alors x = 0 ou y = 0 ou z = 0 mais dans ce
cas, si par exemple x =0, onay =xz =0 et z=xy = 0 donc (x,y,z) = (0,0,0) qui n’est pas dans S. Par
contre, sixyz=1,onax =yz = i donc x = £1 et, de méme, y = £1 et z = +1. En testant les huit cas, les
seuls points critiques de f sont les points (1,1,1), (1,—1,-1), (—=1,1,=1), (=1,—1,1). Or ces quatre points
critiques sont dans S, et ce sont donc des points singuliers de S (ils forment un tétraedre régulier).

b. Six?4+y2+2z%> —2xyz =1 et z = 0, alors x2 +y? = 1 ce qui est I"équation du cercle de centre (0,0,0)
et de rayon R = 1 inclus dans le plan z = 0. Aucun des points Mo = (x0,Y0,0) de ce cercle n’est un
point singulier de S d’apres la question a., et on a donc en ce point un plan tangent Py & S en My. On
calcule Wf(xo,yo, 0) = (2x0,2y0, —2x0Yo) et on sait que ce vecteur est normal & Py qui passe par My d’oll

Péquation de Py : xo(x —x0)x0 +yo(y —yo) — xoyo(z — 0) = 0 <= xox + Yoy — xoYyoz = x% +y% =1.



Soit f: R3 — R définie par f(x,y,z) = x? 4+ 2y? + 32> — 21. f est de classe C> par opérations et on calcule
Wf(x,y,z) = (2x,4y, 6z). Ainsi, le seul point critique de f est (0,0,0) qui n’appartient pas a S. S est donc
réguliere par définition puisque tous ses points sont réguliers : c’est un ellipsoide mais pas de révolution.
En un point My = (x0,Yo0,20) de S, comme Wf(Mo) est orthogonal au plan Py tangent & S en Mg, une
équation de Py est Py : xo(x—x0)+2yo(y —yo)+3z0(z—20) = 0 <= xox+2yoy+3zoz = X%+2y(2)+32% =21
(& nouveau obtenue par dédoublement comme pour toute quadrique).

Le vecteur v = (1,4,6) est clairement un vecteur normal & P. On cherche donc les points My tels que V¥ est
aussi normal & Py, ce qui équivaut au fait que les deux vecteurs non nuls ¥ et W f(Mo) sont colinéaires.
Si Mo convient, IA € R*, xo = A, 2yo = 4A et 3zo = 6A. Puisque Mg € S, (1 +8 + 12)A? = 21 <= A = +1
donc Mo = M; = (1,2,2) ou Mg = My = (—1,-2,-2).

Réciproquement, d’apres les calculs précédents, les plans tangents Py et P, & S en My et M respectivement
ont pour équation Py : x+4y +6z =21 et P, : x4+ 4y + 6z = —21 et ils ont bien des vecteurs normaux
colinéaires & ¥ donc Pq et P, sont bien paralleles & P.

Par analyse-synthese, il existe deux plans qui sont a la fois tangents a S et paralleles a P, ce sont les plans

P; et P, tangents a S respectivement aux points My et Mj.

L'ouvert U = R?\ {(x,0) | x € R} est la réunion de deux composantes connexes toutes les deux ouvertes, ce

sont U = Rx R* et Uy = Rx R*. La fonction ¢ : R X}O;TC[ — Uy définie par ¢1(p,0) = (pcos 0, psind)
est de classe C' et bijective (changement de variable polaire). De méme, la fonction @ : R x | —m0[ — Uz
définie par ¢2(p,0) = (pcos 6, psind) est de classe C' et bijective.

Analyse Soit f : U — R de classe C' solution de (E) sur Uj, posons F; = f o @7 qui est aussi de classe
C' par composition mais sur R% X ]0;71[. Par la formule du cours, comme Fy(p,0) = f(pcos0,psin ), on
a V(r,0) € R x]0;m], aaip](p, 8) = cos 9%(;) cos6,psind) + sineg—;(p cos 0, psin0) (inutile mais on a aussi
oF; of of

W(p,e) = —psineﬁ(pcose,psine) + pcos03-(pcosO,psin®d)). En notant x = pcosO et y = psino,

oy
Ly oF
on en déduit que p—a‘)] (p,0) = ngi(x,y) + yg;

V(p,0) € R} x ]0;7[[, (F) : p%ip](p,@) —F1(p,8) = —p?. Pour chaque valeur de 8, on a donc une équation

(x,y). Puisque f est solution de (E) sur Uj, on a donc

2
différentielle linéaire qu’on sait résoudre classiquement : 3C1(0) € R, Vr € RY, Fi(r,0) = C1(0)r — % (la

2
solution particuliere r — — % se voit ou on la trouve par variation de la constante). La fonction Cy doit étre de

classe C' sur ]0; 7| car f est de classe C! sur U (en effet % = C}(0) en cas d’existence). Or, pour (x,y) € Uy,

on a cotan () = * donc 8 = Arccotan (5) (facile & définir comme Arctan, Arccotan : R —]0;7[) et, en
Yy Yy

2 2
définissant hy : RY — R par hy(t) = C(Arccotan (t)), V(x,y) € Uy, f(x,y) = V/x? +y?hy (5) - L_;L
Yy
On trouve de méme que si f : U, — R de classe C! solution de (E) sur Uy, en posant F» = f o @2, alors
2
il existe une fonction C, :] — m;0[— R de classe C' telle que Vr € R, Fa2(r,0) = C2(0)r — % Pour

(x,y) € Uz, on a cotan(8) = X donc 0 + m = Arccotan (5) donc il existe hy : R* — R (en posant
Y Yy



2., .2
hy @t — Ca(Arccotan (t) — 7)) de classe C! telle que V(x,y) € Uz, f(x,y) = v/x%2 +y hz< ) ——;L
2

Synthése : réciproquement, soit f : U3 — R telle que VY(x,y) € Uy, f(x,y) = Vx> +y h1< ) — %‘L

avec hy : RY — R de classe C'. Alors, f est une fonction de classe C! sur U; par opérations et on trouve

af(X y) = X n <1>+7\/X2+92h/] (&) x ot af( y) = #h] (5)*)(7\/)(2;—132}1'1 (1) .
0x /x2 +y2 y y y /X2+y2 y y
of of

Y
2
Ainsi, en reportant, on a x5 (x,y) + X X, y) = [ x? + Y — /%2 + Z}h] (l) 4
o (ow) Hugy (0w) = Tloy) = | s + s Ve y? (2

[X\/xz—l—yz B X\/X2+y2

Y y
Conclusion : les solutions de (E) sur Uy sont les f : (x,y) — hy ( )\/ —}L ol hy est C! sur R7

}hﬁ (5) —x% —y? = —x? — y2. Méme chose sur U;.
y

et les solutions de I’équation (E) sur Uy les f: (x,y) — ha (1) Vx2+y? — 42& ot hy est C! sur R* .
Y

f est polynomiale donc de classe C' sur R3 qui est un ouvert donc si f admet en M = (x,y, z) un extremum

local, on a forcément V(M) = T = (2x — 2yz, 2y — 2xz, 2z — 2xy) = (0,0,0). On en déduit que y(1 —2z%) =0

par exemple doncy = 0 ou z =1 ou z = —1. Par symétrie, on a {x,y,z} C {—1,0,1} et en reportant dans le
systéme : (x,y,z) € {(0,0,0), (1,1,1),(1,=1,=1), (=1,1,=1), (=1, =1, 1) }.

o f(t,t,0) = 2t> — +00 quand t tend vers +oo donc f n’a pas de maximum absolu.

o f(t,t,t) = 3t — 2t> — —oo quand t tend vers oo donc f n’a pas de minimum absolu.

2 2 2
En prévision des calculs futurs, g—;(x,y,z) = a—g(x,y,z) = ?(x,y,z) = 2 et, avec SCHWARZ car f est de
X z

oy

classe C? puisqu’elle est polynomiale ﬁ(x z) = a—zf(x z)=—2z o’f (x,y,z) = 0°f (x,y,z) = =2
P q poly ) axay » Yy - ayax yYs Z » 9x0z XY,z 0z0x XY, - Yy
3 5 2 -2z -2y
et a% afz (x,y,2) = aaza; (x,y,z) = —2x donc la matrice hessienne vaut He¢(x,y,z) = fgz 22 722x
—2y —2x

e Au voisinage de (0,0,0), H¢(0,0,0) = 2I3 est symétrique définie positive car sa seule valeur propre est 2 > 0

donc f admet en (0,0,0) un minimum local d’apres le cours.

2 =2 =2
e Au voisinage de (1,1,1), H¢(1,1,1) = [ =2 2 —2 | dont le polynome caractéristique est (X42)(X —4)?
-2 =2 2

donc H¢(1,1,1) ayant des valeurs propres strictement négatives et strictement positives, f admet en (1,1,1)
un point selle, ce qu’on pouvait aussi constater car f(1,1,1) =1 et f(1 +1t,1,1 —t) = 1 +4t% > f(1,1,1) pour

tout t # 0 et f(1+1t,1+1t,1+1t) =1—3t> —2t> < f(1,1,1) pour t non nul et assez petit.

2 2 2
e Au voisinage de (1,—1,—1), H¢(1,—1,—-1) = [ 2 2 =2 | dont le polynéme caractéristique est aussi
2 =2 2

(X+2)(X—4)? donc f admet en (1, —1,—1) un point selle, ce qu’on pouvait aussi constater car f(1, —1,—1) =1
et f(1+t,—1,—141t) = 1+4t2 > £(1,1,1) pour tout t # 0 et f(1 —t, —1+t,—1+t) = 1—3t2 +2t3 < £(1,1,1)
pour t non nul et assez petit.

e Comme f(x,y,z) = f(y,z,x) = f(z,%,y), c’est pareil pour les deux derniers points (—1,1,—1), (—=1,—1,1) en

lesquels f admet aussi des points cols.



a. A (x,y) € R? fixé, on dérive avec regle de la chaine, puisque f et t — t¢ sont de classe C', la relation

f(tx, ty) = t*f(x,y) pour avoir Vt > 0, a(at> gi(t yty) + a(at y) gg (tx, ty) = at® 'f(x,y) ce qui s’écrit aussi

vt > 0, xg (tx, ty) +y g; (tx, ty) = at® 'f(x,y). 1l suffit ensuite de prendre t = 1 dans cette relation pour

obtenir la relation voulue : ng( y) + yaa—;(x,y) = af(x,y) qui est valable pour tout (x,y) € R2.
b. A (x,y) € R? fixé, soit g : R, — R définie par g(t) = f(tx, ty) —t®f(x,y). g est dérivable sur R car f est
de classe C! sur R? et Vt > 0, tg'(t) = tx%(tx, ty)—i—tyg—;(tx, ty)—at®f(x,y) = af(tx, ty) —at?f(x,y) = ag(t).

On résout cette équation différentielle et on a o € R, Vt > 0, g(t) = at® mais comme g(1) = 0, on trouve

of of

o =0 et g nulle sur R}. De plus f(0,0) = 0 en prenant t =1 et x =y = 0 dans (Ea) : x5y tygy = af.

Or lim t* =0 car a > 0 donc on peut écrire 04 = 0 et g(0) = f(0,0) — 0%f(0,0) = 0 ce qui prouve que g est
t—0+

nulle sur Ry : Vt >0, V(x,y) € R?, f(tx,ty) = t%f(x,y) (on dit alors que f est homogene de degré a).

c. Ce quon a fait aux questions précédentes marche encore si a = 0 car 0° = 1. Ainsi, si on pose
(Eo) : xg—i + UST_]; = 0 Péquation homogene associée & (E), on peut déduire de la question b que 1'on
a Vvt >0, V(x,y) € R? f(tx,ty) = t°f(x,y) = f(x,y) ce qui montre qu’en polaires (avec x = rcos9 et
y = rsin ), f ne dépend que de 0 et pas de r. Il existe donc une fonction h : R — R de classe C' 2r-périodique
telle que f(x,y) = h(8). Comme la fonction g : U — R est de classe C' et vérifie Vt > 0, g(tx,ty) = t?>g(x,y),
la question a. montre que xg% —l—y% = 2g donc que la fonction 521 est solution particuliere de (E) sur U. Par
théoreéme de structure pour cette équation aux dérivées partielles linéaire avec second membre (comme pour

2

les équations différentielles), les solutions générales de (E) sur U sont de la forme f : (x,y) — h(0)+

(le probléme est de trouver une expression de 8 en fonction de x et y qui ne consideére pas des cas particuliers).
On aurait aussi pu passer en polaires en posant h : (r,0) — f(rcos0,1sin0) et trouver I’équation %—]: =0

que doit vérifier h si f vérifie (E) en raisonnant par analyse/synthese.

a. Soit D = {(x,y) € R? | y # 0}. D est un ouvert de R? (formé de deux demi-plans) et pour tout

(x,y) € D, on a f(x,y) = y? sin (l> donc f est continue sur D par théorémes généraux.

Y
Comme |[sin||oo = 1, on a Y(x,y) € R?, |f(x,y)| < y? (valable aussi si y = 0). Par conséquent, si
xo € R, comme lim y? = 0 (par continuité des fonctions polynomiales), on a par encadrement :

(%,y)—=(x0,0)
( )1171(1 o)f(x,y) =0 = f(x0,0) donc f est continue en (xo,0). On en conclut que f est continue sur RZ.
x,y)—(Xo,

b. Si (x,y) € D, on a par calcul direct : g—i(x,y) = ycos (3) et g:,( x,y) = 2ysin (3) — xcos (3) Si

of . flxo +1,0) —f(x0,0) _ . of _ f(xo0,t) — f(x0,0) _ .. . (@) _
xo € R, 5 (x0,0) _Pj}) " =0, 3y (x0,0) = 1% " —Pi](l)tSUl . =0.

Ainsi, les dérivées partielles de f existent partout dans RZ.
c. Comme avant, par théoremes généraux, les fonctions gf et ay sont continues sur D.
e Sixp € R, comme Y(x,y) € R?, a;z

en (xo,0) donc sur % est continue sur R?.

a—(x,y)‘ ly|, comme avant, par encadrement, on a la continuité de

e Encore une fois, en majorant |sin| par 1, on a la continuité sur R? de (x,y) + 2ysin (5) Mais, si
Yy



xo # 0, la fonction Py, : y — xo cos (X—()) n’admet visiblement pas de limite en 0 (prendre y = X0 puis
Y

2nm
y = (anﬁ dans ¥y, ), a fortiori ¥ : (x,y) — xcos (i) n’en admet pas non plus donc E% (en tant que
somme d’une fonction continue et d’une fonction qui ne l’est pas) n’est pas continue en (xo,0).
. ) 1.1\ _ . 1 1 _ . 1.1\ _
Sixo =0, nEToolpo (n’ 2n7'r) oo et ngToolpo(n’ (n+ 1)7'[) o0 alors que nEToo (n’ 2n7r) (0,0)
et nEToo (%, M) = (0,0) : Yo n’est pas continue en (0,0) donc g—; n’est pas continue en (0,0).

a. Si AUB = Q et A, B incompatibles, alors P(A) + P(B) = P(£2) = 1 donc en notant x = P(A), on a

|P(ANB) — P(A)P(B)| = P(A) P(B) = x(1 —x) et I'étude sur [0; 1] de la fonction x — x(1 —x) montre qu’elle

admet son maximum en % ou elle vaut % (parabole). Ainsi ‘ P(ANB) — P(A) IP’(B)‘ < i

b. Si A et B sont incompatibles, P(ANB) =0. Avec x = P(A), P(AUB) = P(A) + P(B) < P(Q) =1 donc
P(B) <1 —x. Ainsi |P(ANB) — P(A)P(B)| = P(A)P(B) < x(1 —x) < th.

c. K est un tétraedre et F est la réunion de 4 triangles dans ’espace dont 3 sont rectangles isoceles et le
dernier équilatéral : Ty = {(x,y,z) € (Ry)3 |x =0ety+z<1}, To = {(x,y,2) € (Ry)3 |y=0et x+2z < 1},

T3 ={(xy2) € (Ry)* [z=0et x+y <1} et Ty ={(xy,2) € (Ry)? [x+y+z=1}.

e Si (x,y,z) € Ty, on a h(x,y,z) = h(0,y,z) = —yz donc —% < —y(1 —y) < h(xy,2z) 0. Or (0,0,0) €Ty et

h(0,0,0) = 0 et (o,l l) €T et h(O

27 ]):—}1. Ainsi : Z\/thz—i et l\/%?xh:O.

11
7272

e Si (x,y,z) € T, on a h(x,y,z) = h(x,0,z) = x(1 —x —z) donc 0 < h(x,y,z) < x(1 —x) < % Or (0,0,0) € T,
et 1(0,0,0) = 0 et (15’0’0) €T, et h(%,o,o) - JI. Ainsi : Minh =0 et Maxh = JI'
e Par symétrie entre y et z dans h, on a aussi N%inh =0et N_lraxh = %
3 3
e Si (x,y,z) € T4, on a h(x,y,z) = —yz et comme avant N#inh = _411 et T\/_lraxh =0.
4 4

Ainsi Minh = —1 et Maxh = 1.

F 4 F 4
d. h est continue sur le compact K : h y est bornée et y atteint ses bornes. Comme %(x,y, z) =1-2x—y—z,
g—g(x,y,z) =-—x—zet %—];(x,y,z) = —x — vy, il n’y a pas de point critique de h dans K.

Ainsi, les extrema de h sur K sont atteints en des points de sa frontiere sur laquelle |h| < --. Par conséquent

1
4
MKinh = —i et MKaxh = 411 atteint en (O, %, %), (%,0,0) par exemple.

e. Soit A, B deux événements, posons x = P(ANB) > 0,y = P(A\B) > 0etz = P(B\A) > 0.
Comme x +y +z = P(AUB) <1, le point (x,y,z) appartient a K. Alors P(A) = x+vy, P(B) =x+z et
P(ANB) — P(A)P(B) = x — (x+y)(x+2z) =x—x* —xy —xz—yz = x(1 —=x —y —z) —yz = h(x,y,z). D’apres

la question c., on a |[h(x,y,z)| < 31 donc |P(ANB) — P(A)P(B)| <



Par opérations, la fonction f est de classe C? (et méme C*) sur 'ouvert D = R?\ {(0,0)}. Comme

2., .2
[f(x,y)| < |xy|xz—'_—L2 = |x|ly| < ||(x,y)||5 donc, comme  lim  [|(x,y)|l2 = 0, par encadrement, on
X +y (x,y)—(0,0)

trouve ( l)in}o 0 f(x,y) = 0 = £(0,0) et f est aussi continue en (0,0). Par conséquent, f est continue sur R?.
X)y — Y

£(t,0) — £(0,0) _ of £(0, 1) — £(0,0)

g—i(o,o) = ll_% " = 3y (0,0) = }1_% - = 0 en revenant & la définition et, par un
4 2.2 4 4 2.2 4
Ix“y” —y") of x(y” +4xy” —x")
calcul brutal, on a f xX,y) = Y + Ty Y ) o O X,y) = — . Le second calcul
) ax( y) (Xz+yz)2 ay( y) (Xz+yz)2
n’était pas nécessaire puisque f(x,y) = —f(y,x) (1) donc %(x,y) = f%(y,x) en dérivant (1) par rapport
a x avec la regle de la chaine. De méme, g—i et % sont continues sur 'ouvert D par opérations. De plus,
2 +axty? + 2yt : :
%(X,y)} < [ul( X(Xz _:yyz)z v _ 2ly| < 2||/(x,y)||2 et, comme en a., % est aussi continue en (0,0).
Comme %(x,y) = fg—;(y,x), g—; est aussi continue en (0,0).
Ainsi, par définition, f est de classe C' sur R2.
of of of of
o2t oy W05, 00 02t L x0Y 5,00
W(O,O) = 11;1(1) " = %1;1(1){ =1et ayax(O,O) = lg% " = —1. On peut
of of of of
% 7(t»0) - 7(070) 32 87(0) t) - ai(oa 0)
aussi calculer 23.(0,0) = 1im 9 3 =0et 25(0,0) = lim H Y =0.
0x t—0 t dy t—0 t

2 2
Par contraposée du théoreme de SCHWARZ, f n'est pas de classe C? sur R? car a?(—az(0,0) * a%—aﬂ((o, 0).

a. Soit x € [a;b] et wy : R — R3 définie par wy(t) = v¢(x) = (x, 91 (x), 9t (x)) = v(x) + (0, @ (x), ¢’(x)).
Comme les trois coordonnées de wy sont affines en fonction de t, elles sont continues sur R donc wy 'est
aussi par théoreme. Or wy(0) = vo(x) = v(x) € U par hypotheése et U est un ouvert donc il existe e > 0 tel
que B(v(0),e) C U. Par continuité de wy en 0, Ja > 0, Vt € [—a; ], |[wx(t) — wx(0)] = ve(x) — v(x)| < .
Alnsi, Yt € [—o; «f, [vi(x) —v(x)| < & donc v¢(x) € B(v(0),e) C U d’olt v¢(x) € U.

b. D’abord, l'intégrale I, est bien définie car, par opérations, x — f(v¢(x)) = f(x, @ (x)+tg(x), ¢’ (x)+tg'(x))
est continue sur le segment [a;b]. Dérivons sous le signe somme en définissant ¢ : [—o; «f X [a;b] — R par
la relation ¢(t,x) = f(vi(x)) = f(x, @(x) + tg(x), @’ (x) + tg’(x)).
o Vx € [a;b], t = @(t,x) est de classe C' sur [~«;a] par la régle de la chaine et on a la relation
suivante : 32 (x,t) = g(x)%(vt(x)) +9' () 3 (v (x)).
oVt € [—a; af, x — @(t,x) est continue sur le segment [a; b] donc y est intégrable. De plus, I’application
X %‘g(t, x) est continue sur [a;b] par opérations.
e Comme f est de classe C? sur U, g—; et g—; y sont de classe C! donc continues. Comme ¢ et g sont de
classe C! sur [a; b], @t est de classe C' sur [a;b] donc (t,x) + vi(x) = (x, @(x)+tg(x), @’ (x)+tg’(x)) est
continue sur le fermé borné K = [—«; o] X [a; b]. Par opérations, %‘g est continue sur K donc elle y est

bornée par le théoréme des bornes atteintes. Il existe M > 0 tel que V(t,x) € K, %g(x, t)‘ <M =1P(t)

et P est continue et intégrable sur [a;b].

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, h est dérivable sur [—«; «] donc en particulier en 0 ot 'on



a0 = [ (90 (vo(x)) + ()& (vol) ) ax. Ainsi, W(0) = [ 90 & v)ax+ [ ¢ (v)a
=], 9x)gy O 9'(x) 5, (vo(x)) ) dx. , = J, 93y x x
par linéarité. Dans la seconde intégrale, on pose u(x) = g(x) et w(x) = g—;(v(x)), u et w sont bien de classe
C' sur [a;b] car f est de classe C2 sur U. Comme w/(x) = di (%(v(x))), u(a) = u(b) = 0, par intégration
x
: L of _ )

par parties, on trouve | g (x) 57 (v(x = (v(x)) dx de sorte qu’'on a comme attendu

’ _ b of (af ):| e e s
h(0) = fa [ag (v(x)) — 1\ 3z (v(x)) )| g(x)dx par linéarité de l'intégrale.

of d (of on bréed b _
c. Posons ¢ : x — 5 (v(x))— (v(x)) ), la question précédente montre que c(x)g(x)dx = 0 pour toute
ay dx \0z a
fonction g : [a;b] — R de classe C! telle que g(a) = g(b) = 0. Par la régle de la chaine, on obtient la relation
2 2 2
c(x) = g—;(v(x)) - aaxafz(v(x)) —o'(x) a%afz(v(x)) - <p”(x)%(v(x)) donc ¢ est de classe C' car ¢ et f sont
supposées de classe C3. Si on prend g(x) = c(x)(x — a)(b —x), alors g est bien de classe C! sur [a;b] et, pour
b
€ [a;b], c(x)g(x) = c?(x)(x —a)(b —x) = 0 donc f c(x)g(x)dx = 0 = V¥x € [a;b], c?(x)(x —a)(b—x) =0
a
donc Vx €]a; b, c(x) = 0. Enfin, par continuité de c en a et en b, on en déduit que c(a) = c(b) = 0 donc ¢
of

est la fonction nulle sur [a; b] et Vx € [a; b], ﬁ(v(x)) - aaxzafz (v(x)) — ¢’ (x) aay afz (v(x)) — (p”(x)gjzg(v(x)) =0.

23.11 ) a. Comme f est continue sur R, par le théoréme fondamental de I'intégration, ¢ : (x,y) — f t)dt est de

classe C! sur R? car %‘E(x,y) = —f(x) et %(yg(x,y) = f(y) et ax et %y sont donc continues sur R? comme
la fonction f. Comme (x,y) — y —x est de classe C' car polynomiale et ne s’annule pas sur D par définition,

g est de classe C! sur D par opérations.

0 1
De plus, V(x,y) € D, &9 XY) = —""—"5
(xy) €D, $(xy) (y_x)zfx il

x
on a (y —x)f(x) = fxy f(x)dt, on a la formule plus compacte %q(x,y) =1 fy (f(t) — f(x))dt.

Y

f(t)dt — () = _1 )2<

De méme, on a %(x,y) = _(yjix)z fxy f(t)dt +

fly) = (yjix)z ((g —x)f(y) — fxy f(’c)dt)7 ou encore

y—x
y . . . . .
%}%(x,y) = (g—]ix)z fx (f(y) — f(t))dt, relation qu’on aurait pu obtenir aussi car g(x,y) = g(y,x) ce qui
montre, en dérivant ceci par rapport & x par la régle de la chaine, que %q(x,y) = %(y,x).

b. Soit h #0, g(a,a +h) — g(a) = l(

+h +h
fa f(t)dt) — f(a). La fonction F: h — fa f(t)dt est de classe
h a

a

F(h) — hf(a)
——
D’aprés TAYLOR-YOUNG, puisque F est de classe C? sur R, le développement limité d’ordre 2 de F en 0

est donné par F(n) =F(0) + F/(0)h + "<°)h2 +o(h?). Or F(0) = 0, F(0) = f(a) et F/(0) = f(a), done

C? sur R car F/(h) = f(a+ h) (f est de classe C! sur R) et on a Yh # 0, g(a+h,a) — g(a) =

F(h)—hf(a) a,aJrh) - 9(‘1» a)

/ / /
f(z—a)h2 +o0(h?) d’ou g - (2(1) +0(1). On en déduit que %(a, a) = m.

o

h 2
Commne g(a+hya) = gfa,a+1) 3 (a,0) = HL0)
omme g(a +h,a) = g(a,a son a aussi g (a,a) = —=.
; Y res 9g — 1 Y . .
c. Six #y, dapres a., on a 37(xy) = > f (f(t) — f(x))dt. En posant uw : t — f(t) — f(x)

(y—x)
et v:tr —(y—t), les fonctions u et v sont de classe C' sur [x;y] donc, par intégration par parties,

0 Y Y , - Y ,
S0 = o L0 =rtat = s (movR+ [T u-0rma) = s [Tu-or e



99 0 a)= 1@ _ 1 [Yy- Yiu—tdt = [— ==Y A
Or 55 (a,a) 5 f'(a) x e fx (y—t)dt car fx (y—t)dt [ 5 L. Ainsi, en soustrayant
les deux expressions, %%(x,y) - %cq(a, a) = (17)2 fy (y—t)(f(t) — f'(a))dt si (x,y) € D.
y —x)? Jx

d. Comme f est de classe C' sur R, f' est continue en a. Soit ¢ > 0, il existe donc « > 0 tel que
Yt €]la —oza+ «f, [f(t) — ()| < 2¢. Soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (@, a)||o < «, traitons deux cas :

/ /
e si x =y, alors ’%%(x,y) - %%(a,a)’ = M <ecar [x —al <o

e si x # y, avec la question précédente et par inégalité de la moyenne, on obtient la majoration

) - Ploa| < | [T -0l - el < | [- T -

X

Ceci prouve que %g est continue en (a, a) pour tout a € R donc, avec a., que %% est continue sur R%. De

meéme, % est aussi continue sur R?. Par définition, la fonction g est donc de classe C! sur R?.

23.12 | Avec un dessin en dimension 1, on se rend compte que si f : R — R de classe C? admet un minimum local

en xg, alors f/(xg) = 0. On s’attend donc & avoir Af(xp,yo) = 0 en généralisant !

2 2
Méthode 1 : on peut écrire la relation Tr (H¢(x0,y0)) = %(xo,yo) + g—g(xo,yo) = Af(x0,yo) si on pose
x Yy
2 2
%(Xo,yo) a?ciaz(xo,yo)
H¢(x0,Y0) = ’ﬁf 82 la hessienne de f en (x0,yo). Si H(x0,y0) est définie positive,
W(XO»HO) asz(Xo,yo)

alors ses deux valeurs propres A, A2 sont strictement positives par définition. Comme Tr (H¢(x0,yo)) est la
somme de ces valeurs propres, on a Af(xg,yo) > 0. Le probleme est que f peut admettre un minimum local
en (xo,yo) sans que He(xp,yo) soit définie positive. Raisonnons par I'absurde et supposons que Af(xp,yo),
alors Tr (H¢(x0,Y0)) = A1 + A2 < 0 done, par exemple, A7 < 0. Soit un vecteur propre unitaire vi de

H¢(x0,Yo) associé a Ay. Comme on connait le développement limité d’ordre 2 de f au voisinage de (x0,yo)

- v He(x0,yo)v
v—(0,0) 2
(x0,Y0) et que R? est un ouvert, grad f(xo,yo) = (0,0). En restreignant le développement & v = tvy, on a

2. T
t°vi He(x v
f((Xo —I—yo) + tV1)tjof(Xo)yo) + L f(zo’yo) 1

qui est f((xo +yo) +v) (x0,Y0) + (grad™f(xo0,yo)[v) + +o(|[v||?). Comme f admet en

+0(t?). Or H¢(xo,yo)vi = A1v1 et A7 est unitaire donc

2 _
Mt + o(t?) ce qui montre que f((x0,y0) +tv1) = f(x0,yo) moj% ce qui

2 t?
contredit la minimalité locale de f au voisinage de (xo,yo).

f((x0 +yYo) + tw)tjo f(xo0,Yo0) +

Méthode 2 : soit les deux fonctions f1 : R — Ret f, : R — R définies par f1(x) = f(x,yo) et f2(y) = f(xo0,y)-
Puisque f est de classe C2 sur R?, f1 et f, sont aussi de classe C? sur R par composition avec les fonctions
@1 :x = (x,y0) et @2 :y > (xo,y) car f; = fo @ et f2 = fo @z. De plus, ¥(x,y) € R?, fj(x) = %(x,yo),
fi(x) = %(x,yo) et fh(y) = g—;(xo,y), i(y) = gyig(xo,y). Puisque R? est un ouvert et que f admet en
(x0,Yo) un minimum local, d’apres le cours, Wf(xo,yo) = (0,0) donc ) (xo) = f5(yo) = 0.

Comme f; et f, sont de classe C2, elles admettent en tout point un développement limité d’ordre 2 par le

EVRY:
théoréme de TAYLOR-YOUNG. Notamment, f1(x) N f1(x0)+ (x—x0)f] (x0)+ @f/{ (x0)+o((x—x0)?)

2
et fa(x) = fz(yo)+(yfyo)f’z(yo)erf’z'(yo)Jro((yfyo)z). Comme on a localement les minorations
Y—Yo

f(x,y0) — f(x0,Yo0) = 0 et f(x0,y) — f(x0,y0) = 0 quand x est proche de x¢ et y proche de yop, cela donne



2
localement 1 (x) —f1(x0) = 0 et f2(y) —f2(yo) = 0. Comme f1(x) —f7 (x0) N @f’{(xo)—ko((x—xo)z)

2
et f2(x) — fz(xo)U = Mf”(yo) +0((y —yo)?), les signes précédents imposent que {(xo) > 0 et

2
f10x) = filxo) _ fi(x0)
(x —x0)® x—xo 2
(

5(yo) = 0, sinon, par exemple < 0 si on avait f(xo) < 0 ce qui est absurde.

Par conséquent, Af(xo,yo) = Kz]zc x0,Y0) + gyi;(xo,yo) = f{(x0) + 3 (yo) = 0.
a. La fonction f est de classe C! sur R™ par opérations car les fonctions polynomiales (X1, yXn) — i] Xk
K=
et (X1, yxn) — i X% et méme exp sont de classe C'. Pour (x1,---,xn) € R™, on calcule le gradient
k=1
Wf(x1,-~-,xn) = exp (— kz; x%) (1 — 2x7 g; Xy ooy 1 — ZXngT; xk>.

n
Analyse : si (x1,---,xn) est un point critique de f, alors Vj € [1;n], 1 —2x; > xx = 0 donc xj # 0 et
k=1

n
1 o 1
xx = — donc x; = --- = x,, = A et en reportant dans les équations, 1 — 2A(nA) = 0 donc A = +——.
L %= g donexs n p a () L
n
Synthese : réciproquement, si (x1,---,%Xn) = :I:(L L), comme Xe = 4nx - =4+ [Tt
oynthese proq ( 1y ) n) \/any ) \/an k;] k \/Zin ]
n
2 _ 1 _1 — _ ( 1 ) ( 2 n n )
=nx - =1 df(xq.--- - (-2 /n .. 7 n
k§1 Xg=nxs-=5,onagra (X1, +yXn) = exp 5 o2 5
Ainsi, il y a deux points critiques de f sur R™ qui sont a, = (1— L) et —an.
y p q q n \/711’ ) '\/Zin n
b. De méme, la fonction f est de classe C2 sur R™ et, pour tout (x1,---,xn) € R™ et tout j € [1;n],
2 n n
on calcule aax—.fz(x1,~-~,xn) = ( —2x5 — 2 Z XK — 2%j (1 — 2% Z xk)> exp ( - kz1 xﬁ) ce qui montre que
j = =
o%f 7( 1 n 1 / e—1/2 — 2 C 72 c g
an)=|—-2—F7—-2 —72— +1),/=. Si (,j) € [1;n] avec i
anz( n) Vn P \/Zin r —(n+1) en (1,3) € [13n] # i,
SO (g ) = (—2x—2x (12 —iz——z-—z~+4~§j — 0«2
T (T xm) = X —2x¢ x] xk exp P Xp ) = Xi—2%;+4xiXj P xx | exp P X
donc ﬁ(a ) = ( 4L 4 4 7) -1/2 = _ /2 Ainsi, la matrice hessienne de f en a, vaut
aXian n N n en ’ n
n+1 1 .. 1 n+1 1 .- 1
2 | . : - . T
H=- /%= ) . Soit la matrice symétrique réelle M = ) ,
en : . . —
: . . 1 : . . 1
1 T n+1 1 T
1 e e
M —nl, = est de rang 1, d’apres la formule du rang, dim(Ker(M —nl,)) =n—1doncn
1 e e
est une valeur propre de M d’ordre de multiplicité supérieure & n — 1. De plus, en notant v = (1,---,1), on a

Mv = 2nv avec v # 0 donc 2n € Sp(M) de sorte que Sp(M) = {n,2n} C R% (avec xp = (X—n)" (X —2n)).
Ainsi, M est symétrique définie positive donc H est symétrique définie négative ce qui montre que f admet
en a, un maximum local.

c. Comme f(—x1, -+, —xn) = —f(x1," - *,xn), puisque f admet en a, un minimum local, la fonction f admet

un maximum local en —ay, car si Vx € B(an, 1), f(x) = f(an), alors V —x € B(—an, 1), f(—x) < f(—an).



n
k=1
2 . .
nre”" . Comme lim g(r) par croissances
T—+00

n
d. Pour x = (x1,--,xn) € R™, [f(x)] < (z |xk|) exp(—
k=1
—

xﬁ) et on sait que |[x||1 < va|[x||2 (par
CAUCHY-SCHWARZ) donc [f(x)| < g(||x||2) avec g : r T

comparées, on a bien  lim  f(x) = 0 par encadrement.
[1x[]2—+00

e. Posons oy, = f(an) > 0, il existe vy, > 0 tel que Vx € R™, |x]|2 = tn = |f(x)] < 0(2—“ d’apres la question

précédente. La fonction f étant continue sur le fermé borné K, = B¢(0, 1y, ), comme on est en dimension finie,
d’apres le théoreme des bornes atteintes, f admet un maximum absolu sur K;;. Comme f est inférieure a %

sur la frontiere de K;, et que f(an) = o > %, le maximum de f sur K,, est atteint dans I'intérieur de K,

c’est-a-dire dans I'ouvert Kc; = B(0, 1) donc en un point critique, donc en a,, ou en —ay, avec les calculs de
la question a.. Mais f(an) > 0 et f(—an) < 0 donc myp = N}ng(f) = f(an).
Pour x € R™, on a deux possibilités :

e Si x € Ky, alors f(x) < mp = f(an).

e Six ¢ Ky, alors f(x) < 0‘2—“ < flan).

Ainsi, ¥x € R™, f(x) < f(an) = mp donc Max f(x) = f(an) et f admet bien en a,, un maximum absolu.

x€R™
23.14) La fonction x ~— ||x]| est de classe C? par composée sur R™\ {0} car [[x|| = 1/x3 4+ - +x2 et que la
fonction (xq,-+,xn) > x§ +- -+ +x3 est polynomiale donc C? sur R™\ {0} & valeurs dans R? et que t — /t

est de classe C? sur R* . Par composition, la fonction F : x f( X3+ X3 ) est de classe C? sur

R™\ {0}.

Pour k € [1;n], on a %(x) = zx—kf’(HxH) = ﬁf’(“x”) On dérive une fois de plus et on a
2\/X%+~-~+xﬁ
2%, 0 = )~ 3 ) + i (1) i s met sous
Xk Bt x2 (x3+---+x2) X X5
2 D X AlxlD |, eIl
f 1 te en 0 F (x) = — X K :
orme plus compacte en . (x) x| [ + |2

nooa2
Or, par hypothése, on a ¥x € R™\ {0}, AF(x) = > aa Fz (x) = 0 donc, en regroupant tous les termes, on

k=1 0Xi
! 2t 2.1 _ !

obtient an(|||TH) - ||x|\||f|(||3|x\|) + ||XH||f H(ZHXH) _(n h)f” [ +£"(|]x||]) = 0. Comme la fonction x — ||x||
X X X X

est surjective de R™\ {0} dans R%, on a Vt € RY, tf’(t) + (n — 1)f’(t) = 0. Ainsi, f est solution sur R’

de (E) : ty’ + (n— 1)y =0 qu’on sait résoudre et IN € R, Vt >0, f'(t) = % Traitons deux cas :

n—T-
e Sin =1, onadoncVt >0, f(t) = A donc, comme R est un intervalle, Ju € R, Vt >0, f(t) = At+p
et f est affine ce qui est logique pour une fonction dont la dérivée seconde est nulle !
e Sin =2 on adonc, & nouveau, Iu € R, Vt >0, f(t) = Aln(t) + p.

A
n—2 +

e Sin > 3, il vient, encore, Ju € R, Vt >0, f(t) = —W
n_



23.15] a. Comme (x,y) + x%, (x,y) + y? et (x,y) — xy sont polynomiales donc de classe C' sur Q et que la

derniére ne s’annule pas, la fonction f est de classe C! sur § par inverse et somme de fonctions de classe C'.

Les fonctions % t(xy) > 2x — 55— et g; : (x,y) = 2y — —%5 sont continues sur 2 pour les mémes raisons
U Xy
et on a l'ex ion d dient : = -+ y--4
pression du gradient : V(x,y) € Q, grad f(x,y) = (2x 52y 5 .
Xy Xy

b. Comme lm f(t,t) = lim (th + %) = 400 alors que lim (t,t) = (0,0), la fonction f n’est pas
t—0+ t—0+ t t—0+

prolongeable par continuité en (0,0).
Comme € est un ouvert de R?, si f admet en un point un extremum local, ce point sera un point critique

de f d’aprés le cours. Or, si grad f(x,y) = (0,0) pour (x,y) € Q, ona2x— - =0 (1) et 2y — % =0 (2).
Xy Xy
2 2
En multipliant (1) et (2), il vient 4xy = —$— donc (xy)* = ‘17 d’ott xy = \/E. Ainsi, en reportant ceci dans
Xy

1/4
(1) et en multipliant par x, 2x* = v/2a donc x = (%) = xo. Par symétrie entre x et y dans ces équations,
1/4 1/4 1/4
y= (%) =yo = xo. Il y a un seul point critique de f sur €, le point (xo,yo) = ((%) , (%) )
La valeur de f en (xo,yo) est f(xo,yo) = \/E + \/g—i— v2a = 2y/2a = m. La fonction f est de classe C? sur

2¢
Q pour les mémes raisons qu’avant et g (x,y) =2+ Za’ g( y) =2+ Za et 0%f (x,y) = =+, donc
x* y Xy

22
dy xg oxdy

i é) Puisque xy = X2 —12X+32 = (X —4)(X —8), Sp(H) = {4,8}

la hessienne de f en (x0,yo) vaut H = (

donc H est une matrice symétrique définie positive et f admet en (xo,yo) un minimum local.

Soit T = {( y) € (RL)? | x < vm, y < vVmyxy > m} Comme T est borné par définition, fermé (grace aux
inégalité larges), et non vide car (xo,yo) € T puisque (%)1/4 <yYm= (8(1)1/4 et (%)1/2 > i = %(%)1/2,
la fonction continue f admet un minimum absolu sur le “triangle” T par le théoreme des bornes atteintes.
Si (x,y) est sur la frontiere de T, on a x = y/m ou y = /m donc f(x,y) > m = f(x0,y0) ou xy = i donc
f(x,y) > m = f(x0,yo). Ainsi, le minimum de f sur T est atteint & l'intérieur de T donc en un point critique,
donc forcément en (xg,yo). Ainsi, MTin(f) = f(x0,Y0) = m.

Par conséquent, pour (x,y) € , soit (x,y) € T et on a vu que f(x,y) = f(xo0,yo0) = MTin(f), soit (x,y) € T et,
comme avant, x > y/m ouy > y/m donc f(x,y) > m = f(xo,yo) ou xy > i donc f(x,y) > m = f(x0,yo). On

a donc m = f(xp,yYo) = M&n(f) et f admet en (x0,yo) un minimum absolu.



