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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

Comme f est de classe C' sur R, f est continue sur R donc en particulier en 0. En prenant ¢ = q > 0, il

existe n > 0 tel que Vx €] —n,n[, |f'(x) — f(0)] < ¢ = q = f'(x) > 0. Ainsi, f est strictement croissante
sur | —n;m[. Posons m = Min(—f(—m),f(n)) > 0. Si, par exemple, m = f(n) (l'autre cas est similaire), par
le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel qu’on note —a € [—m;0[ (avec 0 < o« < m) tel
que f(—a) = —m car f réalise une bijection entre [—;0] et [f(—m); 0] qui contient —m (faire un dessin).

En posant B =1 > 0, on a donc o« >0, B >0 et m > 0 tels que f réalise une bijection strictement croissante
entre | —«; B[ et ] —m; m[. Notons encore f cette restriction de la fonction initiale et posons { = f~'o(—f). On
le peut car —f réalise une bijection strictement décroissante de | — o; [ dans | — m; —(—m)[=] — m; m[ et que
£~ réalise une bijection strictement croissante de | —m;m[ dans | — «; b[. Par conséquent, par composition, P
réalise une bijection strictement décroissante de | —o; 3 dans | —«; B[ et on a Vx €] —a; B[, W(x) = f~1o(—f(x))
donc f((x)) = —f(x) et on a bien f(x) = —f(P(x)).

b. Comme Vx €] — «; B[, '(x) > 0, la fonction bijective f~! :] — a; B[—] — «; B[ est aussi de classe C' et ¥
est donc de classe C' par composition. De plus, Vx €] — «; B[, ¥/ (x) = —f'(x) x %

(7 (—f(x)))
Enfin, ¥ est involutive car Vx €] — o; B[, W?(x) = =1 o (—f(f1 o (—f(x)))) = 1 (=(—F(x))) = 1 (f(x)) = x.
a. L’ensemble E est inclus dans le R-espace vectoriel C°(R,, R) et il est non vide car la fonction nulle, qui

est continue sur Ry, vérifie x*f(x) " 0 pour tout réel « € R,. De plus, soit (A, n) € R? et (f,g) € E?,
X—+00
il existe par définition des réels positifs « et p tels que x*f(x) — 0 et xPg(x) —> 0. Supposons par
X——+00 X—>+00

exemple que o« < B, comme la fonction x — x* P est bornée au voisinage de +oo car « — f < 0, on a

XA+ pg)(x) = Ax*f(x) + uix* PxPg(x) = 0 donc Af + pg € E car cette fonction est continue sur R,.
X— 100
Par conséquent, E est un sous-espace vectoriel de C°(RR,, R) donc est lui-méme un espace vectoriel.
b. D’abord, pour x € Ry, la fonction h : t — e 'f(t) est continue sur [x;+oo[. Par définition de E, il
existe « € Ry tel que x*f(x) —> 0, donc h(t) =t~ %e 't*f(t) = o(t"%e™ ') = o(e™'). Par comparaison
X—400 +oo +oo
& une intégrale de référence, h est intégrable sur [x; +oo[ donc g est bien définie sur R,. Par CHASLES,
+oo x
pour x € Ry, il vient g(x) = e* fo e Hf(t)dt — e~ fo e 'f(t)dt. Comme h est continue sur Ry, par le
x
théoreme fondamental de 'intégration, la fonction H : x +— fo e tf(t)dt est de classe C' sur l'intervalle R
et H(x) = h(x). Ainsi, par opérations, g est de classe C' et g est solution de (E¢) sur R, car, pour tout
+oo x
x€ Ry, g'(x) =e* [7 e t(t)at — e [ emt(t)dt — eXeX(x) = g(x) — (x).
0 0
Comme les solutions réelles de ’équation homogene (Efo) : y’ —y = 0 sur R, sont toutes les fonctions
zx 1 x > Ae* avec A € R, par théoréme de structure, les solutions réelles de (E¢) sur Ry sont toutes les

+oo
fonctions yp : x — (?\ + f e—tf(t)dt) e*. On a yo = g, vérifions que g € E.
x
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Pour x € Ry, [x¥*g(x)| =

+ +
x%eX f OOe_tf(t)dt‘ < x%e® f oot_‘"e_"|t"‘f(t)|dt par inégalité triangulaire.
X xX

Soit ¢ > 0, comme x*f(x) — 0, il existe un réel A € R tel que Vt > A, [t*f(t)| < e. Ainsi, des que

x—+00
+oo _t _ +o0 —_t _ _
x}A,ona|x°‘g(x)\<ex°‘e"f t~%e tdt < ex®eXx “f e tdt car Vt > x, t7% < x % car a > 0.
X X
+oo
Comme fx e tdt = [—e YF>® =e ¥, on adonc Vx > A, |x¥g(x)| < e. Ainsi, x*g(x) X_)—+>OOO donc g € E.

Or x — e* n’appartient pas a E car Vo € Ry, x%e* —+> 400 donc y, n’appartient a E que si A =0 et on
X—+00
“+o0
peut donc conclure que g : x — e* f e~ 'f(t)dt est 'unique solution de (E¢) appartenant & E.
x

Pour terminer, on peut établir que E = F = {f € CO(Ry, R) | f(x) =7 0}. En effet :
X—+00

(C) Soit f € E, il existe o« > 0 tel que x*f(x) — 0 donc f(x) = x~*(x*f(x)) —> 0 car x — x~ % est
X—+00 X—+00
bornée au voisinage de 400 car « > 0. Comme f est continue sur R, on a bien f € F.

(D) Soit f € F, alors f(x) = x°f(x) ijo donc f € E car f est continue sur R, .
La définition de E est donc un peu bizarre mais c’est pour vous faire travailler sur les majorations d’intégrales.
!
a. Soit z € C, posons f, : t — e ' pour tout I’exercice. Traitons quatre cas :

e Siz =0, la fonction f, est constante et vaut 1 donc f, admet une limite finie { = 1 en +oo.

e SiRe(z) > 0, comme |f,(t)| = e—Re (=)t tliT |f2(t)] = 0 donc f, admet une limite finie £ = 0 en +oo.
—+oo

Si Re(z) < 0, tlirrrx [f2(t)| = 400 car |f.(t)] = e~Re @)t done £, n’admet pas de limite finie en +oc.
— 400

Si Re (z) = 0 et Im(z) # 0, supposons que f, admet une limite finie { € C en +oc0, par caractérisation

séquentielle de la limite, on aurait lim fz( n7w ) ={car lim —_ = 400, ce qui s’écrit
n—+o00 | Im(z)| n—-+4oo | Im(z)\
aussi lim T = lim (—1)™ ={(, et c’est absurde.
n—-+oo n—-+oo

Ainsi, t — e *' admet une limite finie en +o0 si et seulement si Re (z) > 0 ou z = 0.

b. Comme [f,(t)] = |e_Re (Zt-tIm(z)t] = e~ Re@t quon sait, pour a € R, que fo+oo e®tdt converge si et
seulement si a < 0 d’apres le cours, et que f, est continue sur R, la fonction f, est intégrable sur R, si et
seulement si Re (z) > 0.

c. Soit z € C, la fonction g, : t — e™*' est continue sur R,.

. +oo +oo .
e Siz =0, g, est constante et vaut 1 donc fo go(t)dt = fo 1dt diverge.

. x t efzt x 1 — e %% L. .
e Siz # 0, pour x € Ry, fo e #tdt = [— T]o = Ainsi, avec la question a., comme

+o0 . . x . . s
fo e ?tdt converge si et seulement si x — fo e ?tdt admet une limite finie en +o0o par définition,

+oo
L/;) e~ *'dt converge si et seulement si Re (z) > 0.
d. Comme h : t +— e 2°(t) est continue sur I'intervalle R, , par le théoréme fondamental de I’intégration,

+oo
la fonction F est de classe C' sur R car c’est la primitive de h qui s’annule en 0. Comme fo e Zotf(t)dt

converge par hypothese, la fonction F admet une limite finie en +o0o par définition. Comme F est continue

+oo
sur Ry et admet une limite finie I = fo e #otf(t)dt en 400, il est classique que F est bornée sur R..



En effet, en prenant e = 1, il existe un réel A € R, tel que Vx > A, |F(x) — 1| < ¢ = 1 ce qui montre que
[F(x)| = |(F(x) = 1)+ 1| < |F(x) = I|+|1] < |I|+1. Comme F est continue sur le segment [0; A], elle y est bornée
par le théoréme des bornes atteintes donc il existe M € Ry tel que Vx € [0; A], |F(x)| < M. Par conséquent
Vx € Ry, |F(x)] £ Max(|I] + 1,M) et F est bien bornée sur R.

e. La fonction a, : t — e~ (*720)tF(t) est continue sur Ry et |a,(t)| = \e_(Z_Z")t||F(t)|+= O(le~z==0)t))
o0
d’apres la question précédente donc, d’apres la question b. et par comparaison car Re (z—zo) > 0, 'intégrale

+oo
fo |a,(t)]dt converge donc a, est intégrable sur R.

—(z—2zo)t .
f. Comme z # zp, en posant u : t > —& et v = F, les fonctions u et v sont de classe C' sur

z— 29
R, d’aprés d. et lim u(t)v(t) = 0 d’apres d. car F est bornée sur R, et que tHT e~ (27200t puisque
—+oo

t—+o0

o . . . + oo _—(z—z0)t
Re (z—zp) > 0. Par intégration par parties, les intégrales f = u(t)'(t)dt = f T el TR (emotf(t))dt

0 0 Z— Z0
+
et f t)dt = fo > e~ (2720)tE(t)dt ont méme nature. Or t +— e~ (#720)tF(t) est intégrable sur R
. [T _e(z—zo)t +oo —e (1)
(z—zo)t € —zot —

d’apres e. et f F(t)dt converge. Ainsi, fo P x (e f(t))dt fo p— dt

400 o2t +oo
converge et on a la relation fo eif(t)dt =0- fo e~ (=720)tF(t)dt car F(0) = 0. Ainsi, par linéarité
z—2zp

—+oo +oo
de 'intégrale, fo e #Hf(t)dt = (z — z0) fo e~ (2720)tE (1) dt.

Questions supplémentaires :

e Soit (a,b) € R? avec a # b, f : [a b] - K = R ou C de classe C™' avec n € N, on a la formule de

n b _ n

TAYLOR reste intégral, f(b) = ( > (b—a) ) ) (a )) f Mf(“ﬂ)(t)dt.

k=0 a n:

e Avec ces conditions, on note My 41 = Max [f™F1(t)| (qui existe car f("+1) est continue sur le segment
xe[a b]

—~

n
[a;b]) et on a 'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE ‘f(b) - >
k=0

f(k)(a)(b _ a)k) - Mus1|b — a|n+1
k! (n+1)!

La fonction f : x — Arcsin <l> — 1 est continue sur [1;+00[. De plus, Arcsin/(y) = 14y +o(y3)
x/  x

V1—-yZ2o 2

3
et, en intégrant ce développement limité, on a Arcsin(y) Sy + }6L +o(y*) car Arcsin(0) = 0. Ainsi, on obtient
_ 1 ( 1 ) . 1 _ . 1 . sz
f = — — | car 1 - = 0 ce qui montre que f ~ . Par comparaison aux intégrales de
(X> +oo 6x° to x4 x—}Too X 4 4 (X) +o0 6x° P x &

+
RIEMANN, on en déduit que la fonction f est intégrable sur [1; 4+o00[ donc f1 ~ f(x)dx converge.

Jr
Méthode 1: dans I = f] = (Arcsin (l> —l)dx7 on pose u : x — x et v = f qui sont de classe C! sur |1; 00|
X X

et, comme liT‘]I‘LJr u(x)v(x) = (1) = %—1 par continuité de Arcsinen 1et lim u(x)v(x) = 0 car xf(x) ~ %,
x—>

Xx—+00 +00 6%
on obtient la relation T =1—- 2 — erOO xf'(x)dx =1-2 — f+oo x| (1 - é) dx ce qui se simplifie
2 1 2 1 xz 1
-
enl=1-T_ f+oo 1 (1 - #)dx. On pose ensuite x = —— = ¢(u) avec ¢ bijection strictement
2 Tox Vx2 — 1 sin(u)

0 _
décroissante de classe C' de ]0; E[ dans J1;+oo[et I=1—-T — f sin(u)(w) ( - coszu) )
2 2 /2 cos(u) sin“(u)



/2

/21 — cos ) o /2 2sin?(u/2) o [
Ainsi, [ =1 f S du=1 5 —l—fo 2 5in(w/2) cos(w/2) du=1 >+ 21n(cos(u/2)) .

et enﬁnI=1+ln( )—E~0,12.

+oo
Méthode 2 : dans [ = f1 (Arcsin (l) - l)dx, on pose 6 = Arcsin(1/x), c’est-a-dire x = = ¢(0)
x x

1
sin(0)

avec @ qui est une bijection de classe C' strictement décroissante de ]O; %} dans [1; +o0o[. Par changement de

0 n/2
variable, il vient I = f (9 — sin( )( cos( )de = f (GFOS(QZ) — C?S(e) )de. Les deux fonctions
/2 sin( 0 sin(0) sin(0)
a: 0 — Gcos(z) et b : 0 — cos(e) ne sont pas intégrables en 0% car a(@)~ b(e)wl. Par contre,
sin(0) in(0) 0 00
8cos(6)

. . 7T/zecos ) /2 cos(0)
on peut écrire JLm fs sin(0 )2 fg sm(e)
T

. /2
a et b sont continues sur le segment [s; z} Or f
&

posant les fonctions uw : 8 — 0 et v:0 — —

d9> car, pour ¢ € }0;%}, les deux fonctions

COS

= [In(sin(0))]7? = —In(sin(e)) et, en

qui sont de classe C! sur [e; %}, par intégration par

(
/2

e [ e = | ]m Tt [ (en (9] e
Darhes, fe sin(0)? sin( fs 9 2 + sin(e) +m(ten 2))e o
/2
donne f 8 cos z)de =T ( ( )) Alors, en regroupant les termes, on parvient a
€ sin(0) 2 sin(
/2 /2 t 2
f e.cois(ez)de — f cos(e) do = - 4 £ —1In M . Comme sin(e)ws et tan (é) ~ 5,
e sin(0) e sin(0) 2 sin(e) sin(e) 0 2/ 02

en passant & la limite quand ¢ tend vers 07, on a I =1+ In(2) — % ~0,12.

—

@ a. La fonction g : t — Si?z(t est continue sur R donc sur [x;4o0[ pour x > 0 et g(t) +:OOO<J—2) d’ou
g est intégrable sur [x;+oo[ ce qui montre que f est bien définie sur R¥. Comme, pour x > 0, on a
f(x) = f1+oo g(t)dt — f: g(t)dt et que x — f: g(t)dt est la primitive de g qui s’annule en 1 par le théoreme

fondamental de D'intégration, la fonction f est de classe C' sur R* et Vx >0, f/(x) = —g(x) = ———
x

sin(u)

b. La fonction h : u — est continue sur R% et elle se prolonge par continuité en 0 en posant

+oo sin(u)

oo o
h(0) =1 car sin(u) T Alinsi, fo = wdu converge si et seulement si f] du converge. Posons
u

les fonctions a : uw— —cos(u) et b:u— — qu1 sont de classe C! sur [1; +oo] et vérifient liT a(u)b(u) =0
U—+00
o . s +oo +o0 sin(u) +oo oo cos(u)
. o ’_
donc, par intégration par parties, les intégrales f1 a’b = f1 " du et f1 ab f1 2 du

. cos(u .
sont de méme nature. Or la seconde est absolument convergente car d : u +— # est continue sur [1; +o0]
u

+ i + i
et d(u) = O(&) Ainsi, fo = &qu)du converge (mais pas absolument) et on pose | = fo > sin(u)

du.

u

1 +
c. Pour x > 0, f(x) = f ST( dt + f o0 5111( sin(t) o f at f sin(t) —t g f sin t) it La
X

fonction h : t — Sm(:# est continue sur [0; 1] en la prolongeant par continuité en 0 en posant h(0) = 0

car sin(t) — twfz donc h(t )N fé. Comme h est négative sur [0;1] par concavité de sin sur [0;1], on

1
a Vx €]0;1], f h(t dt‘ f h(t f |[h]|oo,[0517dt = [|N[oc,[0;1] car h est continue sur le segment
X
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[0;1] donc elle y est bornée par le théoreme des bornes atteintes. Par conséquent, f(x) =—1In(x) + O(1) qui

=
—In(x) 4+ o(In(x)) donc que f(x) v In(x).

montre, comme lim In(x) = —oo, que f(x) =
x—0t+
+00 gi + ] +
d. Pour x > 0, par inégalité triangulaire, il vient |f(x)| = ‘ f = Sl‘:#dt‘ < f = Wdt < f = t]—zdt
x X X

—+o0
donc |f(x)| < [f l} =1 ¢t on a bien f(x) = O(l).
tix X +oo X

e. Dans l'expression de f(x), on pose u :t — —cos(t) et v:t— = t > qui sont de classe C! sur [x; +o0] et

vérifient lim u(t)v(t) = 0 donc f(x) = [ “u’(t)v(t)dt = u(tvli> - [ T W)/ (t)dt par intégration

t—+oco X

par parties d’ou f(x) = COS -2 f cos

— +
donc, puisque Czizs()+000(x] ) et f OO CO:( )dt+—DQO< 1 ) par somme, on obtient f(x )+=DOO<X1—2>

f. f est continue sur R* puisqu'elle y est de classe C', f(x) v In(x) S o(%) et f(x) = O( ) donc, par

comparaison aux intégrales de RIEMANN, f est intégrable en 07 et en +oco donc f est intégrable sur R* .
+o00

g. Dans 'expression de I = fo f(x)dx, on pose u : x > x et v = f de sorte que u et v sont de classe C'

sur R% d’apres a. et que Hm+ u(x)v(x) = 1im u(x)v(x) d’apres c. et e. et par croissances comparées car

u(x)v(x) v In(x) et u(x)v(x ) = O( ) A1n51 par intégration par parties, comme on sait d’apres f. que

o + +o0 g
ces intégrales convergent, I = fo * w(x)v(x)dx =0 — fo > u(x)v (x)dx = f > sin(y)

o dx =7J.

En supposant pouvoir intervertir les intégrales double avec le théoréme de FUBINI, on trouve (mais sans

preuve) I = fo+oo (f:oo sin(t ) ff0<x<t t)dtdx = f0+°° (f(: g(t)dx) dt = f0+°° S“;(t) dt=1J. 1l

se trouve que cette intégrale, dite de DIRICHLET, a pour valeur %, mais c’est une autre histoire !

(7)1

Petit rappel ........... ou pas : pour tout x € R et tout z = a+ib € C avec (a,b) € R2, on pose
z = elatib)In(x) — galn(x)eibIn(x) — xa(cos(bIn(x)) + isin(bln(x))). Ainsi, [x*| = x° xRe o
a. SiRe(s) > 1, pour k € N* on a ’F = kR‘]e 5 et la série de RIEMANN k§1 kRe(s) converge d’apres le
cours donc la série k%:] kis converge absolument donc elle converge, ce qui assure que la suite des sommes
) N - 1—s N1—Re(s) 1
partielles ( 21 T)N}] converge. De plus, pour N € N*, e | = e S|NRe(s)_]
1 = 0 car Re(s) > 1. Par différence de suites convergentes, la suite (Sn(s))nen+

im —a—
N=oo |1 — S|NR9(S)—1
converge, ce qui assure 'existence de ¢(s) (la fonction de RIEMANN définie dans le cours si s > 1 est réel).

Ls est continue par morceaux sur le segment [1;N + 1] donc

[t]

N+1
f1 ﬁdt existe. Avec la relation de CHASLES, et comme g est constante sur U'intervalle [k;k + 1] et

b. Avec s € C\ {1}, la fonction g5 : t —

N k+1 1 N 1
= —dt = —.
k2=:1 fk k® kgl k®

c. On suppose a = Re(s) > 0 et on pose b = Im(s), la fonction hs : t — 1_1

e[

1 N+T 4 N k1
t = k ;N —dt =
vaut - pour k & [1;N]), on a f1 MSd kgl fk

est continue




par morceaux sur [1;4o00[ puisqu’elle 'est sur tout segment inclus dans [1;+o0c0[. Pour t € [1;+00[, il

. . 1 1 B |_tJ at+ib ta-i—ib B | LtJa eib In([t]) taeib ln(t)| ,

vient hg(t) = (atio — O afib = Jarip ] o~ donc |he(t)| = SNk quon
|LtJaeibln(¥)_ta| ‘(L"J)ﬂ xbtn($)_]‘

peut écrire |hg(t)| = [t = t e De plus, par définition de la

partie entiere, pour un réel t > 1, on a 0 < t —1 < [t] < t donc |t] ot d’on LtJa+~ t® et, en
oo oo

posant {t} = t — [t] € [0;1] la partie fractionnaire de t, on a % = % =1- y 1+ O(%)
(oo}

t
|(M)‘1 lbln(u)—]| _ Na,ibln(l-y) _

{ } 1 _ (1 —y)e 1 .
en notant y = 4 € {O; 7[ et [hs(t)] ~ —t 5 - et on arrive
t 400 t t

X _ (0 —ay +o(y)e® VW) — 1|1 —ay+o(y))(1 —iby +o(y)) 1| _
ahs(t)] oo @ el @ = (0] (taH ) Alors,
par critére de RIEMANN, hg est intégrable sur [1;4+o00[ car a +1 > 1 donc (ls — )dt existe.
C 1y - N‘*S _ —s N
Si s était un réel différent de 1, on aurait directement f] t7%dt = { } Vérifions que cette

relation est vraie méme si s est complexe. Pour z = o + 1[5 € Cavec (o, p) € R, f, 1 t = t7 = t%e'P n(t)
est dérivable sur R par opérations et Vt > 0, f,(t) = at*~TelPIn(t) 4 ’c"‘(ﬁ)eils n(t) - & T B acipin()
t t

donc f,(t) = zf,_1(t) donc, par le théoreme fondamental de l'intégration, en prenant z =1 —s € C*, on
. N N f,(t) N g1-s N CONTTS
S _ _ z —
obtient f1 tsdt = f1 f,_qdt = [ } { } .

z 11 1—s 1—s

N
Ainsi, pour N € N* SN (s) = ( 3 #) _
k=1

+1
linéarité de l'intégrale et CHASLES, SN (s) = fN Wdt + f] (ﬁ - t]—s)dt -

N+ g N 1 o )
= f -/, t=%dt — T, u s’écrit aussi, par
—s

1—s

N+1 B N+1 IR 1 . N+1
Comme ‘fN Wdt‘ = ‘fN Wdt‘ = ‘F = NRe(S)’ NE}TOO\/‘N LtJ dt = 0 car Re( ) >0 et,
avec la convergence précédente, (Sn(s))nen+ converge done ((s) existe et, comme ((s) = NMT Sn(s), on
—+o0

+oo
obtient la relation ¢(s) = —— + f] ( 1 _ l)dt.

s—1 [t]°  t°
(9)4

a. La fonction g : R% — R définie par g(t) = eT est continue sur R*, g(t) = o(e ") et I'intégrale de
(o)
00 eft

+oo +
référence f 0 e~ tdt converge. Ainsi, par comparaison, f Tdt converge pour tout x > 0 ce quil montre
X

. / . +oo 67t x 67t
que f est bien définie sur R . De plus, par CHASLES, Vx > 0, f(x) = f1 Tdt - f1 Tdt' En posant

x ,—t
G : R% — R définie par G(x) = f1 ert, la fonction G est la primitive de g qui s’annule en 1 par le
théoreme fondamental de I'intégration car g est continue sur I'intervalle R* . Ainsi, comme f = G(1) — G,

par opérations, f est de classe C! sur R et Vx > 0, f'(x) = —G'(x) = —g(x) = —e
X
et

—t
b. Méthode 1 : pour x > 0, comme Vt > x, — < 1 done eT < &— car et > 0, par croissance de 'intégrale,
X X

+oo —t +oo —t +o0 -x
_ e < e _1 —tqp — 1[_,—t]+oco _ €
on a f(x) fx - dt\fx —at Xfx etat= 1) -
Méthode 2 : soit g : R} — R définie par g(x) = e _ (x). D’apres a., la fonction g est dérivable sur R*



e _e X e e * fr] :
et Vx >0, ¢'(x) = —5— — &5 + £— = —£5- < 0 donc g est décroissante sur l'intervalle R%. Comme
x x X

lim f(x) = 0 en tant que reste d’une intégrale convergente, on a lim g(x) = 0 donc g reste positive sur
X—+00 X—>+00
—X
R ce qui montre que Vx > 0, f(x) < eT'

c. Pour x > 0, onpose u:t+ e tetv:t In(t). Comme les fonctions u et v sont de classe C' sur [x; +o0|

et que tuEl u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, on obtient, par intégration par parties, la relation
— 400
+ + +

)= [ uOv©ar= vl - [T wv)dt=e ¥t + [ e tin(t)at,
X X x

d. La fonction f est continue sur R%. D’apres b., f(x) = (e™) donc, comme en a., f est intégrable

o0
en 4+o00. Soit h : t — e *In(t), la fonction h est continue sur R% et h(t) = o(e~t/2) par croissances
oo

1
comparées donc h est intégrable en +oo. De plus, h(t) rgln(t) §o<ﬁ> et 'intégrale de RIEMANN fo %

converge donc, par comparaison, h est intégrable en 07. Par conséquent, h est intégrable sur R donc,

+ + + +
Vx > 0, f ~ h(t)dt‘ < f ~ [h(t)|dt < f = [h(t)|dt ce qui montre que x — f et In(t)dt est bornée
x x 0 X

sur R%. On en déduit avec c. que f(x)?e_X In(x) + O(])ie_X In(x) + o(e ™ *1In(x)) qui s’écrit aussi

+
f(x) Y e *In(x) Y In(x)=o (L) et f est donc intégrable en 07. Ainsi, fo ~ f(x)dx converge.

0 \vx
Les fonctions u : x + x et v = f sont de classe C' sur RY, 117(1)1+ u(x)v(x) = 0 car u(x)v(x) = xf(x) fgxln(x)
X—

X

et lim xIn(x) = 0 par croissances comparées et lim u(x)v(x) = 0 car 0 < u(x)v(x) = xf(x) < e™* avec
x—0+ X—+00

la question b. et HT e ™ = 0 (encadrement). Ainsi, par intégration par parties, on obtient la valeur
X—+00

f+oo f(x)dx = f:oo W (x)v(x)dx = u(x)v(x)]§> — f:oo u(x)v'(x)dx = f e Xdx = [—e ¥|I>® =1.

/( d
0
f0+°° (f:"o ?dt) dx = j:roo (j;) et;tdx) dt = f0+oo e tdt =1.

+oo

0
+oo t
Avec FuBINI (HP), fo f(x)dx
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

Méthode 1 : On va montrer par récurrence forte sur n € N* que F vérifiant ces conditions dans M, (C) est

toujours finie et que son cardinal est inférieur & 2™.
Initialisation : si n = 1, les seules matrices A € M (C) telles que A% =1; sont A = (1) et A = (—1). Alors,
F comporte donc 1 ou 2 éléments, en prenant F = {(1)}, F = {(=1)} ou F = {(1),(—1)} et on a card (F) < 2.
Hérédité : soit n € N*, supposons que toute famille § contenant des matrices de My (C) avec k € [1;n] et
vérifiant les hypotheses de I’énoncé est finie et de cardinal inférieur & 2¢. On prend maintenant une famille
non vide F = (Ai)ie1 € (MH]((C))I telle que Vi € I, A? = Inqq et V(i,j) € 12, AjAj = AjA;
e SiF= (In+1) oud = (— In+1) oud = (In+1, —In+1), alors F est finie et card () <2 < 2"+,
© SiF # (Iny1) et T # (—Ing1) et F # (Ing1, —Iny1) (ou dans Pautre ordre bien sir), il existe un
indice ip € I tel que Aj, # *I41. Comme A;, est une symétrie, on a cntl = gy (Aiy,) ®E_1(A4y)
avec 1 < p = dim (E1(Ay,)) Sn—Tet 1< q=dim(E_1(Ay,)) <n—1car Ay, # £Inq1. Pour
tout i € I, AjAi, = Aj,A; donc les sous-espaces propres Ej(Ai,) et E_1(Ai,) de la symétrie Aj,
sont stables par Aj. Soit une base B = (vi,---,vp, w1, -+, wq) de C™*+1 adaptée a la décomposition
C™1 = Eq(Ay,) @ E_1(Ai,). Notons P la matrice de passage entre la base canonique de Cn*!

et la base B. Les stabilités de Eq(Ai,) et E_1(Ai,) par tous les A; se traduisent par le fait que
By

Vi €1, Dy = PTTAP = (0 c

) car D; = P 'A;P est la matrice de I’endomorphisme a; de

N

cntl canoniquement associé a A; dans la base B. Comme Aiz = In41, On a Di2 = I,y donc
B = I, et C7 = I4. Or V(i,j) € I?, AjA; = AjA; se traduit par V(i,j) € I?, DiD; = D;D; donc
V(i,j) € 1%, BiBj = B;jB; et V(i,j) € I?, CiCj = C;jCj.

Ainsi, F, = (Bi)ier € (Mp((:))I est une famille telle que Vi € I, Bf = I, et V(i,j) € I?, B{Bj = B;jB;
et Fq = (Ci)ier € (Mq((C))I est une famille telle que Vi € I, C7 = Iq et V(i,j) € I, CiCj = CjC;. Par
hypothese de récurrence, on a donc card (F,) < 2P et card (F4) < 29. Comme les matrices de F sont

B 0
0 C
a card (F) < card (¢ (Fp x Fq)) = card (F, x Fq) = card (F;) x card (Fq) < 2P x 29 =2+,

des images de couples (B, C) € F, x F4 par I'application (B,C) — P ( ) P~ qui est injective, on
Par récurrence forte, on a établi que si une famille F = (Ai)iec1 € (J\/[n((C))I vérifie Vi € I, A? = I, et
V(i,j) € 12, AjA; = AjAq, alors cette famille est finie et card (F) < 2™.

Méthode 2 : montrons par récurrence sur le nombre p de matrices d’'une famille de matrices de méme
taille n € N* (quelconque) que si une famille ¥ = (Ai)1<igp de p matrices ne contient que des matrices
diagonalisables qui commutent deux & deux, alors il existe une base de K™ (et donc P € GL,,(K)) formée de
vecteurs propres de toutes ces matrices (telle que Vi € [1;p]], P~TA;P est diagonale).

Initialisation : si p = 1, il n’y a qu’une matrice A; € M, (K) dans la famille § = (A1) et Pexistence de
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P € GL,(K) provient de 'hypotheése que A est diagonalisable.
Hérédité : soit p € N*, supposons que toute famille de p matrices de méme taille n (quel que soit n € N*) qui
sont diagonalisables et qui commutent deux a fois codiagonalisent. Soit F = (A, --,Ap41) € M (K)PH!

telle que Aq,---,Ap4q sont diagonalisables et commutent deux a deux. Comme A, 7 est diagonalisable,
T

K" = ED Ex. (Ap4+1) en notant Aq, - - -, A, les valeurs propres distinctes de Ap41. Comme Ajg,---, A, commu-
i=1
tent avec Ap 41, les sous-espaces propres de A1 sont stables par Ay, ---, A}, et les endomorphismes induits

par Aq,---,Ap sur Ex (Ap41) (pour i € [1;7]) sont diagonalisables car Ay, ---, A, le sont.
Par hypothese de récurrence, comme les endomorphismes induits par Aq,---, A, dans Ej, (Ap41) sont tous
diagonalisables et commutent deux & deux, il existe une base B; de Ex, (Ap41) qui est une base de vecteurs

propres communs & tous ces endomorphismes induits.

,

Posons B = B I1---II B, alors B est une base de K™ car K™ = @ Ex. (Ap+1) et les vecteurs de B sont des
i=1

vecteurs propres de Ay, - - -, Ay, par construction et de Ap 11 car ce sont des vecteurs non nuls d’'un Ex, (Ap41).

Par principe de récurrence, on a bien établi la propriété énoncé plus haut.

Dans notre cas, pour F = (Ai)ie1 € (Mn((C))I telle que Vi € I, AZ = I, et V(i,j) € 12, AjA; = AjA; les A;
sont diagonalisables car X? —1 = (X —1)(X +1) est scindé & racines simples et annulateur des A;. Le résultat
prouvé ci-dessus montre que si on prend une famille finie ] C I, les matrices A; de la famille 7 = (Aj)j¢;
codiagonalisent, il existe une matrice P € GL,(C) telle que Vj € J, P~'A;P = Dj diagonale. Mais les D;
contiennent seulement des +1 sur la diagonale car Sp(A;) C {—1,1}. Il y a donc au plus 2™ matrices Dj
possibles done, par injectivité de I'application M — PMP~' il y a au plus 2™ matrices A;j dans la famille .
On vint donc de montrer que si J C I est fini, alors card (J) < 2™. Ainsi, I est fini et card (I) < 2™.

a. Il est classique qu’une application lipschitzienne est continue (méme uniformément pour les ex-MPSI).
Pour le prouver ici, soit f € E et k € Ry tel que ¥(x,y) € R?, |f(x) — f(y)| < k|x — y| et soit xo € R, alors
Vx € R, 0 < |f(x) — f(x0)] < klx —xo] et Xli)nxlo |x — xo| = 0 donc, par encadrement xli>n><10 f(x) = f(xo) ce qui
montre la continuité de f en xo pour tout xo € R. f est donc continue de R dans R et E C CO(R, R).

De plus, E # 0 car la fonction nulle est bien continue et 0-lipschitzienne donc 0 € E.

Soit (f,g) € E? et A € R, alors il existe (k,k') € R tel que V(x,y) € R?, [f(x) — f(y)| < k|x — y] et
lg(x) — g(y)| < K'|x —y|. La fonction Af + g est d’abord continue sur R par linéarité de la continuité et, par
inégalité triangulaire, V(x,y) € R2, |(Af+g)(x)—(Af+g)(y)| = |Af(x)—Af(y)+g(x)—g(y)| < Alk|x—y|+K[x—y]
donc Af+g est aussi lipschitzienne associée & la constante [A|k+%’. E est donc stable par combinaison linéaire.
Tout ce qui précede fait de E un sous-espace vectoriel de C®( R, R), donc E est lui-méme un espace vectoriel.
b. Définissons ¢ : E — R par ¢(f) = f(0). Il est clair que ¢ est une forme linéaire sur E, et comme
F = Ker(¢) par définition, F est un sous-espace vectoriel de E, donc un sous-espace vectoriel de C°(R, R) et
enfin F est lui-méme un espace vectoriel. On pouvait le faire le faire de maniere plus classique.

Comme ¢ est non nulle car cos € E et ¢(cos) = 1 par exemple, F est un hyperplan de E donc on attend une

droite comme supplémentaire de F. Posons G = Vect(1) le sous-espace vectoriel des fonctions constantes. Si
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f € FN G, alors f est constante et nulle en 0 donc nulle sur R et FNG = {0} donc F et G sont déja en somme
directe. De plus, pour f € E, on peut écrire f = f — £(0) + f(0) (f(0) signifie ici la fonction constante valant
toujours f(0)) et la fonction g = f — f(0) € F est toujours lipschitzienne (méme constante que celle de f) et
elle s’annule en 0 et h = f(0) € G de sorte que E = F + G. Ainsi, G est un supplémentaire de F.

c. Soit f € Fet k € Ry tel que V(x,y) € R? |f(x) — f(y)| < k|x —y|. L’application g de I’énoncé est
bien définie sur R en fonction de f et la linéarité de @ est claire. De plus, g est kt-lipschitzienne car
V(%) € B2, [g(x) — 9(y)] = If(x) — () — f(tx) + F(ty)] < [7(x) — 1) |+ [F(tx) — F(ty)| < kx —y| +Klex —ty]
donc |g(x) — g(y)| < (1 + t)k|x —y|. Comme g(0) = f(0) — f(0) = 0, il vient g = ¢+(f) € F donc ¢ est bien

un endomorphisme de F.

Si f € Ker(gt), on a @¢(f) = 0 donc, pour x € R fixé, @(f)(x) = 0 d’ott f(x) = f(tx) = f(t?x) = --- ce qui
donne par une récurrence simple : Vk € N, f(t*x) = f(x). Or klim t*x = 0 et f est continue en 0 donc
—+o0
lim f(t%x) = f(0) = 0 = f(x) (suite constante). Ainsi Ker(¢@¢) = {0} et ¢ est injective de F dans F.

k——+o0
n—1 n—1 N

d. Par télescopage, sin € N*, 3 g(t*x) = > (f(t*x) — f(t*T'x)) = f(x) — f(t"x). A nouveau, en faisant
k=0 k=0

“+ o0
tendre n vers +00, comme lim f(t™x) = f(0) = 0, on obtient f(x) = > g(t*x).
n—-+oo k=0

Réciproquement, soit g € F et k € R, tel que g est k-lipschitzienne, la série > g(t™x) est absolument
n>0
convergente car |g(t™x)| < kt™|x| et que la série géométrique > kt™x converge car 0 < t < 1. Ainsi,
n=0

+oo
la fonction f : x — > g(t™x) est bien définie, elle vérifie clairement Vx € R, g(x) = f(x) — f(tx) par
n=0
télescopage et car 1111 g(t™x) = g(0) = 0. De plus, on a f(0) = 0 car g(0) = 0 et, si (x,y) € R?, il vient
n——+0o0
“+ o0 +oo + o0 “+o00
[f00) = fu)l = | 22 g(t™) = > g(t™y)| < X2 [g(t™x) —g(t™y)[ < X0 ktTx —y[ =
n=0 n=0 n=0 n=0
k
—t
Par conséquent, ¢ est un automorphisme de F.

e. SifeFetx€ R, ona @(f)(x) = @r(x) — @e(tx) = f(x) — f(tx) — (f(tx) — f(t(tx))) = £(x) — 2f(tx) + f(t*x)

1Et\xfy|doncf€F

-lipschitzienne et g = @¢(f). On en déduit que ¢+ est aussi surjective de F dans F.

car f est 1

donc I'équation de 1’énoncé se traduit par @Z(f) = idg = h. Or h € F et, d’apres la question d. et pour
+oo +oo

xe€Ronagp (WX =3 h(t™x) = 3 t'x= ]X—t donc @ '(h) = ]]—th. Comme ¢ est bijective, on
n=0 n=1 - -

a Péquivalence ¢?(f) = h <= f =@ 2(h) = ¢ (¢~ '(h)) = h ~. 1l existe une unique fonction dans F

(1-9
qui vérifie Vx € R, f(x) — 2f(tx) + f(t?x) = x et c’est la fonction f = (1“17]1;2
!
!
)

. VAN
a. Par le binéme de NEWTON, Vj € [o;n], (X+1) = (_)Xl. Ainsi, Ay, est la matrice dans la base
i=0

1
canonique By = (1,-++,X™) de Ry [X] de 'endomorphisme f;, : Ry [X] = Ry [X] défini par f,(P) = P(X + 1)

X

:XI—)W.

(clairement linéaire et allant de Ry, [X] dans Ry [X]). Sion définit gn : Ry[X] = Rn[X] par gn(P) = P(X—1),
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alors fn, 0 gn = gn 0 fn = id Ry [X] donc f,, est un automorphisme de R, [X] et gn = f;1. Par conséquent,

A" =Mat s, (gn) et, comme ) € [0;n], (X—1)) = z(—U]‘l(]')X“AE‘ ~ b= <<—1>)“(]'>> |
i=0 1 1 -

o<i,jsn

b. Pour n € N, on note S, ’ensemble de toutes les permutations de [[T;n]. On sait que card (S,) =n!l. On

partitionne (ou plutdt on partage) S, selon le nombre de points fixes des permutations. Notons donc Sy ;
n

I’ensemble des permutations de S;; qui ont exactement i points fixes. Alors S, = |_| Sn,i (réunion disjointe)
i=0
avec Sp n—1 = 0 car si une permutation de S, a au moins n — 1 points fixes, c¢’est forcément l'identité donc

n
elle a en fait n points fixes. On a donc card (Sn,) =nl= )" card (Sn,i). Pour dénombrer S, i, on choisit les i
i=0

n
points fixes parmi les éléments de [1;n] ce qui fait < > choix ; ensuite on choisit une permutation des n —1i
1

éléments restants sans point fixe, elles sont au nombre de d,,—i par définition (le nombre de dérangements,

c’est le nom des permutations de Sy o, ne dépend que du nombre d’éléments de I’ensemble qu’on “dérange”).

On obtient donc card (Sn,i) = (?) dn_i. Par conséquent, on an! = i (Tll) dn—i et le changement d’indice
i=0
k =n — i donne bien le résultat attendu, a savoir n! = i (n> dy car < n ) = <n)
= \k n—k k
do o!
c. Les relations trouvées & la question précédente s’écrivent matriciellement A =\ :
dn n!
do 0!
d. Comme A, est inversible et que (AL)™! = (A;")T = B, on a donc =B'| :]. Onen
dn n!

n X n o(_1\n—j
déduit donc, en regardant la derniére ligne de ce produit, que d, = > (—1)™) (n)]' =n!> L et le
) j )):

j=0
n o (_1\k
changement d’indice k = n —j permet d’écrire dy =n! ( k]') .
k=0 X

card (Sn,0) _

e. Comme la loi sur S;, est la loi uniforme par hypothese (“au hasard”), on a pn = card (S,) o

no(—1)k , e . R L
Pn= . o Avec le développement en série entiere de exp, Um pn = > e 0, 36.
k=0 K n—oo k=0 KX

a. L’ensemble F est une partie de 1’espace vectoriel £(E) par construction. De plus, F # () car 0 € F. Enfin,
si(f,g) €F2etrc K ona (M+g)op=Afop+gop=—Apof—pog= —po (A + g) donc, comme
AMf+g € L(E), on a AMf + g € F. Ainsi, T est un sous-espace vectoriel de £(E) donc est un espace vectoriel.
b. e Soit x € Im (p), alors p(x) = x donc f(x) = fop(x) = —p(f(x)) € Im (p) : Im (p) est stable par f.

e Soit x € Ker(p), p(f(x)) = —fop(x) = —f(p(x) = —f(0g) = O donc f(x) € Ker(p) : Ker(p) est stable par f.
c. Pour f € F et x € Im(p), on a f(x) = f(p(x)) = —p(f(x)) = —f(x) car f(x) € Im (p) donc f(x) est un
vecteur invariant par p puisque Im (p) = Ker(p —idg) = Ei(p). on en déduit que 2f(x) = 0g donc que
f(x) = Og. Ainsi, I'application induite par f sur Im (p) est I'application nulle de Im (p).

d. Soit v = rang(p) et B = B’ I B” = (vi,--+,Vr,Vr41, -, vn) une base adaptée a la décomposition

E = Im (p) ® Ker(p) avec B" = (v1,---,v;) une base de Im (p) et B” = (vy41,--+,vn) une base de Ker(p).

0 0 O)sifefr"avec

OnsaltquePzMat«B(p):<0 0 0 K

) et, d’apres ce qui précede, A = Mat 5(f) = (
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K = Mat g/ (flker(p)) car Im (p) et Ker(p) sont stables par f et que f induit sur Im (p) I'application nulle.
L’application ¢ : F — Mn_,(K) définie par ¢(f) = K est bien définie, elle est linéaire. Soit f € F tel que

¢(f) =0, alors Mat 5(f) = (0 0

0o o) = 0 donc f =0 et ¢ est injective. Pour K € My _(K), si f est 'unique

endomorphisme de E tel que Mat 3(f) = A = (g ]2)7 on a AP = (g 8) =0 = PA donc AP = —PA et

fop = —pof d’ou f € F. Par construction, on a ¢ (f) = K donc ¢ est surjective. Ainsi, ¢ est un isomorphisme

qui conserve donc les dimensions, ce qui assure que dim(¥F) = dim(M,_,(K)) = (n —r)? = (dim(Ker(p))?.
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

(7)1
(18)4

a. La fonction f : t — Sn}c(t) est continue sur R* par opérations et elle se prolonge par continuité en 0 en

posant f(0) = 1 car sin(t) Tt Ainsi, f est continue sur R donc en particulier sur R;. De plus, en posant

1

wit = et v :t — —cos(t), les fonctions u et v sont de classe C' sur [1;4o00[ et tlhj} u(t)v(t) = 0.
—+00

+00 gf + +
Ainsi, I'intégrale = &(t)dt = >~ u(t)v/(t)dt est de méme nature que Oou’ t)v(t)dt, c’est-a-dire
1 t 1 1

20 cos(t Ly . L
que f1 tz( )dt. Or cette derniere intégrale converge absolument par comparaison aux intégrales de

RIEMANN, donc elle converge, car g : t — C%Z(t) est continue sur [1;+oo[ et que g(t) = O(]—z) Ainsi,
oo

t

+o0 sin(t oo sin(t :
f1 7’(( )dt converge donc fo %dt converge aussl.

b. On vient de voir que la fonction f est continue sur R ce qui montre, par le théoreme fondamental de

Iintégration, que F est bien définie sur R en tant que primitive de f qui s’annule en 0. De plus, on sait que

+oo [ 1\ky2k+1 ; +oo (__1\k;i2k
YVt € R, sin(t) = >, (1) . Ainsi, Vt € R*, f(t) = sin(t) _ (Gl et cette formule marche

= (k+1)! t & 2k+1)!
aussi pour t =0 car 1 = e Comme le rayon de convergence de CEnter vaut R = 400, on peut
Qo+n Y o @+ 1) ’
intégrer terme a terme sur [0;x] qui est inclus dans U'intervalle ouvert de convergence R =] — 0o; +00[ pour

x (Jrzo:o (7]>kt2k)d B Jrzo:o (71)kX2k+1

o k+ DT S k4 1).2k+ 1)

7it)

avoir Vx € R, F(x) = j;x f(t)dt = j;

c. Pour x € R, la fonction hy : t — exp(—xe est continue sur le segment | = {O; g} donc l'intégrale

/2 . . . +o0 n .
I(x) = fo exp(—xe”'')dt existe. On sait que Vz € C, e* = > %5 donc, en prenant z = —xe™ ", on
n=0 M-
X 400 (_ 1\, N —int 1\, —int
obtient YVt € J, exp(—xe ') = > (])X—'e. Pour n € N, posons h;, : t — (Ux—'e.
n=0 n. n:
[x|™ Ix|™ - . Ix|™ -
Comme Vt € ], [hn(t)| = -, on a [|hn[|o,; = “—- et la série exponentielle 3 = converge donc la série
n: n. n>0 n.
de fonctions > hy converge normalement vers h sur le segment J. Comme toutes les hy, et h sont continues
n=0
P o . R oo pm/2 (—1)xem Nt
sur J, le théoréme d’intégration terme a terme sur segment montre que I(x) = > fo Tt
n=0 n.

/2 (_1\Ny M —int /2
Pour n € N, posons l'intégrale L,, = f (])X—edt. On a le cas particulier Ly = f ldt =1

0 n! 0 2

) pn/2 1\ T —int] /2 1) —inm/2
et, pour n € N*, il vient Ln:&f e*mtdt:&{ef}f = (=) x € - 1
n! 0 n! —inlJo n! —in
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) +o0 —inm/2 _ 1
Comme on sait que Re (I(x)) = > Re(Ln) et que Re (ei
n=0

Re (efinﬂ/z o 1) ~ Re (efi(2k+1)7r/2 - 1) (71)k

- ) =0 si n > 2 est pair et que 'on a
—in

sin =2k+1 > 1 est impair, il ne reste dans la formule

—in —i2k+1) ) 2k+1
+o00 _])Zk-HXZk-H (_1)k +o0 (_])kxlk—H
i-d I(x)=12 ( =T _ .
ci-dessus que Re (1)) = 5+ 2. =5y X 5037~ 2 2 Gk r 1.0k + 1]

e . o n/2 it n/2 it
d. Par inégalité triangulaire sur les intégrales, |1(x)| = ‘fo exp(—xe™" )dt‘ < fo |exp(—xe~*t)|dt. Or

exp(—xe ) = e7xcos(V)eixsin(t) qone | exp(—xe )| = e~xcos(t),

Méthode 1 : la fonction cos est concave sur J car cos” = —cos < 0 sur ] donc Vt € ], cos(t) = 1— 2—7;‘ Ainsi,
/2 . /2

eTxeosl) < e done Vx > 0, j;) |exp(—xe™")[dt < e j;) e?*t/Tdt. On en déduit donc que

/2 e (X —1)  m(l—eX) Comme lim (1 —e )
o 2x B 2x ’ x—400 2x

[I(x)] < e™™ [ﬂez"t/”] = 0, par encadrement,

2x

. o /2 .
on obtient la limite lim f exp(—xe~)dt = 0.
x—400 J O

. /2
Méthode 2 : soit g: R x [O; % [ — R définie par g(x,t) = exp(—xe™ ') de sorte que I(x) = fon g(x,t)dt.

Hj) pour tout t € J,ona lim x,t) =0 = a(t) car cos(t) > 0.
9
xX—+00

(Hz2) pour tout x € R, les fonctions hy : t — g(x,t) et a sont continues sur [0; 72l [

(H3) pour (x,t) € R x [O; % {, on a |g(x,t)] <1 = o¢(t) et @ est continue et intégrable sur [0; % [

N — N . . . /2
D’apres le théoréme de convergence dominée & parametre continu, on a 1111 I(x) = f o a(t)dt = 0.
X—+00

D’apres les questions précédentes, on a Vx € R, Re(I(x)) = T — F(x). Comme lim I(x) = 0, on a aussi

2 Xx—++00
lim Re(I(x)) = lim (1r — F(x)) = 0. Ceci assure 'existence d’une limite finie de F en +oo et sa valeur
X—>+00 x—+o00 \ 2
+0o0 g
. o sin(t) . w o
XLLTOOF(X) = 5 qu'on note fo . dt =7 (intégrale de DIRICHLET).

(20)4
(21)1

_ (n41)(n+2) ant1 _ (m+2)(n43)2" _1
Posons a,, = R L > 0 pour tout n € N, de sorte que P T )nt 2)2n+1 +OO/Z =3 donc,
d’apres le cours et la régle de D’ALEMBERT, R = % =2.
Wh+1)(n+2) T 1 2 s
osons, pour x €]—2;2[, f(x) = A M et g(x) = = —= série géométrique).
p [=2;2[ f(x) = X2 Tetg(x) = ) (série géométrique)

n=0 2" n=027n 1_*:2_X

2
On peut dériver terme & terme & Uintérieur de l'intervalle ouvert de convergence, c’est-a-dire | — 2;2[, pour

. T (n+1)x™ 2 . T (n+ 1)+ 2)x" 4
avoir Vx €] — 2;2[, ¢ = = uis g” = = .
X ] [’ 9 (X) nZ::O 2n+1 (2 _ X)Z p 9 (X> nZ::O 2n+2 (2 . X)3
+oo
En prenant x = 1 dans cette derniere relation, on a directement g”(1) = > % = 4 donc
n=0
+oo
S hENmt2) 00
n=0
a. Analyse : supposons que la fonction paire f = T est développable en série entiere au voisinage de 0,

cos
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il existe donc un réel v > 0 et une suite (an)nen € RY tels que ¥x €] — 7], f(x) = ( 7= Z anx?m
cos

(par parité). Comme le rayon R de Y  anx™ vérifie R > r > 0 par l'existence de f(x) pour x €] — ; r[, et par

n>0
. ‘- (—1)™x2m 1
produit de CAUCHY car le rayon de la série Y, ~——~—— vaut 4+o00, on a Vx €] — r;7[, cos(x) X =1
nSo  (2n)! cos(x)
n (—1)k L . s - N
doncap=TetVn =1, > an_x 20! = 0 par unicité des coefficients d’un développement en série entiere,
k=0 '
ce qui donne an, = i a (1" _ i a (=1
= - —k = kT
" b B 61 e (2K)!
N . o L (—1)k!
Synthese : il existe une unique suite réelle (an)nen telle que ap =1 et Vn > 1, an = >, an—x 20!
k=1 !
Calculons les premiers termes de cette suite : on a a; = % = %, a = 71 — % = 411 — 2‘—4 = 25—4 et
—_ Q@ a1, 6 _5 1, 1 _ 6l 7 qmbl lon ait <1
0= "t 70 a5 s T 70~ a0 1 semble que lon ait fan| <
e Initialisation : on vient de montrer que Vn € [[0;3], on a |a,| <1
k=1
e Hérédité : soit n > 4, supposons que Yk € [0;n — 1], |ax| < 1. Alors, |an| = Z an— k( (12])()

done fan] < E] |c<ln )kl h Z i < Z @ = (DT~ 0s<.

Par principe de récurrence, on peut conclure que Vn € N, |an| < 1. On note R le rayon de convergence

de la série entiere . anx?™, qui est donc supérieur, d’aprés le cours, & celui de Y. x*™ qui vaut 1. Ainsi,
n>0 n>0

“+ o0
> 1 et on peut définir g :] —1;1[— R par ¥x €] —1;1], g(x) = 3. anx?™. Par produit de CAUCHY, comme

=0
+oo +oo (7])n;2n +o0 n ( 1)k
avant, Vx €] — 1; 1], g(x) cos(x) = ( > anxzn) X ( > 7'> = > ( Z n—k~— )xzn =1 donc
n=0 n=0 (211). n=0 (Zk)
g(x) = l__— f(x) et f= —1_ est donc développable en série entiere, au moins sur =11
cos(x) cos

b. Sion avait R > %, avec le méme calcul que précédemment, on aurait Vx €] —R; R[, f(x) X cos(x) = 1. Mais

comme x = % €] — R;R[, on aurait f(x)cos(x) = 0 = 1. NON. Ou alors on pourrait dire que f est continue
sur | — R; R[, notamment en x = %, ce qui contredit 'expression f(x) = co;(x)' Toujours est-il que R < %
En fait, R = 72l mais c’est une autre histoire.

1

1

!

]

a. e Pour x =0, un (0) = 0 donc 21 un (0) converge et S(0) = 0.
e Six#0, un(x) s ﬁ donc né::l;n(x) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN.

Par conséquent, la fonction somme S est bien définie sur R. De plus, comme toutes les fonctions u,, sont

impaires, on en déduit (par convergence simple) que S est aussi impaire.
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le —XZ

b. Pour n € N* la fonction u,, est dérivable sur R et, apres calculs, Vx € R, u/, (x) = m donc un
est décroissante sur | — oco;n] et [n;4o00[ et croissante sur [-n;n]. Comme m un(x) = 0, le tableau de
variations de un montre que |[un||oo,r = [un(—n)| = un(n) = Z]TL Ainsi, la série harmonique n§1 l|un||oo, ®
diverge et il n’y a pas converge normale de > uy, sur R. B
n>1
c. Appliquons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :
(H1) Toutes les fonctions u, sont de classe C! sur R pour n € N*.
(Hz) La série de fonctions 21 U, converge simplement sur R d’apres a..
nz
(H3) Soit a > 0, ¥n € N*, ¥x € [—a;a], [u,,(x)| = (;52+—nx22)2 < ()Ezj_nxzz)z = 2 Jrnz) < # par
inégalité triangulaire donc ||uf, |[oo,[—a;a] < # et n§>:1 W ]loo,[~a;a] CONVErge par comparaison aux
séries de RIEMANN donc Y u/, converge normalement sur tout segment de R.

n>l
too 2 2
Par le théoréme évoqué ci-dessus, S est de classe C' et Vx € R, §'(x) = ﬁ
n=1 (X n

2
d. Comme S(0) =0 et §’(0) = % d’apres la question précédente, puisque S est de classe C' sur R, on a

2
S(x) = S(0) + xS’(0) + o(x) par le théoréme de TAYLOR-YOUNG. On a donc S(x) Y %
2 +o0
Pour étre plus précis, pour x € R, |S(x) — M‘ = ‘ ( )‘ = ‘ donc on a
6 n=1 x? + n’ n=1 n? )
IS(x)| < %o W < JFXO:O X =¢4)x]P = sl ce qui prouve que S(x) = fX—I—O( 3) ce qui montre
e S ER T B 90 0
2
que S(x) S % + o(x) et, & nouveau, S(x) ~ %

e. On effectue une comparaison série/intégrale, en posant, pour x > 0 fixé, la fonction @y : t — :—t
. o k+1 k
@« est continue et décroissante sur Ry donc Vk € N¥, fk Px(t)dt < ox(k) = ux(x) < fk ' px(t)dt.
. 7 . 7 +m +m
On somme ces inégalités pour k € N* (tout converge) et j‘] ox(t)dt < S(x) < fo @x(t)dt donc

t)]7° 1 t)]7°
[Arctan (7)} =T _ Arctan (7> <S(x) < T = [Arctan (7)} . Par encadrement, lim S(x) = Z.
x/11 2 X 2 x/ 1o x—+00 2

f. Comme 1lim wun(x) = 0 pour tout entier n € N*, si on avait convergence uniforme de > un sur R,
X—400

n=l1
+00 +oo
d’apres le théoreme de la double limite, on aurait lim S(x) = Z ( im un(x)) = >, 0 = 0. Comme
X—+00 —1 Xx—+oo n—1
1111 S(x) = ” d’apres la question précédente, on n’a pas convergence uniforme de > u, vers f sur R (ni
X—400 n>l

sur tout intervalle de la forme [a; +oo[ pour la méme raison).

Pour u = (un)nen € {1,115, upr™ = O(t™) et Y ™ converge (série géométrique) car |r| < 1 donc, par
o0 n>0
comparaison, y, unr™ converge absolument donc converge. Ainsi, 'application x est bien définie.
n>0
Soit u = (un)nen € {—1, 1} # v = (vi)nen € {—1,1}, notons p = Min ({n €N ’ Un # vn}), cet
entier existe car la partie A = {n e N ’ un # vn} de N est non vide puisque u # v donc, par propriété

fondamentale des entiers, A admet un minimum.
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Prenons par exemple u, = —1 et v, = 1 (lautre cas est analogue et on le traite par symétrie), alors

+o0 +o0
x(v)=x(u) =P =(=1P)+ > (vn—un)r™. Posonsy = > (vn—un)r™ desorte que x(v) —x(u) = 2rP +y.
n=p+1 n=p-+1

+oo +o00 +oo ) p+1
Par convergence absolue des séries, | Y. (vp —un)r| < > |vp —upm <2 Y M =4— par

n=p+1 n=p+1 n=p+1 T—r

+1 +1 P(] —

inégalité triangulaire d’olt x(v) —x(u)—2rP > _Z]rpir qui devient x(v) —x(u) > 2Tp_21rp - = Zr ](] rZr) <> 0.

Par conséquent, x(u) # x(v) dés que u # v, ce qui est la définition de 'injectivité de x.

On peut constater que x n’est pas forcément injective des que r € B, 1 [, par exemple pour r = %, car

+o0 k
puisque 1= )" (l) —M,0nax(1,—1,---,—1,---):x(—1,1,~-~,1,---).

=\ 1 —-(172)
(30)1
(31)1
(32)1
(33)1

a. La suite (an)nen suit une récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients constants et 1’équation caractéristique
associée est 12 —3r +2 = (r — 1)(r — 2). Ainsi, d’aprés le cours, il existe deux constantes A et B telles que
vne N, ap, =A+B.2". Comme ap =A+B=1et a;j =3 =A+2B, on trouve sans peine A = —T et B=2
donc Vn € N, a, =21 — 1.

b. Pour n € N* |an| = an = 2™ —1 < 2™ < 22" = 4™ car n+ 1 < 2n. Comme on a aussi
ao=1<4°=1, on abien Vn € N, |an| < 4™
c. D’apres le cours, le rayon de convergence de > anx™ est supérieur ou égal a celui de > 4™x™ qui vaut

n=0 n=0

1

~ car (4™x™)n>o est bornée si et seulement si |x| < i Par conséquent R > —. Comme an o 2™+ et que le
o0

NG

4
rayon de Y. 2™F1x™ vaut % pour les mémes raisons, on peut conclure tout de suite que R = %
n=0
1.1 &
d. Pour x €] —R;R[ D } i [7 > (an —3an—1+2an—_2)x™ = 0 par hypothese donc, comme les trois séries
n=2

—+o0 +oo —+o0 —+o0
convergent, Y. anx™ =3 Y an_1x"+2 > an_2x™ =0. Posons S(x) = Y anx™ pour des x convenables,
n=2 n=2 n= n=0

2
ce qui donne (S(x) —aix—ag) —3(xS(x) — apx) +2x?S(x) = 0 ou encore S(x) —3x —1—3xS(x) +3x+2x2S(x) =0
1

+oo
et on a la relation S(x) = > anx™ = —5———— comme attendu.
n—=0 2x° —3x +1

e. Méthode 1 : comme P = 2X? — 3X + 1 = (2X — 1)(X — 1), la fraction rationnelle F = % se décompose en

éléments simples sous la forme F = —&— + b _ al2X— N4+b(X—1) avec (a,b) € R? qui vérifie donc
X—1" 2X—1 2X—1)(X=1)
le systéme linéaire (2a+b=0=a+b+1) <= (a =1,b = —2). Ainsi, Vx € ] -1 [, S(x) = 2 ___1
4°4 T—2x 1-—x
+oo —+oo +oo
donc S(x) = 2 > 2™™ — > x™ et on a bien S(x) = Y. (2! — 1)x™. Par unicité des coefficients du
n=0 n=0 n=0

développement en série entiere d’une fonction, on a donc ¥n € N, a, = 2™t — 1 donc an o~ 21 et on
o0
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conclut, comme on 'a déja fait, que R = 1

2
Méthode 2 : comme P = 2X*—3X+1 = (2X—1)(X—1), on a Vx E]fR;R[ﬁ} f%; % [, S(x) = . ]2 o 1 donc,
—2x 1—x
—+o0 —+oo —+o0 n
par produit de CAUCHY, S(x) = ( > (2x)“> X ( > x“) > ( Z ) ™. Par unicité des coefficients du
n=0 n=0 n=0 k=0
‘ - 5N . k 2n+1 —1 1
développement en série entiere d’une fonction, on a Vn € N, a,, = Z 2% = ST = 2"t — 1 et on
& _

conclut & nouveau que R = %

a. Comme l'intervalle }O; % [ est stable par la fonction sin car sin G 0; % D =]0; 1[C }0; % [ et que ug € }0; 721 [,
la suite (1n)nen est bien définie et onaVn € N, 0 < u, < % Par stricte concavité de la fonction sin sur

up € ]0; % [, on a Vx € ]0; Tzr [, 0 < sin(x) < x donc Vn € N, 0 < sin(un) = uny1 < un et la suite (un)nen

est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ € [0;up]. Or sin est aussi continue donc,
en passant & la limite quand n tend vers +oo dans sin(un) = un, on a sin(¢) = ¢ donc ¢ = lim u, =0.
n—+oo
b. Comme la suite (un)nen converge, par dualité suite-série, la série Y (uni+1 — un) converge. De plus,
n>0
1

comme 1111 Up =0, 00 & Upy] — Up = sin(up) — un ~ —gui < 0. Par conséquent, par comparaison de
n—+oo too

séries de termes de signe constant, > u3 converge.
n=0

c. Comme la suite (In(wn))nen diverge car elle tend vers —oo d’apres a., par dualité suite-série & nouveau,
3
u u
1o (J)
6 6 ) ce

Un

Un
la série > (In(un4+1) —In(un)) diverge. Or, In(un41) —In(un) = n (M> = In (
n>0 Un +oo

EEY

qui donne In(unt1) —In(un) = In (1 - U’—) ~ —lu < 0. Par comparaison encore, la série Z uZ diverge.

3

3 2
d. En élevant au carré, sin(u,) = un u— +o(ud), on a sin(un)? = (un - u?“ + o(ui)) qui se réduit
(o] o0

u2 2 2
en sin(un)? ot (1 - ?“ + o(uTzl)) +:oou721(1 - u?“ + o(uﬁ)) +:OOu$l .

2
lim ( z] —%):%car 2] —LZ = %(%—1) = ]2 (1+u—“—l+o(uﬁ))+f:0%avec
n

n—1
le développement limité g LI, +u+o(u). Par le théoreme de CESARO, lim 1 > ( L iz) =1

—u n—+4oo N K2, ui_H uj 3

; l(i_i>: ] 1__1 1 ~ 3 = JuZ ~ |3
donc nl_l)TOO o uTZI u(z) nl—l>Too nuﬁ 3 apres télescopage d’ou u iodbn et un -

Bien sfir, ceci rend plus facile les questions précédentes car on a alors ud = O( 31 /2) et ufl ~ i.

Son
(36)1
(37)1
(38)1
(39)1
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(40)1
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES

(41))
(42))
(43)1

On va d’abord montrer que pour A C R, (A dense dans R) <= (V[o;B], a < p = (Ja € A, a € [x;B])).

(=

(=

en posant par exemple xo =

) Si A est dense, A = R donc tout réel est la limite d’une suite d’éléments de A. Soit [«; B] avec « < B,

x+ B, il existe une suite (an)neny € AN telle que lim a, = xo. En
2 n—-+oo

prenant ¢ = B-a 3 X0, Ing € N, Vn = ng, |an —xo| < & <= an € [o; B]. Ainsi, an, € AN [x;B].

) Supposons que A N [o; B] # O dés que o < B. Soit un réel xo et n € N, prenons an = xo — ZL“ et

—= > an, alors il existe an € [an; Bn] N A et Pencadrement *Zin <xo—an < ZL“ montre

que (an)ne N est une suite d’éléments de A qui converge vers xo. Ainsi, A = R et A est dense dans R.

On a montré par double inclusion que (A dense dans R) <= (V[; B], a < p = (Ja € A, a € [x; B])).

Montrons que A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R. Soit un segment [o; 3] C R non réduit a

un point. On cherche un élément de A dans [«; B]. Traitons plusieurs cas :

Ainsi, A = {f(m

(45)4

o <0< B Prenons n =m =0, alors 0 = f(0) — f(0) € A € [e; B].
0<a< P Posons e =p — > 0. Comme xEToo f'(x) = 0, il existe M € Ry tel que Vx > M, |f'(x)| < e.
Posons n = [M|+1€ Net m = Min({k =2 n | f(k) > f(n) + «}). Cet entier m existe bien
par propriété fondamentale de N car la partie X = {k > n | f(k) > f(n) + «} C N est non vide
puisque xEToo f(x) = +o00. Montrons que f(m) — f(n) € [«; B] :
e Comme m € X, on a f(m) > f(n) + « donc f(m) — f(n) > «.

e On ne peut pas avoir m = n car on aurait f(m) — f(n) = 0 contredisant f(m) —f(n) > « > 0.

Ainsi, m > n donc m —1 > n et, par minimalité de m, m —1 ¢ X donc f(m — 1) < f(n) + o.
D’apres le théoréme des accroissements finis, comme f est dérivable sur [m — 1; m], il existe
un réel ¢ €jm —1;m[ tel que f(m) —f(m—1) =f'(c)(m—(m—1)) =f'(c). Orc>m—-1>n
donc |[f'(c)] < eet f(m) =f(m—1)+f'(c) < f(n) + a + e = f(n) + p d’otr f(m) — f(n) < B.

Le réel f(m) — f(n) appartient donc & [«; B] et aussi & A par construction car (m,n) € N2
x < B <0 D’aprés le cas précédent, comme 0 < —p < a, AN [—B; —a] # ) donc il existe (m,n) € N? tel
que f(m) — f(n) € [-B; —af et f(n) — f(m) = —(f(m) — f(n)) € AN [o; B].

—f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R car A N [o; B] est non vide dés que o < f.
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(46) 1
X —1 3

a. Dans le calculdexa =| 5 X—2 —1 |, on effectue 'opération de GAuss C; «— C; + C2 + C3 pour
-5 1 X+6

X+2 —1 3 1 —1 3
avoir xa = [X+2 X—-2 -1 | = (X+2)|1 X—=2 —1 | par linéarité du déterminant par rapport
X+2 1 X+6 1 1 X+6

a la premieére colonne. On effectue ensuite L, +— L[, — Ly et L3 «— L3 — Ly et on trouve 'expression
1 -1 3
xa=(X+2)|0 X=1 —4 :(x+2)‘

0 2 X+3

X—1 -4
= (X+2)((X=1)(X+3)+8) = (X+2)(X* +2X +5)
2 X+3
apres avoir développé par rapport a la premiere colonne.
b. Comme xa = (X42)((X+1)2+4) = (X+2)(X+1+21)(X+1-2i),onaSpc(A) = {2, —1-21,—1+2i} et A

est diagonalisable car xa est scindé a racines simples sur C. Il existe donc une matrice inversible P € GL3(C)

-2 0 0

telle A = PDP~! avec D = 0 —-1-2 0 . 11 est alors classique que ¥n € N, A™ = PD"P~! et,
0 0 —1+2i

comme | —142i|=+5>2=]—-2],0ona |[[D"s = (V5™

Pour M € My, (C), posons le réel positif |[M||o = [[P~"MP||.. Comme ||.||s est une norme d’aprés le cours :

Séparation : soit M € M, (C) telle que |[M||o = 0, alors |[P~"MP||s = 0 donc P"'MP =0 d’olt M = 0.
Homogénéité : soit M € Mu(C) et A € C, [[AM[|o = [|P7T(AM)P||oe = A |[P7TMP||oe = [A] [[M]]o.

Inégalité triangulaire : soit (M,M’) € (Mn(C))?, |[M+M||o = [[P"' (M +M')P||oc = |[P"TMP+P~TM'P||

done [[M +M[[o < [[P7TMP[oc + [[P7TM'P[[oc = [[M][o + [[M[ o-

Ainsi, lapplication M +— ||M||o est une norme sur My (C). Puisque toutes les normes sont équivalentes sur
I'espace My (C) de dimension finie, il existe («, B) € (R%)? tel que VM € Mn(C), «f[M||o < [[M[| < B|IM]lo.
On a donc, Vn € N «||A™||o < ||A™]] < B||A™||o et, d’apres le cours, en notant R (resp. Ro) le rayon de

convergence de la série entiere Y [|A™||z™ (resp. . ||A™|oz™), on a Ro = R > Rp car a > 0 et B > 0.
n=0 n=0

Comme le rayon de convergence de la série > [|[A™|oz™ = 3 [[D™||eoz™ = 3 (v/52)™ vaut clairement
n>0 n>0 n>0

Ro = % car ((\/§|z|)“)n€N est bornée si et seulement si |z| < %, onaR= ﬁ

a. Comme x € Im (u —id¢), il existe y € E tel que x = (v —ide)(y) = u(y) — y ce qui s’écrit u(y) = x + y.
b. Comme x € Ker(uw —idg), on a u(x) = x. Ainsi, par une récurrence facile, on a Yk € N, u*(x) = x. Soit

n € N, en composant 1’égalité u(y) = x +y par u* pour k € [0;n — 1], on a uk+!(y) = uk(x) + u*(y) donc

n—1

w1 (y) — uk(y) = uk(x) = x. Ainsi, par télescopage, on a > (W1 (y) — uk(y)) = u™(y) — y = nx donc
k=0

u™(y) = nx +y (et méme pour n =0 car u®(y) =ide(y) =y = 0.x +y).

n j—
c. Ainsi, ¥n € N*, x = w Or [[u(y)|] < ||y]| et, 1& encore par une récurrence simple, on montre que
n

n
vYme N, [Ju™(y)]| < |lyll, ce qui montre que 0 < [|x|| < [[u par inégalité triangulaire

donc, comme lim 2]l _ 0, en passant a la limite, ||x|| = 0 donc x = 0.

n—+oco mN

W+l < 2[yll
N
n n
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d. On vient de voir avec c¢. que Im (u —idg) et Ker(u —id g) sont en somme directe mais, avec la formule
du rang, dim(Im (u —idg)) + dim(Ker(u —id g)) = dim(E). Ainsi, on a Im (u — idg) ® Ker(u—idg) = E et

les sous-espaces Im (u —id g) et Ker(u — id g) sont supplémentaires dans E.
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 5
REDUCTION

(49)4
(50)4
(51)1
(52)1
(53)4

a. Comme xa est unitaire par construction et scindé sur C par D’ALEMBERT-GAUSS, si aq,-- -, a, sont les
T T

valeurs propres distinctes de A, on peut écrire xa = [[ (X — ai)™et) d’ott xa(B) = [[ (B — ailn)™et),
i=1 i=1

Comme GL,(C) est un groupe multiplicatif, on a xa(B) € GL,(C) <= Vi € [1;n], B — ailn € GL,(C).
On peut aussi le justifier par le déterminant (qui est une fonction multiplicative), en écrivant que l'on a

XA(B) € GLn(C) <= det(xa(B)) # 0 < ﬁ (det(B — ailn))™ei (M) £ 0 <= Vi € [1;7], det(B — ail,) # 0.

i=1

Or B—ailn € GL(C) car det(B —ailn) = (—1)™xp(ai) # 0 puisque a; étant une valeur propre de A, elle ne
peut pas étre une valeur propre de B car on a supposé Sp(A) N Sp(B) = (). On a donc bien x A (B) inversible.

b. Par hypothese, AX = XB. Alors A2X = A(AX) = A(XB) = (AX)B = XB2. Par une récurrence facile, on

d d d
montre que Yk € N, AKX = XB*. SiP = Y axX* € C[X], on a P(A)X = 3 axA*X = Y axXB* = XP(B).
k=0 k=0 k=0
En prenant P = xa, on obtient donc xa (A)X = Xxa (B) ce qui donne, avec CAYLEY-HAMILTON, Xxa (B) = 0.

Or on a vu en b. que xa(B) est inversible. Il ne reste donc plus que X = 0.

c. On définit ¢ : M, (C) — M, (C) par ¢(X) = AX — XB. Comme ¢ est visiblement linéaire, @ est un
endomorphisme d’un espace de dimension finie, donc ¢ est un automorphisme si et seulement si elle est
injective. Soit X € Ker(¢), on a AX = XB et, avec la question précédente, X = 0. Ainsi, Ker(¢) = {0} ce
qui montre que @ est un automorphisme de M, (C). La bijectivité de ¢ permet de conclure que, comme

attendu, YM € M, (C), 3IX € M, (C), AX — XB = @(X) = M.

(55)4

a. P(2) =25-42%42234822-82=32—64+16+32—16 = 0 et, comme P’ = 5X* — 16X3 +6X2+16X—8, on

a aussi P/(2) = 5.2 —16.23 +6.22+16.2—8 = 80— 128 +24+32—8 = 0. Ainsi, 2 est racine au moins double de
P et 0 est clairement racine de P ce qui montre que P = X(X —2)?Q avec deg(Q) = 2 d’ot1 Q = aX? +bX +c.
En identifiant le terme en X>, on a a = 1, celui en X donne ¢ = —2 et celui en X? permet d’avoir b = 0. Par
conséquent, P = X(X — 2)%(X? — 2) = X(X — 2)%(X — V2)(X + V/2).

b. Analyse : sin € N*, M € M, (R), P(M) = 0 et Tr (M) = 0, comme P est annulateur de M, on sait
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d’apres le cours que Sp(M) C {0,2,v/2, —/2}. Puisque Spc(M) C R, xm est scindé sur R donc, d’apres
le cours, Tr (M) = mo(M).0 + ma(M).2 + m 5(M).v2 + m_ 5(M).(—v2) = 2a + (b — ¢)V2 en notant
a=myM)e N,b=m 5(M) € Netc=m_ 5(M) € N. Comme Tr (M) =0, on a2a+ (b —c)y2=0.
Si on avait a # 0, on aurait /2 = % € Q ce qui est absurde car on sait que v/2 est un irrationnel.
Ainsi, a = 0 donc Tr (M) = (b —c¢)v2 et b = ¢. Comme m;(M) = 0, 2 n’est pas valeur propre de M
donc M — 2I,, est inversible et la relation M(M? — 21,,)(M — 2I,,)? = 0 se résume 4 M(M? — 21,,) = 0 en
multipliant par (M —21,)~2 (tout commute). Le polyndéme R = X(X% —2) = X3 —2X = X(X —v/2)(X+1/2) est
scindé & racines simples et annulateur de M qui est donc une matrice diagonalisable dans My (R). Comme

On—2b On—2b,p On_2b,b
mo(M)+m 5(M)+m_ 5(M) =n,onamo(M) =n—2bet, en notant D = [ Op,n—2v V21 Op
Ob,n—2b Op —/21y,

(par blocs), il existe une matrice P € GL,(R) telle que M = PDP~! (P est la matrice de passage entre la
base canonique de R™ et une base de R™ formée de vecteurs propres de M (dans le bon ordre).

On—2b On—2b,b On_2b,b

Synthese: sin € N*,b € Ntelque2b <netM =P | On_2bp  V2Ip 0p P~T avec P € GL,(R),
Ob,n—2b Op —V/2I
On—2b On-—2bb On—2b,b } On—2b On—2b,b On—2b,b
onaM3="P On—2b,b ﬂIb O0p p~l=p On—2b,b Z\ﬁlb O0p P~ = 2M donc
Ob,n—2b Op —V/21y, Ob,n—2b Op —2V/2Iy

R(M) =0 d’olt P(M) = (M —2[,,)?R(M) =0 et Tr (M) = (vV2 —v2)b =0.
Pour n € N*, les matrices M € My (R) telles que P(M) = 0 et Tr (M) = 0 sont donc toutes les matrices de

la forme précédente, ca en fait beaucoup !

(57)1

a. La construction par blocs montre qu’on multiplie par 2 la taille de la matrice a chaque étape, et comme
la taille vaut 1 quand n vaut 0, par une récurrence simple, la taille de A;; vaut 2™ pour tout entier n € N.

b. La matrice Ag = (1) est de rang 1, A1 = <1 (])) est inversible donc de rang 2. Pour tout n > 1,

si on effectue l'opération de GAUss C, «— Cz — C; (par blocs) pour le calcul du déterminant de An41,
An 0

An —An
récurrence, on a donc det(Ag) =1, det(A1) = —1 et Vn > 2, det(A,) =1 # 0 donc A, est inversible ce qui

on a det(An 1) = donc det(An 1) = det(A,)det(—A,) = (=1)2" det(A,)? = det(An)?. Par

montre que son rang vaut 2™.
c. Par une récurrence simple, on établit que toutes les matrices A;, sont réelles et symétriques donc, par le
théoreme spectral, A,, est diagonalisable. Sp(Ag) = {1} et, comme xa, = X> — X — 1, Sp(A7) = {«, B} avec

o= 1%5 (le nombre d’or) et B = % qui vérifient a+pB = 1 et af = —1 (relations coefficients/racines).

Apres calculs, on trouve xa, = X* — X3 —4X2 = X +1 = (X +1)?2 (X -3 +2\/§) (X -3 _2\/§> donc
Sp(Az) = {—1,a?%,p2}. Comme ap = —1, on a donc Sp(A3) = {«?, B, p2}. La récurrence arrive :
Initialisation : on vient de voir que Sp(A™) = {«'p) | i1 +j =n} pour n =0,1,2.

Hérédité : soit n > 2 tel que Sp(A™) = {«'p) | i+j=n}.
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(C) Soit A une valeur propre de A, 7. On sait que A # 0 d’aprés b. car A, inversible. Il existe un

Y
aAnX +AnY =2AX (1) et AnX =AY (2). En reportant (2) multiplié & gauche par A, dans (1)

vecteur colonne V = (X) non nul (écrit pas blocs 2™ + 2™) tel que A, 41V = AV, ce qui équivaut

multiplié par A, on obtient AA,X + AZX — A2X = 0 = (An - Alzn) (An — %Izn)x (car ap = —1
x
1,1 _«tp _ 1 _ ; : — : N po
et — + 5 B . 1). Si on avait X = 0, on aurait aussi Y = 0 d’apres (1) car
o x —

A # 0 et on aurait alors V = 0 : NON ! Ainsi, X # 0 donc (An — AIzn) (An — %Ip) n’est pas
o

inversible ce qui prouve que A — 2on ¢ GLan(R) ou Ay — %Izn ¢ GLan(R) (car GLzn (R) est un
o

groupe multiplicatif). Par hypothese de récurrence, on a donc 2 € Sp(An) = {a'p) | i+j = n} ou
o
% € Sp(An) = {«'p) | i1 +j =n}. Dans les deux cas, que A = «**1p) ou A = «*pi*! avec i +j = n,

ona(i+1)+j=n+Tloui+(+1)=n+1Tetonabiene {a'pl' |[{/+j =n+1}
(D) Réciproquement, soit A € {at'Bl" | i’ +§ = n + 1}. Considérons deux cas :
e Siiy =0, =n+1etAr=p"". Comme p™ € Sp(A,) par hypothese de récurrence, soit

X X
un vecteur propre X € Egn(Ay) (donc X # 0), en posant V= | AnX | = | x | # 0, alors
)\
AnX + AnX (ﬁn + [3“_1 )X ﬁn-HX
Anp1V = P :( n )Z( n )ZBR+]VC&T{32=B+1donc

A= B! € Sp(Anyq) car V est un vecteur non nul tel que A, 17 = BTV

e Sit'e[l;n+1],onai=a'pl’. Comme «''~'pi" € Sp(A,) par hypothése de récurrence, soit

X
un vecteur propre X € E w—1p;(An) (donc X # 0), en posant V = [ AnX | = | x | #0,
(xi/ BJ/ o
AnX + AnX (' 1B + i’ =2p)")x o' BI'X -
= [0 8 = 7 ! = .7 ) = 3l
alors An 1V AX ( o~ 1pi'X ) (cx‘ ~Tpj X) at BV car

o2 = a+1donc A = o' i’ € Sp(An41) car V est un vecteur non nul tel que Apyq = b BV,
Dans les deux cas, A € Sp(An4 1) et, par double inclusion, on a bien Sp(An ;1) = {a¥' p)" [{/+j = n+1}.
Par principe de récurrence, on a établi que Vn € N, Sp(An) = {a'p) | i+j=n}.

a. Posons F = {fqp :z+> az+ bz | (a,b) € C?} et vérifions que E = F.

(Q) : soit f € E, alors Vz € C, f(z) = f(Re(2).1 + Im(z).i) = Re (2)f(1) + Im

)f(i) car f est R-linéaire et
que (Re(z),Im (z)) € R? et (1,i) € C?. Avec les formules d’EULER, f(z) = Zg

(z
z+ Z—Ze(:y — =
h f(1) + ETH f(i) = az+ bz

aveca:@+%e (Cetb:f(z—])—%?ec. Par conséquent, f = fq, et E CF.

(D) : soit f € F, il existe (a,b) € C? tel que Vz € C, f(z) = fq,b(z) = az+bz. Pour (z,2) € C% et (A\,n) € R?,
f(Az+p2’) = a(Az + p2’) + b(Az + pz’) = Aaz + paz’ +Abz + ubz’ = A(az + bz) + p(az’ + bz') = AMf(z) + pf(2)
donc f est R-linéaire et f € E. Ainsi, F C E.

Par double inclusion, on a bien établi que E = F = {fqp : z+> az+ bz | (a,b) € C?}.
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b. Soit B = (1,i) la base canonique du R-espace vectoriel C, comme f(1) = a+ b et f(i) = ai — bi
donc f(1) = (Re(a) + Re(b)).1 + (Im(a) + Im(b)).i et f(i) = (—Im(a) + Im(b)).1 + (Re(a) — Re (b)),

Mat 5 (fa.0) = (i‘ig iifﬂg; ﬁg}ﬁ‘?_*é%‘?) d'od Tr (fap) = 2Re (a) of det(fa.p) = a2 — [b]2.

c. D’apres la question précédente, xr, , = X? — Tr (fa,0)X + det(fq,p) = X? — 2Re (a)X + |a|? — [b]%. Soit A
le discriminant de x, ,, comme A = 4Re (a)? — 4(|a]? — |b|?) = 4(|b|? — Im (a)?), on traite trois cas :
Si [b| > [Im (a)| , A > 0 donc xf, , admet deux racines simples réelles ce qui prouve que fq 1, est diago-
nalisable sur C considéré comme un R-espace vectoriel.
Si|b| < [Im (a)| , A <0 donc x¢, , admet deux racines simples complexes non réelles (et conjuguées) ce
qui prouve que fq p n’est diagonalisable sur C considéré comme un R-espace vectoriel

car xr, , n'est méme pas scindé dans R[X].

Si|b|=|Im(a)] , A =0etxr,, =(X—Re(a))? donc Sp(fa,p) = {Re(a)}. Or, d’aprés le cours, fqp

est diagonalisable si et seulement si fq p — Re (a)id ¢c2 = 0, c’est-a-dire si et seulement

si Mat 5 (fa,0) — Re(a)l2 = { [ (Sefﬁn (b) _Img’i:(gin v

impose Re (b) = Im (a) = Im (b), c’est-a-dire b =0 et a € R.

Ainsi, fq p est diagonalisable si et seulement si ([b|] # [Im (a)| ou (b = 0 et a € R)). Dans ce dernier cas,

) = 0. Cette condition

fa,0 est ’homothétie de rapport a.

(60) 1

a. Méthode 1 : soit f endomorphisme de Rn[X] dont la matrice dans la base canonique de RynJ[A] est
la matrice A. Par définition, f(1) = X, Vk € [1;N — 1], f(x¥) = %xk*‘ + %xk“ et f(XN) = xN-1,
N N
Pour P = Y axX® € Rn[X], par linéarité de f, on a f(P) = aof(1) + ( > akf(Xk)) + anf(XN) donc
k=0 k=0

_ N N _
f(P) = aoX +anXN"1 + Z (%Xk et NN kx““) :% S kapX< T4 S xR — ﬁ Z KaNXK+
k=1 k=1 k=0 k=1
2

i donne £(P) = P 4 xp = X2 _ xp 1 1=X2pr,
ce qui donne f(P) N + X N + g
1
o & 0 0
2
0 N
Méthode 2 : A7 = Do o se reconnait aisément, c’est la matrice de 'endomorphisme
: . 1
0 -+ -+ 0 0

!
f1 1P Pﬁ de I'espace E = Ryn[X] dans la base canonique B = (1,X,---,XN) car Yk > 1, f1(X¥) = %Xk*].

0 0 cee e 0
- . .

La matrice A, = | 0 NTA est obtenue a partir de A; en échangeant 'ordre des lignes et
R . )
0 - 0 L 0

des colonnes. Ceci signifie que A; = PA 1P ou P est la matrice qui contient des 1 sur la “seconde” diagonale

et des 0 partout ailleurs : P = (pij)i<i,j<n+1 avec pij = 1 sii+j = N+ 2 et pyj = 0 sinon. Or P
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Xka

est la matrice de 'endomorphisme g de E qui envoie X* sur et on constate que 'on a l’expression

g:P— XNP(%). Ainsi, A, est la matrice dans la base canonique B de E de f; = go f; og. Or, pour un

polynéme P € E, il vient f; o g(P) = 1—(X]\'P(l))l = XN_]P(l) — EP’<l>, ce qui donne finalement
N X X N X

2-N 2
12(P) = g((f1 0 9)(P)) = XN (X' NP(x) = X2 (X)) = xP(X) — X=p/(x).
2
Au final, comme A = A; + Ay =Mat g (f) ot f=f1 +f2 : P— XP + %P'.
b. Cherchons les éléments propres de f.

Analyse : soit un réel A € R et un polynéme P € E tels que f(P) = AP, on a donc (1 — X?)P’ = N(A —X)P = 0.

La fonction polynomiale P est donc solution de '’équation différentielle (E) : (1 —t?)y’ = N(A — t)y. Or
A=t _A+1 1 + A—1 _1

. Ainsi les solutions de (E) (sur 'intervalle | — 1; 1] par exemple) sont les

1T—t2 2 "1+t 21—t

NA+1) N(-A) ) ) . NQA+1)
y:te=o(lT+t)” 2 (1—t)” 2 qui sont des fonctions polynomiales non nulles si o # 0 et —5 = k
et w =k’ sont des entiers naturels avec k + k' = N. Ainsi, il existe k € [[0; N] tel que A = % — 1 est

valeur propre de A associé au vecteur propre Py = (1 + X)*(1 — X)N=% € Ry[X]. A est bien diagonalisable.
Synthése : pour tout k € [0;N], posons Ax = % —Tet P = (14+ X0 —X)N=k € Ry[X], les calculs
précédents montrent que f(Py) = APy avec Py # 0 donc Ay est une valeur propre de f.

Conclusion : A est diagonalisable car A € My41(R) admet N + 1 valeurs propres distinctes, on peut méme

affirmer que tous les sous-espaces propres Ex, (A) sont des droites et Ex, (f) = Vect(Py).

N
De plus, comme A est diagonalisable dans My41(R) donc xa est scindé sur R, on a Tr (A) = > A donc

k=0
N
T (A) = > <% - 1) = % X w — (N +1) =0 (ce quon savait déja car il n’y a que des 0 sur la
k=0
N
diagonale de A) et det(A) = [] (% - 1) donc det(A) = 0 si N = 2p est pair car A, = ;JZ —1=0c¢et
k=0 P
det(A) = F[ (A - 1) = F[ Zk—2p—1_ (—1)p+! ]E[ 2i+1l (2p +1): (calcul classique en
k=0 \2p + 1 k=0 2p+1 Zo2p+1  2°(2p+1)PT'p!

faisant intervenir les termes pairs manquants) si N = 2p + 1 est impair.

a. Soit M € My (C) nilpotente, il existe p € N tel que MP = 0. Soit A € Sp(M), il existe X # 0 € My,1(C)

tel que MX = AX. On montre par une récurrence simple que Yk € N, M¥X = A¥X. Pour k = p, on a donc
MPX = 0 = APX donc AP = 0 car X # 0 d’ou A = 0. Ainsi, la seule valeur propre de M est 0 et, comme xm

est scindé dans C par le théoreme de D’ALEMBERT-GAUSS, on a xp = X™.

Seul nous intéresse le fait que xpm soit scindé dans C, ce qui montre d’apres le cours que M est trigonalisable
dans My, (C) donc qu’il existe P € GL,(C) et T triangulaire supérieure avec des 0 (seule valeur propre) sur
la diagonale telles que M = PTP~!. Alors det(I, +M) = det(I,, + PTP~1) = det(P(I,, + T)P~") = det(I,, + T)
car In + T et P(I, + T)P_1 sont semblables. Comme I, + T est triangulaire supérieure avec des 1 sur la
diagonale, on a det(I, + T) =1 = det(I, + M).

On pouvait aussi dire que —M est aussi nilpotente donc x_m = X" et det(In + M) =x_m (1) =1" = 1.
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b. Si U est inversible, on a U + V = U(I,, + U~"V) donc, par multiplicativité du déterminant, on obtient
det(U + V) = det(U)det(I, + U™'V) = det(U)det(I, + M) en posant M = U~'V. Comme UV = VU,
on a aussi U™V = VU™ en multipliant par U~" & gauche et & droite donc Yk € N, M* = U=*vk par
récurrence simple et, comme V est nilpotente, M est aussi nilpotente car V* = M™ = 0 par le théoreme de
CAYLEY-HAMILTON puisque xy = xm = X". D’aprés a., det(In + M) =1 donc det(U + V) = det(U).
c. Soit n € N*, (U,V) € (M, (C))? tel que UV = VU et V nilpotente. Traitons trois cas :

e Si U inversible : dans ce cas, d’apres b., det(U + V) = det(U).

e SiU=0: dans ce cas, det(U+ V) = det(V) = 0 = det(U) car V est nilpotente donc non inversible.

e Si U n’est pas inversible et U £ 0: on a det(U) = 0. Comme U et V commutent par hypothese, Ker(U)
est stable par V. Proposons deux approches :
e Soit By une base de Ker(U), Ker(U) # {0} car U n’est pas inversible, dim(Ker(U)) =p > 1. On

complete By en une base B de C™ et, si on note u et v les endomorphismes de C™ canoniquement

TN D
associés & U et V, Mat g (u) = (O A) et Mat 5 (v) = (C E) car Ker(U) est stable par v.

0 B 0
CeM,(C)et (BE) € My_p(C)avecp > 1et n—p =rang (U) > 1. Comme v est nilpotent, C
n
et E sont nilpotentes car V' = 0 = (CO Et‘ implique C™ =0 et E™ = 0. Ainsi, det(C) =0

C A+D

et, comme U+ V = (O B4 E

>, det(U + V) = det(C)det(B + E) = 0 = det(U).

e Comme v est nilpotent, w = viern) (I'endomorphisme induit par v dans Ker(u)) est aussi
nilpotent donc non inversible et il existe un vecteur x € Ker(u) tel que w(u) = v(u) = 0. Ainsi,
x € Ker(u) N Ker(v) donc (u+ v)(x) = 0 et, comme x # 0, u+ v n'est pas inversible donc
det(u+v) = det(U+ V) =0 = det(U) + det(V).

Ainsi, pour tout n € N*, si (U, V) € (M, (C))? vérifie UV = VU et V nilpotente, alors det(U + V) = det(U).

(63) 1
(64) 1
(65) 1
(66) 1

a. Soit A € C une valeur propre de A, il existe X # 0 € Mn,1(C) tel que AX = AX. Une récurrence simple
montre que Vk € N, A¥X = AKX, Ainsi, (A3 — A2 + A — )X = 0X = 0 = A3X — A?X + AX + X donc
(A3 = A2+ A+ 1)X =0 et, comme X # 0, on a A> — A2 +A+1=P(A) =0 et A est bien une racine de P.
b. Comme P = X3 —X?2 +X—1=(X=1)(X2+1) = (X = 1)(X+1)(X — 1), la question précédente montre que
Sp(A) C {1,i,—i}. Comme P est scindé a racines simples sur C et que P est annulateur de A, la matrice A

est diagonalisable dans M, (C) et on sait qu'alors det(A) = [[ A™ ). Posons a = m1(A), b = mi(A)
AESP(A)
et c = m_i(A). Comme —i est le conjugué de i et que A est une matrice réelle, on sait d’apres le cours que

b =c. On a donc det(A) = 19i?(—1)¢ =1 car i(—i) = 1.
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c. De méme, comme A est diagonalisable dans Mn (C),onaTr (A) = >  ma(A)A = ax1+bx(i)+bx(—1)
AESP(A)

carb=cdonc Tr (A)=a€ N.

(68)1
(69)1
(70)1
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

(1)1

[0 8
a. Porn >1,ap =1In (WA) =xln (1 + 1—) +1n (u“—“> donc, avec I’hypotheése de 1’énoncé,
n®u, n Un

an = = + O( 1 ) +In (1 - &4 O(%)) = &_ &4 O(%) = O(%) et, par comparaison aux séries
S n n +oomn n n +oo n
de RIEMANN7 la série )" an converge. Par dualité suite-série, la suite (bn)n>1 converge ce qui donne
n>l1
Pexistence d'un réel k tel que liT In(n®u,) = k. Par continuité de I’exponentielle, on en déduit que

lim n%u, = A =e* > 0 donc que un, ~ %
n—-+oo +oomn

_ _ X
1=0-9" est continue sur |0;1].

1
-(1=-1)7%

B; 1 [ par comparaison aux intégrales de RIEMANN.

b. Soit x €] — 1;0], la fonction gy : t —

En 1~ Comme x < 0, HT (1 —t)* = 400 donc gx(t) et, comme —x < 1, gy est intégrable sur
=1 t—

xt + o(t)

En 0T On sait que (1—1t)* ?1 —xt+o(t) donc gy (t) S "

?x—i— o(1) donc gy se prolonge par continuité
en 0 en posant gy (0) = x. Ainsi, g5 est intégrable sur ]O; %]

Par conséquent, gy est intégrable sur ]0; 1] (méme [0;1]) donc f est bien définie sur | — 1;0].

_ JFZ::OX(X—1)"'(X—TL+1)(_

Pour t € [0;1[, on a (1 —t)* t)™ d’apres le cours sur les séries entieres donc

n!

gx(t) =

0
too — 1) (x —
% Z (=1)nt1 e ot ])t“ pour t €]0; 1], ce qui se simplifie en (relation vraie pour t = 0

n!
x) gx(t) = +z:( )n+1x(x—1)~-~(X—n+1)tn,1.

n!

car on a posé gx(0) =

"(X*n+1)tn—1
n! ’

(H1) La série Y un converge simplement vers gy sur [0; 1] (on vient de le voir).
n>l

n=
Posons donc, pour tout entier n > 1, la fonction uy : t + (—1)"*! x(x=1)

(Hz2) Les un, sont continues et intégrables sur [0;1] si n € N car elles sont polynomiales sur le segment [0; 1].
(H3) La fonction gy est continue sur [0;1].

(Ha) Posons I, = fo] lun| = (=) —x) n' =] = o
Ins1 . ()0 =x)--(n—T—x)n—xnn!  nnh-—x) _ x 1 -2
I: (=)0 =x) (=T =x)(nFT1).(n+ 1) (n+1)2 o (] B n) % (] + n)

ce qui donne, par développements limités, I?—'H = (1 — ﬁ) X (1 ~ 24 O(%)) et il vient donc
n [e’e) n

n—1-x) [QT _ (=)0 =x)-(n—=1-%) pour n € N.

On calcule

ITI‘—“ = 1% + 2z O( ) On en déduit d’apres la question précédente qu’il existe A > 0 tel que
n o0

In ot )‘+2 donc, toujours par comparaison aux séries de RIEMANN, n2>:1 I, converge car x +2 > 1.
Par le théoreme d’intégration terme & terme, on a 'intégrabilité de gx (on le savait déja) et surtout la relation

f01 gx(t)dt — f()] ﬂdt — f(X) — J'io(_])th X(X_ 1)(X —n+ 1) -&-zo:o fo1 Up.

t n=1 TLT\.' n=1
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(73)4

a. Pour n > 2, soit fy : Ry — R définie par f(x) = ] _: —. La fonction f,, est continue sur R, et
X
fn(x) o in donc fy, est intégrable sur R par comparaison a une intégrale de RIEMANN car n > 1. Ainsi,
oo X
—+o00 dx . , .
fo T — converge pour n > 2 et la suite (In)n>2 est bien définie.

b. Utilisons le théoréeme de convergence dominée :
(H1) La suite de fonctions (fn)n>2 converge simplement sur Ry vers la fonction f: Ry — R telle que
f(x) =1six €01, (1) = % et f(x) = 0 si x €]1; 4o0].

(Hz) Les fonctions fy, et f sont continues par morceaux sur Ry.
1

(H3) Pour tout n > 2, Vx € Ry, [fa(x)| < @(x) avec @(x) =1six € [0;1] et @(x) = f2(x) = 2 si
x
x € [1;400[ avec @ qui est continue par morceaux et intégrable sur R car ¢(x) o iz
00 X
D’apres le théoreme évoqué, li I—f+oof(d—f1d—1—€
apres le théoreme évoqué, lim In = | x)dx = x=1=1L.
1 n +oo
c. Pour n > ZIn—E—In—l—f( —1dx—|—f dx——f0%+‘/‘1 ]ixxnavecla

1/n

relation de CHASLES. On pose x = u'/™ = on(u) dans les deux intégrales car u — u est une bijection

strictement croissante de classe C' de ]0;1] dans ]0; 1] mais aussi de [1; +oo[ dans [1'4—00[ ce qui donne la

1T..1/n + 1/n
relation I,, —1 :% ) LL]T?LLL+%-/; * (17—1—(1;)‘) donec n(I f gn(u du—i—f u)du en posant
1/m 1/n
— u t h — ui.
gn(u) 1+u € n(u) u(]+u)
(H1) (gn)n>2 converge simplement sur ]0;1] vers g :]0;1] — R telle que g(u) = ]_:_ et (hn)n>2
u

1
u(l+u)

(Hz) Les fonctions g, et g sont continues sur |0;1] et les h,, et h sont continues sur [1;+o0].

converge simplement sur [1; +o0[ vers h : [1;+00[— R telle que h(u) =

1

P = W

avec o continue et intégrable sur ]0; 1] et B continue et intégrable sur [1;4o0[ car B(u) fodbwv2
oo

(H3) Pour tout n > 2, Vu €]0;1], |gn(u)| < a(u) =1 et Vu € [1;4+00], |hn(u)] <

1 1
D’apres le théoreme de convergence dominée appliqué deux fois, lim f gn(u)du = f g(u)du = n(2)
n—+oo J 0 0

+o0 +oo +oo +oo
. _ _ 1 1 _ u — gl
et nl—1>Toc : hn(uw)du = f] h(uw)du = f] <u r— Jru)du {ln(] Jru)L In(2). Ainsi,
lim n(lp—1)=—-n(2)+wn(2)=0doul, —1 = o(l) ne donne pas d’équivalent de I, — 1 : damned !
n—+oo —+o00 n
L. +o0 gx 1 .. . 1
Changeons de stratégie. Dans f1 T on pose x = — = P(u) avec ¥ une bijection de classe C
x u
+ 0 1 n-2
strictement décroissante de ]0; 1] dans [1; +oof, et : - ] ixx“ = . ﬁ (7 #) du = j;) ]u+ — du.
1 n-2
Ainsi, pour n > 2, I, — 1 = fo %dx et on pose x = u'/™ = @, (u) car @, est une bijection
1 —__=<
strictement croissante de classe C' de ]0; 1] dans ]0; 1] pour avoir I,, — 1 = 1 o u]n_'_i—u x u1/™=Tqy et
n u
(1/11)
on obtient I, -1 = — f v 2/“—l)du. Comme Yu €]0;1], u?/™—1 = exp (M)—1 ~ 2in(u)
T+u n +oo M
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, . . —(1/n) 2/n 4 .
car et ?1 +t+o(t), on écrit plutét I, —1 = — =% f u] T x Us Tnay X In(u)du. Pour tout entier n > 2,
uf(l/n) u_2/71 -1 "
posons hy :u > T <T@ X In(u) :
n
(H1) (hn)n>2 converge simplement sur ]0; 1] vers la fonction h :]0;1] — R telle que h(u) = ﬁﬁ
u
(Hz) Les fonctions hy, et h sont continues sur |0;1].
u ()
(H3) Pour tout n > 2, Yu €]0;1], |hn(u)| < 0(u) avec 8(u) = . Siu €]0;1] car n > 2 et qu'il
u
/m
est classique que Vt € R*, e —1 > t donc Yu €]0; 1], T(u)] < 1 en prenant t = 2in(u) < 0. De
n

n

plus, 8 est continue et intégrable sur ]0; 1] par comparaison & une intégrale de RIEMANN (% < 1)

In(w) _ (1

car on a 0(u ) J5 o 37 4> par croissances comparées.

D’apres le théoreme de convergence dominée, lim (1 —1, f h(u
n—-+oo
400 400
Or Yu €]0; 1], h(u) =1In(u) > (=1)™u™ = > (-1)™u"In(u). Si an:u— (=1)"u™In(u) pour n € N:
n=0 n=0
+oo
(H1) La série Y an converge simplement vers h sur |0;1] car h(1) = > an(1) =0.
n>0 n=0

(Hz2) Les fonctions a, sont continues et intégrables sur ]0;1] pour n € N car elles se prolongent par

continuité en 0 avec an (0) = 0des quen > 1 et ap(u) = In(u) So (\%) par croissances comparées.
u

(Hz) La fonction h est continue sur ]0; 1].

n+1
(Hs) Pourne€ Nyup :um— ¥ 7 et v:u > —In(u) sont de classe C! sur 0; 1] et limo un (u)v(u) = 0 par
n u—s
croissances comparées donc J,, = f] lan| = f ul wdu = [un(uv(u)]d - f un (U (u)du
0 o Jo
donc Jn = f1 u gy = 1 La série de RIEMANN > —1 converge car 2 > 1.
" Jo n+1 (n+1)% iso (n+1)7
+oo (_])n-i-] ,
Par le théoréme d’intégration terme a terme, | = Z f a(uw)du = > Tz En séparant termes
n=0 n=0 (n+ )
ind ooy DIERESS) i
‘indices pairs et impairs, ] = — — + —_— = — +2 et il vient
n=0 (Zn + 1)2 n=0 (ZTL + 2)2 n=1"n 2 ( 2)2
_ ¢2) _ 7 A lm M 1) = = T L
]=-20(2)+ S EERETE Alinsi, nBToo 5 In—1)=—-]= 1 donc I, 1+OO o2

d. Par comparaison & une série de RIEMANN convergente car 2 > 1, la série Y (I, — 1) converge.

n>2
!
. In(x) In(1 —x) . 1
La fonction f : x — ——————= est continue sur [0;1[. f(x)~ —1In(x) :o(—) car In(1 — x) ~ —x donc
X 0 0 \x 0

f est intégrable sur ]0; %} par comparaison aux intégrales de RIEMANN. De plus, f est intégrable sur B, 1 [

car f(x) ~(x — 1) In(1 —x) car In(x) X 1 donc f se prolonge par continuité en 1 en posant f(1) = 0 par

+o00 n
croissances comparées. Comme on sait que Vx €]0;1[, In(1 —x) = Z X_ il vient, avec fy :J0;1] — R
~ n
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n—1 1 _ 1 +o0
définie par avec fy(x) = _xiln(x)j la relation I = fo de = f x)dx = f Z fn(x
n

X

Le fonctions f,, sont continues sur ]0;1] et, comme fq(x) E—In(x)?o<ﬁ) et que Xllr& fn(x) = 0 par

croissances comparées donc que f, se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1] en posant

fn(0) =0 sin > 2, les fonctions f,, sont intégrables sur ]0;1].
D’abord, en posant u(x) = x™ et v(x) = In(x), les fonctions u et v sont bien de classe C' sur ]0;1] et

lthr u(x)v(x) = 0 par croissances comparées car n > 1 donc, par intégration par parties, on obtient la
X—r

1 1 nql
relationf fn:[ w} 1 f n- ldx*i[x—} :%Sin>l.

0 nlo n

Méthode 1 : par linéarité de llntegrale, comme la fonction f1 : x — — In(x) est intégrable sur ]0; 1], et donc
+o0 1 1 +o©

> fn(x) = f —f1 aussi d’apreés ce qui précéde, on a I = f f1 + f > fn(x)dx
n=2 0 0 n=2

Pour n > 2, f,, est continue sur [0;1] en posant f,(0) = 0 et f,(1) = 0. De plus, f,, est dérivable sur

10;1] et Vx €]0;1], £, (x) = —l((n —1)x" 2 1n(x) + x“_z) donc, avec le tableau de variations de f,, on
n
_ 1
trouve ||fn||oo,0:1] = fn (e (n—1)> — m fodier: . Ainsi, né:z fn converge normalement sur [0;1] par
RIEMANN. Par convergence normale (donc uniforme) de la série de fonctions > f,, sur le segment [0;1],
n>2
1 +oo too 1
d’apres le cours, f Z fo(x)dx = f fn(x)dx = >, —5 = ¢(3) — 1. Comme f f1 =1, on obtient la
n=2"M 0
valeur I =1+ Z = ¢(3) ~1.202.
n=2 n’

Méthode 2 : utilisons le théoreme d’intégration terme a terme :

(H1) La série Y fn converge simplement vers f sur ]0; 1] (on en vient).
n>l

(Hz) Les f,, sont continues et intégrables sur ]0; 1] (déja vu).
(H3) La fonction f est continue sur ]0;1].
1 1
(H4) Vn € N, fo [fn(x)|dx = fo fa(x)dx = ]—3 et la série de RIEMANN ) 13 converge.
n

nxomn
Par le fameux théoreme, on conclut que f est intégrable sur ]0;1[ (on le savait déja) et surtout la relation

f f(x dx-Zf fn dx-%%:&@)whzoz.
n=1T

(77)4
(78)4

—xt
a. Soit x € Ret fy:t— tf —7 la fonction fy est continue sur R et fy(t) fod te~(*+1t De plus, comme

et —1 Nt on a 1112)1 fx(t) = 1 quelle que soit la valeur de x ce qui fait que fy est toujours intégrable en 0%.
t—

e Six < —1, on a donc thT fx(t) = +00 et fx n’est donc pas intégrable en +oc.

o Six>—1,f(t) ~ te— (x+1)t = O(t] ) par croissances comparées donc fy est intégrable en +oo.
o0 oo

. L . . . +o0 .
Ainsi, fy est intégrable sur R* si et seulement si x > —1, et comme fy est positive, fx converge si et
+ 0

seulement si x > —1. Par conséquent, le domaine de définition D de f est D =] — 1; 4o0].
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b. Méthode 1 : la fonction g : t — — t ] est continue sur R%. La convexité de la fonction exponentielle
e

montre que Vt > 0, e* > t+ 1 donc e* —1 >t et on a Vt > 0, g(t) < 1. Par conséquent, par croissance

+oo +o0 —xtq+oo
de linté 1 —xt 0 e *tat < —xtqy = |: _ e i| _ l Ainsi .
e l'intégrale, comme e > 0, fo g(t)e < fo e A . insi, puisque
Vx>0, 0 < f(x) < 1 comme tim 1 =0, par encadrement, lim f(x) = 0.
X X—+400 X X—+00

, 3 , . tefxt +o0o
Méthode 2 : soit g : Ry x R% — R définie par g(x,t) = ¢ . de sorte que f(x) = fo g(x,t)dt :
et —
* 3 — —
(Hy) Vt € R%, xEToo g(x,t) = 0 =h(t).

(Hz2) Vx € Ry, la fonction t — g(x,t) est continue sur R et h l'est aussi.

(H3) Y(x,t) € Ry x R, [g(x,t)] < — t 7= fo(t) et on a vu que fo est continue et intégrable sur R .
ot —
+oo
Par le théoreme de convergence dominée & parametre continu, liT f(x) = fo h(t)dt = 0.
X—+00

c. Pour x > 0, x —1 € D donc f(x — 1) et f(x) existent et, par linéarité de l'intégrale, on a la relation

+ —(x—=Nt _ —xt + —xt
f(X_U—f(X):fOOt(e et_1e )dtzfooote_’“dt. Onposeu:t—tetv:te— —&—

0 X
les fonctions u et v sont de classe C' sur Ry et tliﬂl u(t)v(t) = 0 par croissances comparées donc, par
— 100

+ + +
intégration par parties, f(x—1)—=f(x) = [ Tu(tv (t)dt = [u(t)v()]F® - I T (tv(t)dt = % I T e xtat

donc f(x — 1) — f(x) = l[—£}+m:%.

x x lo x
n n
d. SoitxeDetne N, 3 (fx+k—1)—f(x+k)) =f(x) = f(x +n) = 3 % par télescopage donc,
k=1 k=1 (X + k)
en faisant tendre n vers +oo, comme lim f(x+n) =0 d’apres b. et que la série > 1 > converge par
n—+00 > (x + k)
+oo 1
comparaison aux séries de RIEMANN, on a f(x) = > ——.
k=1 (x + k)
—xt —(x+1)t too
e. Pour t € R%, on a fy(t) = L& X1 = t? - —— = te” (XFDE S (e7H™ car |e7 Y| < 1 (série géométrique).
e - —€ n=0

+oo
Ainsi, fx(t) = 3 gn(t) avec gn(t) = te~ (xFT+mt,
n=0

(Hy) La série ) gn converge simplement sur R vers fy (on vient de le voir).
n=>0
(Hz) Les fonctions g, sont continues et intégrables sur R* car elles se prolongent par continuité en 0
en posant gn(0) =0 et qu’on a gn(t) = o(tlz) par croissances comparées.
o0

(Hz) La fonction fy est continue sur RY.

+oo —+oo —+oo
— l — +oo !
(Hs) Pour n € N, fo lgn (t)]dt = fo W(tv(t)dt = ut)v(t)]] fo u(t)v/(t)dt en posant
s Tt ¢ qui sont C R* li tv(t) = U t)v(t) =0
u: e preall AL qui son sur R avec t:&u( v )_t—}Toou( Jv(t) = 0 par

. L 400 400 ,—(x+T1+4n)t 1
croissances comparées car 1 > 0. Ains t)dt = € dt =
i p x+14n i 1’fo gn(t) fo ~T1on G102
+
et la série ) f 1

oo
> Jo |gn (t)]dt converge par comparaison car 1 =
n/

(x+1+n)* oo n?’
D’apres le théoreme d’intégration terme & terme, la fonction fy est intégrable sur R (on le savait déja) et on
+oo +oo

aVx >0, f(x) = f:oo fx(t)dt = if:oo gn(t)dt = > ! =

n=0 (X +1 +T1.)2 k=1 (X+k)

5 en posant k =n + 1.
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

a. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans M;(R) d’apres le théoréme spectral et il existe
M0
0 A
aTr (A)=Tr (D) =Dy + Dz = A + Az et det(A) = det(D) = D1D; — a? = AjA;.

donc une matrice P € 0,(R) telle que A = PDPT avec D = ( ) Comme A et D sont semblables, on
Méthode 1 : comme (Eq, E;) est une base orthonormale de R? euclidien canonique, on sait que D7 = (E1|AE7)
et Dy = (E2|AE2). Soit (Vq,V2) la base orthonormale de R? telle que V; est la premiére colonne de P € O(2)
et V, sa seconde. Les vecteurs colonnes Vy et V, sont donc des vecteurs propres de A associés respectivement

aux valeurs propres A1 et Az. On peut décomposer E; = x1V; + x2V2 dans la base (V4,V2), ce qui revient
X1

N ) =P~ TE; = PTEy, ce qui équivaut & E; = PX (formule de changement de coordonnées).
2

a poser X = (
Ainsi, D7 = (E] |AE1) = (X1V1 +X2V2|A(X]V] JerVz)) = (X]V] +X2V2|7\1X1V1 +)\2X2V2) = 7\]X% + ?\zxé, ce
qui donne Dy < A1(x3 +x3) = Ay car A2 < Ay et x3 > 0 et que x2 +x3 =1 car ||[E1||? = 1. On pouvait aussi

écrire D1 = (E1|AEq) = E]AEq = EJPDPTEy = XTDX et effectuer directement le calcul matriciel.

On a donc A7 +A2 =Dj + Dy, A7 > Dj et A =D, — (Ay — D7) < D».
4 . . _fax B [ axAr BA2 T Ao + A2 * _
Méthode 2 : en posant P = <y 5 ), PD = <Y7\1 - donc PDPT = . A2 gt ) = A

et, en identifiant, D1 = Ao + A2B2 < A1l +MB2 =N (oc2 + [32) = A car o2 + B2 =1 car PPT =1,. De
méme, Dy = A1y? + A28% = Ayy2 + 282 = A, car y2 4 8% = 1.

b. Soit A € M,(R) symétrique telle que A7 et A, soient ses deux valeurs propres réelles (pas forcément
distinctes - grace au théoréme spectral) et Dy > D3 des réels tels que Ay > Az, Ay +A2 = Dy + D2, Ay > Dy,

. . ) . N . D
on va montrer qu’il existe un réel a tel que A soit orthosemblable a la matrice < a1 Da )
2

Posons m = A FA2 — D14+ D2 14 itiey commun des segments [A2;A1] et [D2;D1] car Ay +A2 = D7 + Dy,

2 2
leréel c =D1—m >0carDy > D et p =M —m > acar Ay = Az et Ay > Dy (tracer Az < D2 < D7 < M\q).

Alors, D1D2 —MAz = (m+ a)(m — &) — (m+ B)(m — ) = m? — «? — (m? — p2) = p2 —«? > 0. On

peut donc poser a = 4/D1D2 — A1A2 de sorte que D1D, — a? = AA;. Comme on a D1Dy; — a2 = A\,

et D1 + D2 = A1 + A2, on est en bonne voie pour montrer que D = (M 0 ) et M = (D1 Da ) sont
2

0 Az a
semblables car Tr (M) = Tr (D) et det(M) = det(D).

0 A2
A1, A2 sont les deux valeurs propres de A. Or xpm = X% — Tr (M)X + det(M) = X? — (D7 + D)X+ D7D, — a?

N PR . . . A
D’apres le théoréme spectral, il existe une matrice P € O2(R) telle que A = PDPT avec D = ( 10 > car

donc xm = X2 — (A1 +2A2)X+ 222 = (X — A1) (X —A3). Traitons deux cas :

Si A1 = Ay, alors A et M sont orthosemblables & D = A1l donc A=M =Ml etonai; =Dy =D =)\
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dans ce cas avec a = 0 donc M = IZAI;r avec I3 € 02(R).

Si A1 >As, A et M étant symétriques réelles avec xo = xm = (X —A1)(X —A2), il existe deux matrices P, Q
orthogonales telles que A = PDPT et M = QDQT donc M = (QPT)D(QPT)T avec QPT € 0,(R)
par stabilité e Oz(R) par produit donc A et M sont orthosemblables.

Ainsi, M et D sont orthosemblables dans les deux cas. Il suffisait de montrer que A et D (resp. M et D) sont
orthosemblables, et comme la relation binaire d’orthosimilitude est une relation d’équivalence car O (R) est

un groupe multiplicatif, M et A sont elles aussi orthosemblables.

Pour aller plus loin : si on veut expliciter une matrice P € 0,(R) telle que M = PDPT, on peut chercher P

sous la forme d’une matrice Rg (le faire aussi avec des Sg). Pour 6 € R, on pose Mg = ReDRg = RgDR_g donc

M <c059 sine) <7\1 0>( cos® sin9> (A]COSZGJr?\zsinze (7\1)\2)sin9c059>
0 = — )

sin® cosO 0 A —sin® cos®O (A1 —A2)sinBcos® Aqsin?0 4 Az cos? 0
Traitons deux cas :
Si Ay = Ay, alors A est semblable & D = AI; donc A = AjI;. De plus, comme A\» < Dy < D7 < Aj,o0n a
Dj; =Dy = Ay donc a =0 et M =D et on peut prendre P = I, = Rg.
Si A1 > Ay, avec le calcul précédent, on veut prendre 8 € R tel que (A7 — A2)sinBcos® = a, ce qui

s’écrit aussi sin(20) = )\27‘1. Il faut donc vérifier que 2a < Ay — A,. Ces quantités étant
1= A2

positives, 2a < A — A2 <= 4a? < (A1 — A2)? <= 4(D1D2 — MA2) < A — 2AA2 + A3 donc
on a encore 2a < A7 — Ay <= 4D1Dy < (A1 +A2)? = (D7 + D3)2. Or, il est classique que

4D1Dy < (A1 +A2)2 = (D1 + D2)? <= (D7 — D3)? > 0 est vrai. Ainsi, : Za}\ € [0;1],

1—A2
posons donc 6 = 1E/\rcsin (7\1 2_“}\2) S [O; %} d’olt sin(20) = ¥ 2_(1}\2. Comme 20 € {0; ﬂ,
~ P 2 \/(7\1 — )\2)2 — 4qa?
c0s(20) = 0 donc cos(20) = /T — sin2(20) = /1 — ( a ) - et on
A — A2 A —A2
trouve Aq cosZ 0+A; sin? 0 = Aq 1+ C;S(ze) —H\z] — C;S(ze) — M —;}‘2 +M A cos(20), ce qui
\/7\1—7\22—4(12 D; —D;)?
donne)\]coszeJr)\zsinZe:DlerDzwL ( 2) :D‘§D2+ ( ; ) =Dy

(voir ci-dessus). On obtient, par un calcul analogue, A1 sin® 8 +A; cos? 8 = D,. Par conséquent,

D] a T
onaMpg=M ( a Dz) RgDRg

(811

D’abord, f, est clairement un endomorphisme de E pour tout réel a.
a. Pour (q,b) € R? et x € E, fq 0 fp(x) = fa(x + b(x|u)u) = fa(x) + b(xJu)fq(u) par linéarité de u. Or
fa(u) = (1 + al[u||?)u = (1 + a)u car u est unitaire, donc on a bien la relation fq o fy = faibiba Car on a
faofp(x) =x+ ax|w)u+b(1+ a)(xju)u=x+ (a+ b+ ba)(x|u)u = farbiva(X)-
b. Comme a + b +ba = b + a + ab pour tout (a,b) € R? par commutativité de la somme et du produit

dans R, on a bien fy o fy, = fp o fq.

c. Soit a € R, on a bien f = idg = fo = flayryo—1 et fll = fa = f(ag1)-1- Soit un entier p € N*
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tel que l'on ait 5, = f(at1)p—1, alors d’apres la question a. et par hypothese de récurrence, on obtient
1
i =fqofh =fqo flat1)yp—1 = fat(a+1)p—1+((at+1)P=T)a = Tlatr1)p+1-1-

Par principe de récurrence, on a Va € R, Vp € N, fh = flat1yp—1-

d. Siaz# —1,il existe b tel que a+b+ba =0, c'est b = — i] onafqofy =f,ofq ="Ffy=1idg donc fq
a

est un automorphisme de E. Si a = —1, f_7(u) = u — |Ju||*u = 0¢ donc Ker(f_7) # {0g} donc f_1 ¢ GL(E).
Ainsi, f, est inversible si et seulement si a # —1.

e. Pour a € Ret (x,y) € B2, on a (fa(x)ly) = (x + alxlwuly) = (xly) + a(x|w)(uly) = (x]y) + a(x|u)(y|u)
donc (fqo(x)|y) = (xly + a(yju)u) = (x|fo(y)) par symétrie du produit scalaire, donc f, est autoadjoint.

f. Analyse : soit a € R tel que fq € O(E). Alors fq (1) est unitaire car u 'est. Comme fq(u) = (1 + a)u, on
en déduit que ||fq(u)|| = |+ al||u|]| =1 + a| = 1. Ainsi, 1 + a = 1 ce qui donne a =0 ou a = —2.
Synthese :  Sia =0, fq =id g donc fo € O(E) (isométrie directe s’il en est).

eSia=-2, fz_z =f_3_ 244 = fp =1id ¢ donc f_, est une symétrie, et comme c’est aussi un endomorphisme
autoadjoint, c’est une symétrie orthogonale d’apres le cours. Or f_;(x) = x <= (xJu) = 0 < x € Vect(u)*
ce qui montre que Eq(f_y) = Vect(u)t. Comme f_, est orthogonale, E_1(f_3) = Eq(f_2)1) = Vect(u).
Dans ce cas, f_> est la réflexion d’hyperplan Vect(u)*.

Conclusion : il existe donc seulement deux isométries parmi les fo : fo =idg € SO(E) et f_, € O(E) \ SO(E)
qui est la réflexion d’hyperplan Vect(u)*.

Pour aller plus loin : toutes les questions précédentes justifient qu’en posant F = {fa |ae R\ {-1 }} :

e La loi o est interne dans F d’apres la question a. car si a # —1 et b # —1, fg o fp = fatbtap €t

(a+b+ab)+1=(a+1)(b+1)#0donca+b+ab#—Tetfqofy, €.

La loi o est commutative dans F d’apres la question b..

La loi o est toujours associative.

fo = id g est neutre pour o dans F car —1 # 0.

Tous les éléments f, de F (avec a # —1) sont inversibles dans F car en posant b = — ,on a

a
a—+1

faofp =fpofq =idg = fo d’apres d. et ——2 —l—l:L#Odoncb;é—L
a—+1 a—+1

Ceci justifie que F est un groupe abélien pour la loi o.

De plus, Papplication 8 : R* — F définie par Va € R*, 0(a) = fq_1 est bien définie d’apres d. car
a—1%# —1sia# 0. Elle est surjective par définition de ¥, injective car f, = fp équivaut & a = b
(évaluer par exemple en x = u), ainsi 8 est bijective. Enfin, pour (a,b) € (R*)%, 8(a x b) = fap_1 et
8(a)o6(b) =fa—10fo—1 = fla—1)4+(b—1)+(a=1)(b—1) = fab—1 donc 8(a x b) = 6(a) 0 8(b), ce qui montre que

0 est un isomorphisme de groupes entre (R*, x) et (7, 0).

Question supplémentaire : d’abord, A = |_| An est un évenement (A € A) car il est une réunion d’un
neN
+oo
nombre dénombrable d’événements (axiome d’une tribu) et IP( |_| An) = Y P(An) < 1 par o-additivité
neN n=0
donc, comme la série > P(A;,) converge, on a lim P(A,)=0.
n>0 n—-4oo
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(83)4
(84)1
(85)1
(86)4
(87)4
(88)4

D’abord, on constate que ® est une forme linéaire sur M,, (R) par linéarité du produit scalaire en la premiere

variable donc, comme dim(R) =1 donc rang () < 1, on a deux cas :
e soit rang (®) = 1 donc dim(Im (®)) = dim(R) alors que Im(¢) C R donc Im (®) = R.
e soit rang (®) = 0, alors ® = 0 donc Im (®) = {0}.

De plus, si X" = (x7 -+ xp) et M = (mij)1<i,j<n, par calcul matriciel, (M) =< MX, X >= >~ my;jxixj.
1<ij<n

a. Comme X # 0 et que ®(I,,) =< X|X >= [|X||? # 0, on a rang (®) = 1 donc Im (¢) = ®(M,(R)) = R.
b. Pour M € O, (R), d’apres l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a |D(M)| = | < MX, X > | < [[MX]||[X]].
Comme M € O, (R), |[MX|| = ||X|| donc |@(M)| < ||X||? et ®(0n(R)) C []|X||?;||X|[?]. Traitons deux cas :

Sin=1,ona01(R)={l1,-I;} donc ®(01(R)) = {< X|X >, < —X|X >} = {~||X||%, ||X||*}
X

[IXI”
orthonormale B = (X1,X2, X3, -+, X ) de R™. Soit u I'isométrie de R™ dont la matrice dans la base

Sin>2, posons X; = comme la famille (X7) est orthonormée, on peut donc la compléter en une base

R 02 n— . . ..
B est ( 0 0 12 =2 ) avec 0 € R, on note M la matrice de u dans la base canonique. Ainsi,
n-2,2 In-2

MX = u(]|X[|X7) = [IX][w(X1) = ||X[|(cos(8)X; — sin(8)Xz) donc &(M) =< MX, X >= [|X]|| cos(0).
Pour tout y € [—|X||?;||X||?], en posant 8 = Arccos (W), on a < MX,X >=y € &(0n(R)).
Par conséquent, par double inclusion, on obtient ®(0,(R)) = [—||X||?; ||X]|?].

a. La suite (fn)nen est appelée suite de FIBONACCI et ses premiers termes sont fo = 0, f1 = 1, f = 1,

0 1 01 T2
f3 =2,f4 =3, f5 =5, f¢ = 8. Ainsi, Ay = A3 =1 1 2] et Ay =
11 12 3 1 2 3 5
2 3 5 8
b. Les deux premieres colonnes de A, forment une famille libre car fop = 0 et f; = 1. De plus, par

construction, en notant Cj la j-ieme colonne de A, on a Vj € [1;n—2], Cj12 = Cj41+ Cj ce qui montre que
les colonnes C3, - - -, Cy, sont des combinaisons linéaires des colonnes précédentes donc des colonnes Cq et Cj.
Ainsi, rang (A,) = 2 de qui montre, avec la formule du rang, que dim(Ker(An)) = dim(Eo(An)) = n — 2.
Comme A,, est symétrique réelle car fiy;_ = fj4i—2, la matrice A,, est diagonalisable d’apres le théoreme
spectral. Par conséquent, I'ordre de multiplicité de 0 dans xa,, est égal & dim(Eo(An)) =n — 2.

c. D’aprés la question précédente et toujours grace au théoreme spectral, xa,, = X" 2(X —An ) (X — ) avec

des réels An, pn car on sait que xa,, est scindé sur R, et qu’il est unitaire de degré n.

41



e Soit X € My 1(R) défini par XT = (1 —10 -+ 0) # 0. On a XTAyX = —1 < 0 donc A, n'est pas
symétrique positive, il existe donc d’apres le cours une valeur propre o, < 0 de Ay,.

e Soit X € My,1(R) défini par XT = (110 --- 0) #0. On a XTApX =3 > 0 donc A, n'est pas symétrique
négative, il existe donc d’apres le cours une valeur propre B, > 0 de Ay.

Les valeurs propres de A;, sont donc 0,0,---,0, &n, Pn-

n—2 fois
d. Soit X;, € Mu,1(R) un vecteur propre unitaire de A, associé & la valeur oy, d’ot AnXn = anXn. On

considere le vecteur Yn41 = (Xon) € Mn+1(R). Par un calcul par blocs, comme Ap1 = (A*“ f* ),
2n

YTT1+1An+1Yn+1 = XFTA X0 = an X! Xn = on||[Xn||? = an. Grace au théoreme spectral, les espaces propres
de Ant1 sont supplémentaires orthogonaux et R™' = Eg(Ani1) ® By y (Ang1) © Ep, i (Angr). Alnsi,
Yng1 = Ungt + Vag1r + Wagr avee (Ungt, Vg1, Wni1) € Eo(Anygtr) X Expyy (Ang1) X Eg g (Angr) et
oan = Y1 A1 Y1 = ang 1 Va1 [P 4 Bt Wi |2 = ana [V 12 + a1 [[Wag 1|2 = angr caron a
Vet 4+ (Wi [P < [Unst |12+ [V [+ [[Wat [ = [V [P = [Xal]? = 1.

Ainsi, oy > an41 et on peut conclure que la suite (on)n>2 est décroissante.

Avec la méme méthode, la suite (Bn)n>2 est croissante.

Comme f1 =1 € N* f; =1 € N*et que Vn € N*| f,,42 = 41 + fn, par récurrence, on montre que

Vn € N* f, € N*. Ainsi, comme ¥Yn > 2, fn41 —fn = fn_1 > 1, la suite (fn)n>2 est strictement croissante

n—1 n
etVn =2 fn="f2+ > (fke1 —fx) =n—1 donc HT fn = +0o. Comme Tr (An) = Y. fax = fan, 0n a
k=2 T k=0

n

im Tr (An) = +o00. Or Tr (An) = an + Bn < Bn done, par encadrement, lim B, = +oo.
n—-+oo n—+oo

Il semble que (an)n>2 soit convergente, mais c’est une autre histoire !

(91)4
(92)1
(93) 1
(94)4
(95)1
(96) 1
(97)1
(98) 1
(99)1
(100) 1

a. La matrice S = MM est symétrique car ST = (MTM)T = MT(MT)T = MM = S et elle est & coefficients

réels donc elle est diagonalisable d’apres le théoreme spectral.
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b. Ona $?2 = (M™™M)(M™) = MT(MMT)M = MT(MTM)M par hypothese car MTM = MMT. Comme
on a M? = —2I,, $? = (MT)2M? = (M?)TM? = (-21,)? = 41,. Ainsi, le polynéme X? —4 = (X — 2)(X +2)
annule S et on sait d’apres le cours que ceci implique que Sp(S) = Sp(MTM) C {-2,2}.

c. Soit A € Sp(MTM), il existe par définition un vecteur X € Mz,1(R) non nul tel que SX = MTMX = AX.

2
Ainsi, XTMTMX = AXTX donc |[MX||? = A||X||? d’ou A = HI]\\;[:\(I! > 0 car |[X||? > 0. Or, Sp(M™) C Ry

et Sp(MTM) C {-2,2} implique Sp(MTM) = {2} car Sp(MTM) # ) d’apres le théoréme spectral.
d. Comme S est diagonalisable et n’a qu’une valeur propre, S est semblable a la matrice diagonale avec des 2

T
sur la diagonale. Comme S est semblable a 2I,, on a S = P(ZIZ)P_1 =2I, = M™™ donc (M) (M) =1

V2 \V2

; M
ce qui montre que V2 € 0(2).
2

e. Posons A = %, on a donc A € O(2) et A2 = —1I, d’apres d. et par hypothese, donc det(A) = 1
car si on avait det(A) = —1, on aurait A?> = I, (réflexion) d’apres le cours. Ainsi, il existe 8 € R tel
que A = Rg et A2 = Ryg = —I = Ry donc 20 = 7 2n1] < 0 = % [n] donc 6 = :I:g [2n1]. Ainsi, les

¢ _ﬁ> et

matrices M € Mz (R) telles que MTM = MMT et M2 + 21, = 0 sont M; = \/iRﬂ/z = (ﬂ 0

Mz = V2R /0 = (—(\)ﬁ ?) (elles conviennent).

Comme S est symétrique réelle, il existe une matrice diagonale D € My (R) et une matrice orthogonale
P € O(n) telle que S = PDPT. Puisque S est définie positive, VY € My 1(R) \ {0}, YTSY > 0. Soit A
une valeur propre de S, alors A € R par le théoréme spectral et il existe Y # 0 tel que SY = AY. Ainsi,

YTSY = AYTY = A||Y||? donc A = > 0. Classons les valeurs propres de S, notons-les 0 < A7 < -++ < A,

|| ||Z

(avec r < m). On sait d’apres le théoréeme spectral que R™ = @ Ex (S)

.
Pour tout vecteur X # 0 € My, 1(R), on le décompose X = > Xj avec (Xi1,---,Xy) € Ex, (S) & --- @ Er,(S).
i=1
T
Ainsi, pour tout entier k € N, S¥X = Y~ S¥X;. Or SX; = A;X; par définition donc, par une récurrence simple,
i=1
.
on a Vk € N, S¥X; = AFX;. Par conséquent, S*X = 3 AFX;.
i=1
Soit j = Max ({1 e ;] | Xy # O}) le plus grand entier tel que X; est non nul, j existe bien car, comme

j
X # 0, il existe forcément un indice i € [1;7] tel que que X; # 0. Par définition de j, S*X = > AKXy # 0

i=1

j
pour k € N. Par PYTHAGORE, comme (X7,---,X;) est orthogonale, on a [[S*X||? = > A#¥[|X;||* donc
i=1
K
||SkXH2 ?\2k||X]||2 et ||SkX|| ~ 7\k||X]|| (tout est positif). Comme Vi € [[1;5 — 1], Um 171 =0 car
k—-+oo ||S*X]

Ai < Aj et que Y kJrzkx ede mont Um Y = i }‘}Cx X

i < Aj et que , ce qui précede montre que lim = Um =

FE A T TSR s B ]

(car [|S*X]| o A¥[1X5]]) qui est bien un vecteur propre (et méme unitaire) de S associé & la valeur propre A;.
oo

(103) 1
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 8

PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

(104)4
(105) 1
(106 |
(1074
(1084
(109) 4

On modélise ce probleme en associant chaque vote pour A & un déplacement dans Z? de vecteur (1,1) et

chaque vote pour B & un déplacement de vecteur (1,—1). On part du point (0,0) et le dépouillement permet

donc un chemin qui va de (0,0) & (1000,400) selon les regles ci-dessus. On cherche le nombre de chemins qui

restent au dessus (au sens strict & part bien sir & lorigine (0,0) de ce mouvement) de 'axe des abscisses.

On prend (p,q) € (N*)? avec q < p et on note ap,q le nombre de chemins dans Z? qui partent de (0,0)
et qui arrivent en (p + q,p — q) en restant toujours au dessus (au sens large) de l’axe des abscisses. Dans

notre cas, on a p = 700 et ¢ = 300. Le nombre total des chemins qui partent de (0,0) et qui arrivent en

(p+4q,p—q)est b, q= (p ; q) car il faut choisir parmi les p + q déplacements les p qui se font vers le

haut (en complémentaire ceux qui vont vers le bas).

Les ap,q chemins qui restent au dessus de ’axe des abscisses doivent commencer par un déplacement vers le

haut donc passer par le point (1,1). Le nombre total de chemins qui vont de (1,1) & (p+q,p — q) est, comme
ci-dessus, égal a (p :i]_ ]>. Pour un chemin ¢ = ((1,1), (x2,Y2),"**, (Xp+q—1,Yp+q—1), (P + ¢, P — q))
qui part de (1,1) et arrive en (p + q,p — q) et qui touche l'axe des abscisses, on définit lentier k > 1
qui est I'indice du premier (k minimal tel que yx = 0) passage par I'axe des abscisses et on associe a c le
chemin ¢’ = ((1, =1), (x2, =y2),* *» (xi=1, =Yx—1), (%16, 0), (X1, Yre1)5 5 (Xpt-q =1, Yp+q—1), (P + 4, p — ).
Réciproquement, pour un chemin ¢’ = ((1, =1), (x3,43), "+, (Xp1q—1>Yp+q—1)> (P+d,p—q)) qui va de (1, 1)
a (p+4q,p — q), on définit k qui est le premier passage par axe des abscisses et on associe & ¢’ le chemin
c=((1,1),(x2, =y%), - (%k—1s —Yk—1)y (%4 0)y (e 1s Yk s+ (Xpq— 15 Yprg—1)> (P d,p — q)) qui est un
chemin allant de (1,1) & (p 4+ q,p — q) et qui croise ’axe des abscisses.

Ce procédé, appelé principe de réflexion, réalise une bijection entre les chemins allant de (1,1) & (p+q,p—q)

et touchant ’axe des abscisses et les chemins allant de (1, —1) & (p + q,p — q). Mais comme il existe, comme
p+q—1

) chemins qui vont de (1,—1) & (p+4q,p — q), la bijection permet d’affirmer qu’il
P

précédemment, (
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—1
y a aussi (p +d ) chemins allant de (1,1) & (p + q,p — q) et touchant I’axe des abscisses.
P

— 1 —1
En passant par le complémentaire, il existe donc ap q = (p +a 1 ) - (p +a ) chemins allant de (1,1)
P— P

a (p+q,p — q) qui ne croisent pas I’axe des abscisses car un chemin qui va de (0,0) & (p + q,p — q) sans
croiser ’axe des abscisses est un chemin qui va de (1,1) & (p + q,p — q) sans croiser 1’axe des abscisses.

En considérant que tous les chemins sont équiprobables (on peut prendre les bulletins de vote dans un ordre

(4

quelconque et de maniere équiprobable), la probabilité cherchée est o« = 9p.q — e
p‘q
! ! ( P >l
_ —1 —1)! —1)! —Dip —
qui vaut, comme on a <p+q )_ (p+q ) _ a0 (pta-1! _ (Hra-Dp-q) .
p—1 2 (p—1)!q! pl(q —1)! plq!
! . 1! -
(p+q> = (p+a) = (P+a)P+q ) , plus simplement, « = E—4.
P plq! plq! P+q

Dans notre cas, comme p = 700 et q = 300, cela donne o« = 0,4.

(1)1
(112))

a. Notons Py = “on fait pile au lancer numéro k” (le premier lancer est de numéro 1). On pose X = +o0

si on ne fait pas deux fois pile au cours du processus. On a X(Q) = N U {+oo} et, pour tout k € N,

k+1 /i1 K1
X =%) = |_| (( ﬂPi)) N PN ( ﬂ Pj) N Pk+2> (en notant i € [[1;k + 1] et k + 2 les numéros des

i=1 j=1 j=i41
deux lancers donnant pile). Comme ces événements sont incompatibles et que Pq,- -+, Pxi2 sont supposés
k+1 ,i—1 k41
indépendants, on a P(X =%k) = ( 10 - ‘p))p( 1T @ —p))p = (k+1)p2(1 —p)k.
i=1 Vj=1 j=i+1
+o0 +oo
X =+0x0) = |_| (X = k) donc, par c-additivité, on a 1 — P(X = +00) = p? > (k+ 1)(1 — p)*. Or on sait
k=0 k=0

+oo
1 _ 3 x¥ qu'on dérive A l'intérieur de I'intervalle ouvert de convergence pour avoir

que Vx €] — 1;1[, ——
T-x x>

+oo 2
(k4 1)xk = % Comme 1 —p €]0;1[,1 — P(X = +00) = —FL——— =1 donc P(X = +00) = 0.
K=o (1= (1=(0-p)
b. Par définition, X admet une espérance finie si et seulement si Y kP(X = k) est absolument convergente.
k>0
Or kP(X = k) = k(k + 1)p?(1 — p)* =0 (#) par croissances comparées donc Y, kP(X = k) converge par
00 k>0
comparaison aux séries de RIEMANN, ce qui prouve que X admet une espérance finie.
o0
On dérive une fois de plus terme & terme la relation ¥x €] — 1;1[, Y (k+ 1)x* = ﬁ dans lintervalle
k=0 R
+oo 2 +oo 2
ouvert de convergence et Vx €] — 1;1[, > k(k+ 1)x*"! = —=— donc Y k(k+ 1)x* = —% . Ainsi,
k=1 (1—x%) k=0 (1—x)

E(X) = ZX::ZHP(X =k) = gk(k+ Dp2(1 —p)* :ngk(k—i—])(] —p)k = _2p(1-p) car 1 —p €]0;1]

(1=0-9))
2(1—p)

et on a l'espérance attendue, E(X) = =—=.
P

c. On suppose que la boule piochée dans 'urne l’est de maniére uniforme. On a Y(2) = N U {+oo} en
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convenant que Y = 400 si X = +00. Comme on a vu que (X = 400) est négligeable, (Y = +00) = (X = +00)

I’est aussi. Pour k € N, comme ((X = n)) est un systéme quasi-complet d’évenements, par la formule

neN

—+o0
des probabilités totales, P(Y = k) = Y. P(X =n)P(Y =k[]X =n). Or P(Y =k[]X =n) =0si k > n et
n=0

. 1t (4 1)p?(1 —p)" e (1 —p)"
IP’(Y:]<|X:n):n_1+_1 si k < ndonc P(Y =k) = Zk( 313_’_(] ) =p? Ek(]_p)n:%
n= n=

(série géométrique) donc P(Y = k) = p(1 —p)*.
d. Comme (Y +1)(Q) = N*U{+oo} et que Vk € N*, P(Y +1 =k) = P(Y =k —1) = p(1 —p)*7 ', la

variable aléatoire Y + 1 suit (presque stirement) la loi géométrique de parametre p. On sait d’apres le cours

que E(Y+1) = E(Y) +1=1 et que V(Y +1) = V(¥) = 152, Ainsi, E(Y) = 1= et V(Y) = 152
P P p P
Comme Y Xk](;v) est une série a termes positifs pour w € €2, elle converge si et seulement si la suite de ses
k>1
—+o0
sommes partielles est majorée. Ainsi, en discrétisant les majorants M € N* on a ’expression A = U AM
M=T
™ Xig(w) A
oﬁAM:{wGQ’VnG N* Sa(w) = > kk gM}: ﬂ B, avec By = (Sn < M).
k=1 n=1

Soit M € N*, comme la suite (Sn(w))nen+ est croissante pour tout w € 2, la suite (Bn )nen+ est décroissante

pour linclusion car By 41 C By puisque si Spiq(w) < M, alors Sp(w) < Sn41(w) < M. Par le théoreme de

continuité décroissante, on a donc P(Apm) = 1111 P(By).
n—+oo

Par lindarité de lespérance, E(Sy) = 33 ZO%) — : =3 Llas ielle de la séri

pérance, E(Sn) = > = pHy en posant Hp, = > - la somme partielle de la série

k=1 k=1
i indé —o5 V) _ g ‘ _ s 1
harmonique. Par indépendance de Xj,---,Xn, V(Sn) = > 2 =p(1 —p)Tn en posant T, = > 2 la
k=1 k=1
2
somme partielle de la série de RIEMANN ) iz qui converge et dont la somme est ((2) = %
n>1n

Comme S, admet un moment d’ordre 2, d’aprés I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV, pour tout ¢ > 0,

_ 2
on a la majoration P(|Sy — E(Spn)| =€) = P(|Sq —pHn| = ¢) < p(l Zp)T“ = V(gn) < p(l c ;)n .
€ 3 €

Soit M € N*, puisque liT Hp = +00, il existe ng € N tel que Vn > ng, pH, > M. Pour tout n > nog,
n—+oo

comme M < pHp, on a (S, < M) C (|Sn — pHn)| = pHn — M) donc, en posant ¢ = pHy, — M > 0 dans
(1—pr® _ _p(1—p)r’

la majoration précédente, on obtient 0 < P(S;, < M) < P Par encadrement,

6e” 6(pH, — M)’
comme Um H, =+oo,ona lm P(S;, <M)=0donc P(Apm)=0.
n—-4oo n—-4o0o
+o0 +oo
Méthode 1 : par sous-additivité, comme A = U Am,ona P(A) < > P(Am) =0 donc P(A) =0.
M=1 M=1

Méthode 2 : Pour M € N*| si la suite (Sp(w))nen+ est majorée par M, elle est a fortiori majorée par

M + 1 donc Apm C Am41. Ainsi, la suite d’événements (Am)men+= est croissante pour U'inclusion donc, par

continuité croissante, on a P(A) = (Am) = 0.

lim P
M—+c0
On note qu’ici A, > 0 contrairement a ce qu’on a vu en cours ou on a imposé que le parametre d’une

variable aléatoire suivant une loi de POISSON soit strictement positif. Il est donc possible, si A, = 0, que Xy,
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; o e %0° e %0k
soit presque sirement nulle car alors on a P(X,, =0) = o= TetVk>1, P(Xp =k) = = 0.
400 +oo n
Ona(S=0) = ﬂ (Xn, = 0) car les X, sont & valeurs positives. Comme (S = 0) = ﬂ ( ﬂ Xy = 0)) et que
n=1 n=1 k=1
n
la suite (In = ﬂ Xy = O)) est décroissante pour l'inclusion, par théoreme de continuité décroissante,
ne N*
k=1

n n
ona P(S=0)= nEToo P(1,). Par indépendance des Xy, P(I,) = k]:[1 P(Xx =0) = kll e™M = ¢ k=1

On a donc deux cas :

“+o00
e Si Y An converge, on a P(S =0) =exp ( - > Ak) >0
k=1

n>l
e Si Y A diverge, on a P(S=0)=0.
n>l
n
Dans le cas général, pour p € N, en posant les sommes partielles S;, = > Xy, on constate que la suite
k=1
(Sn(w))nen- est croissante pour tout w € Q et que (S < p) = ﬂ (Sn < p)- Or ((Sn <)), cp- ost
ne N*
décroissante pour 'inclusion donc, par le théoréme de continuité décroissante, P(S < p) = Um P(S,, < p).

n—+oo

On a vu dans le cours que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de POISSON
de parametres respectifs A et u, alors X + Y suit la loi de POISSON de parametre A + .
Initialisation : Xj suit la loi de POISSON de parametre Ay par hypothése et, avec ce qui précede, X1 + X3 suit

la loi de POISSON de parametre A1 + Aj.

Hérédité : soit n > 2 tel que la variable aléatoire S;, suit la loi de POISSON de parametre A = Z M. Comme
k=1

Sn et Xn41 sont indépendantes par le lemme des coalitions, Sy + Xn4+1 = Sn41 suit la loi de POISSON de

n+1
parametre A +Anq1 = Y Ax.
k=1

Par principe de récurrence, pour tout n € N*, S;, suit la loi de POISSON de parametre . A.
k=1
n n i
. o o (= 2 m) (2 )
. k=1 k=1
(Sn =1i)donc P(Sp <p)= > P(Sp=1i) = >

0 {=0 {=0 i

I:'d

Pourn € N*, (S, <p) =

().

i

Traitons deux cas :

+oo .
e Si > Ax converge, en notant S = > Ay € R, par continuité de t — e' et de t — t* pour i € [0;p]]
K> k=1
N A . P 7581
en S, en passant a la limite quand n tend vers +oo dans (1), on obtient P(S < p) = Z

e Si Y Ay diverge, comme lim e 'ttt =1sii=0et lim e "tt=0sii>1, en passant a 1a limite

k>1 t—+o0 t—+4o00

quand n tend vers +oo dans (1), on obtient P(S < p) =1.
Pour avoir la loi de S, on écrit (S =0) = (S <0) et, pourp e N*, (S<p)=(S=p)U(S<p—1) de sorte

que, en traitant & nouveau deux cas :

P —Sci —Sqi -s
e Si > Ay converge, P(S=0)=e Set P(S=p) = Z € > S Z € > S 7'313 sip e N%
K>1 iz p!
e Si Y Ay diverge, P(S=0)=1et P(S=p)=1-1 —OSlpe N*.
K>1
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—+oo
Dans les deux cas, S suit la loi de POISSON de parameétre S = > A.

k=1
(116)
(117)
(118)

a. Sip est injective, pour x € E, pop(x) = p(p(x)) = p(x) donc p(x) = x par injectivité de p donc p = idg.
b. Si p est surjective, soit x € E, Ja € E, x = p(a) d’out p(x) = p(p(a)) =pop(a) =p(a) =x donc p = idg.
c. Si E = {a,b} est de cardinal 2 avec a # b, soit p : E — E telle que p(a) = b et p(b) = b. On a bien
p(p(a)) =p(b) =p =p(a) et p(p(b)) = p(b) donc p op = p et p est idempotente alors que p # id g.
d. Si E = {a,b} est de cardinal 2 avec a # b, parmi les 4 = 22 applications de E dans E, seule f : E — E telle
que f(a) = b et f(b) = a n’est pas idempotente, les trois autres le sont, c’est-a-dire
ep:E — E telle que p(a) =b et p(b) =b et
ep:E—Etelle que p(a) =aet p(b) =a et
e p:E —E telle que p(a) = a et p(b) =b.
e. Si E = {a,b,c} est de cardinal 3 avec a # b, a # c et b # ¢, parmi les 27 = 33 applications de E dans E,
les 10 qui sont idempotentes sont les applications suivantes :
e p:E —E telle que p(a) = a et p(b) = a et p(c) = a avec p(E) = {a}.
e p:E — E telle que p(a) =b et p(b) =b et p(c) =b avec p(E) = {b}.
c et p(b) =cet p(c) =c avec p(E) = {c}.
et p(c) = a avec p(E) = {q,b}.

e p:E — E telle que p(a
e p:E — E telle que p(a
e p:E — E telle que p(a

e p:E — E telle que p(a
e p:E — E telle que p(a

e p:E — E telle que p(a E

(a) )

(a) = )

(a) = (b)

(a) = (b)

ep:E—E telle que p(a) = a et p(b) = a et p(c) =c avec p(E) = {a,c}.
(a) = (b)

(a) = (b)

(a) = )

e p:E —E telle que p(a) = a et p(b) =

f. (=) Si lapplication p : E — E est idempotente, soit x € p(E), alors il existe a € E tel que x = p(a), alors
p(x) =p(p(a)) =pop(a) =p(a) =x donc x est un point fixe de p.

(<) SiVx € p(E), p(x) =x, soity € E, comme p(y) € (E), on ap(p(y)) = p(y) par hypothese donc pop =p
et Papplication p est idempotente.

Par double implication, si p : E — E, on a p idempotente si et seulement si (Vx € p(E), p(x) = x).

g. Le nombre d’applications idempotentes d’'un ensemble de cardinal n ne dépend que de ce cardinal, et pas

de l’ensemble lui-méme. Soit n € N* le cardinal de E (car E est non vide), I, = {p : E — E | p idempotente}

et, pour tout k € [1;n], Inx = {p : E = E | p idempotente et card (p(E)) = k}. Ainsi, I, = |_| Ik car
k=1
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le cardinal de I'image de E par p idempotente est forcément un entier de [1;n]. Comme cette réunion est
n
disjointe, en notant an, = card (In) et an,x = card (In,x), on a an = Y. an k.
k=1
Protocole de choix pour les éléments p de I, i avec la question précédente :
. 14 . n .
e On choisit les k éléments de p(E) : il y a <k> choix.
e Pour les k éléments x de p(E), on a p(x) = x d’aprés f. : 1 seul choix.

e Les n — k autres éléments ont pour image un des éléments de p(E) : k™~* choix.

.. . . . n _
Ainsi, par indépendance de ces nombres de choix, on a an x = (k) KMk,

no/n
Par conséquent, le nombre d’applications idempotentes d’un ensemble de cardinal n est an, = > 5
k=1

On vérifie bien que a; = (?)11 + (;)20 =3 (voir d.) et a3 = (?) 17 + <z>21 + (3)30 =10 (voir e.).
1
1
t

a. Par définition, comme X est une variable aléatoire a valeurs dans N, sous réserve de convergence, on

knk

T . e Ma)"
a Gx(t) = > P(X =n)t™. Or, pour t € R, la suite (P(X = n)t“)n>0 = (7') est bornée par
n=0 Z n! n>0
croissances comparées. Ainsi, le rayon de convergence de la série génératrice Y, P(X = n)t™ vaut R = o0
n>0
+oo _—A n
etonaVvte R, Gx(t)= > % =e MM = AT,
n=0 n.
b. Soit a >0ett>1, comme (X > a) = |_| (X = k), par o-additivité, et car t > 1 donc Vk > a, t¢ < t¥,
k>a
ona BX>a)= ¥ PX=k) = & 5 FX =K < & ¥ *Bx=K) . Ainsi, Bx > o) < XU car
k=>a k=>a k=>a
Gﬂﬂ:(Z:MXzM%)+(XjMX:M%>mmwE:MX:M%>Q
k<a k>a k<a
N . ;s e)‘(tfw 1)=2A
c. D’apres les questions précédentes, en prenant a = 2A > 0, P(X > 2A) < = M= =2A () Koy

tout t > 1. Soit f : [1;400[— R définie par f(t) = A(t — 1) — 2AIn(t), alors f est dérivable sur [1;+oo|
et f'(t) = A — % = M donc f est décroissante sur [1;2] et croissante sur [2;+o0] et elle atteint son

A
minimum en t = 2. En prenant t = 2 dans la question b., on a donc P(X > 2)) < ef(?) = =22 1n(2) — (i) .

a. Soit By = “on tire une boule blanche ou tirage k” et Ny = By = ”on tire une boule blanche ou tirage k”.

Cas r =1 ily a N—1 boules blanches et une seule boule noire dans I'urne. On a XN (€2) = [1; N]] dans ce cas
k-1
et, pourk € [1;N],ona (Xn = k) = ( ﬂ Bi> NNy donc, avec la formule des probabilités composées en tenant

i=1

k—1
compte de la composition de l'urne a chaque étape, P(Xn = k) = P(By) x P(B2|B1) X -+ X P(Nk‘ ﬂ Bi)
i=1

k—1 .
donc P(X :k:< N_‘)x 1 1 apres tél . Ainsi, Xn suit la loi unif
onc P(Xn ) i];[] N—111 N k7 — N 2Prés télescopage. Ainsi, Xy suit la loi uniforme sur

49



1 o NONHT) N
N & 2N 2

[1;N] et on a E(XN) = kZ]j:1 kP(Xn =%k) =

Cas r =N : il n’y a que des boules noires dans I'urne : Xy = N est certain, Xn(£2) = {N} et E(Xn) = N.

b. On peut modéliser cette expérience par des N-uplets comme BNNBBNN - -- BN, celui-ci signifiant que la
premiere boule tirée est Blanche, les deux suivantes Noires, etc..... sachant qu’il doit impérativement y avoir
N — r fois B et r fois N dans cette suite de lettres : en d’autres termes I’ “évenement” BNNBBNN - - - BN est

égal a By NN2NN3NB4NBsNNgNN7N---NBn_7 NNy. On note € 'ensemble des tous ces N-uplets, il

N
yen a ( ) car il faut choisir les r tirages qui vont donner une boule noire parmi les N tirages. On prend
T

aussi la tribu pleine A = P(£2) et pour P la probabilité uniforme (par symétrie) sur 2. On a XN (2) = [r; N]]

car il faut au moins r tirages pour prendre toutes les boules noires et au plus N.

= N
Soit k € [r;N], alors P(XNn = k) = card (Xn =k)) (loi uniforme sur ©). Or on a card (2) = et
card (92) T
—1
card (X = k)) = (]z B 1) car il faut forcément tirer une boule noire au tirage k, des blanches & tous les

tirages suivants et il faut choisir parmi les r — 1 premiers tirages les k — 1 tirages qui donnent une boule noire.
k— 1)
- —1 (k—DI(N=—71)r!  r(k—1I(N—1)!
Ainsi P(Xn = k) = (T = _
insi P(Xn = k) <N> (= Di(k —1)INI (k= )IN!

T

Autre méthode : pour k € [[r;N] = Xn(£2), on pouvait aussi décrire, avec la définition de Xy, I’événement

(Xn = k) par (Xn = k) = || ((HN).)Q( N Bp)>men( F] Bm),ce qui

I<ii <o <ip—1<k—1 j=1 pell;k=1] m=k+1
pé{ig, i1}

fait une réunion de < 1) évenements incompatibles car il faut choisir les r — 1 entiers iy, --,i,_1 parmi

T
les k — 1 entiers de [[1;k — 1]]. Le premier (dans l'ordre lexicographique par exemple) de ces événements est

r—1 k—1 N k—r k—1 N
u= (ﬂNj)m<ﬂ Bp)mem( N Bm> et le dernier V = (( N Bp)m N Nj)mem( N Bm>.
j=1 p=r m=k+1 p=1 j=k—r+1 m=k+1
Pour le premier de ces deux évenements, avec la formule des probabilités composées, on obtient la relation

r—1 o k—1 _ N | Y|
P(U)Z(Hui>><(n N-p )x 1 ><< 11 N_m‘H):r'(N r)'.Pourlesecond,
oy N—j+1 per N—=p+1/ " N—k+1"\ S0 N—m+1 N!

k—r o k—1 o N | )

se rend compte que pour chacun des évenements dont (Xn = k) est la réunion incompatible, on va avoir

les mémes dénominateurs allant en décroissant de N a 1 et les mémes numérateurs mais pas dans le méme

| —7)! k—1
% et qu’ils sont au nombre de < ), il

ordre. Comme tous ces événements ont pour probabilité :
T

k— 1> " TN =1)!  r(k=T1)I(N—7)!

NI (k—1)IN!

vient P(Xn = k) = ( :
r—

k—1 1 N k
c. Par définition, E(Xn) = > kP(Xn = k) = A > k( ) = —— > r( > avec la formule du
T



T(T::) (N +1)

N = < N comme il
T

capitaine, ce qui se simplifie avec la formule des colonnes en E(Xy) =

se doit. La formule est aussi valable pour les cas limites r =1 et r = N de la question a..

a. Comme S est symétrique réelle, ses valeurs propres sont réelles par le théoreme spectral. Pour A € R,
xs(A) = (A=X)2=Y2=(A—=X+Y)A—X—Y) donc S$p(S) = {X —Y,X + Y} donc, puisque Y(Q2) = N* par
définition donc Y > 0, il vient A\ =X —Yet p=X+Y.

b. S est inversible si et seulement si det(S) = X?> — Y2 = (X — Y)(X +Y) = 0 donc, puisque X +Y > 0, S
—+oo

est inversible si et seulement si X # Y. Ainsi, (S ¢ GL2(N¥)) = (X =Y) = |_| (X = k,Y = k) et, puisque
k=1

ces évenements sont incompatibles et que X et Y sont indépendants et de méme loi, par o-additivité et car

+oo +o0 +oo ) 2
[1—pl<lona P(S¢GL(N)) = 3 PX=Kk?>= 3> p*(1—p)?* "V =p> 3 (1-p)) = —F—
k=1 k=1 i=0 1—(1—-9p)
simplifié en B(S ¢ GLo(N*)) = 52— Ainsi, B(S € GLo(N*)) = 1— B(S ¢ GLy(N') = 1- P = 2(21 —p)
P —-p —-p
c. On sait d’apres le cours que S, étant déja symétrique réelle, est définie positive si et seulement si ses
—+o0
valeurs propres sont strictement positives donc (S € S3T(R)) = (A > 0) = (X > Y) = |_| (X > kY =k)
k=T
car on a toujours p > 0. A nouveau, par incompatibilité de ces événements et indépendance de X et Y, par

—+oo +oo
o-additivité, on a P(S € S3T(R)) = Y. P(Y=K)P(X>k) = . p(1 —p)*~ (1 — p)* qui se calcule comme
K=1 K=1

+oo _ _ _
a la question précédente, P(S € S77(R)) =p(1—p) > ((1 —'p)z)k g ] p(g1 P))Z = ; P,
D -(1—p —p

11 est logique de trouver P(S € ST (R)) = - P(S € GL2(N*)) car (A < 0) et (A > 0) sont deux événements

N [—

de méme probabilité par symétrie entre X et Y.

(126) 1
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

a. Comme ¢ est continue sur R, cette équation différentielle linéaire normalisée d’ordre 2 vérifie les

hypotheses du théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ. Pour tout (to,yo,y)) € R3, il existe une unique solution y
de (E) telle que y(to) = yo et y’(to) = yj. Ainsi, en prenant to =0, yo = 0 et yy = 1, il existe une unique
solution y; : R — R de (E) telle que y1(0) = 0 et y;(0) = 1. De méme, en prenant to =0, yo =1 et yy =0,
il existe une unique solution y, : R — R de (E) telle que y2(0) =1 et y5(0) = 0. En notant S I'ensemble des
solutions réelles de (E) définies sur R, on a vu dans le cours que S est un sous-espace vectoriel de C?(R, R)
et que I'application 6 : S — R? définie par 6(y) = (y (0),y’(0)) est linéaire et bijective d’apres le théoreme de
CAUCHY-LIPSCHITZ. Ainsi, dim(S) = 2 car 6 est un isomorphisme de S dans R?. SiAjy;+Ay2 =0 (R) avec
(A1,A2) € R?, en évaluant (R) et sa dérivée en 0, on a A7 = A, = 0 donc (y1,y2) est libre. Par conséquent,
(y1,y2) est une base de S et on a donc S = Vect(y1,y2).

b. Comme f est deux fois dérivable sur R par hypothese, g l'est aussi par opérations. De plus, pour tout
réel x, on a g’'(x) = f'(x + 2m) et g”(x) = "' (x + 2n) donc, comme ¢ est 2n-périodique, on obtient la relation
Vx € R, g”(x) + ¢(x)g(x) = ' (x + 2m) + @(x + 2m)f(x + 2m) = 0 car x + 2w € R et que f est solution de (E)
sur R. Ainsi, g est aussi solution de (E) sur R.

c. On vient de montrer que P envoie toute fonction f € S sur P(f) = g € S. La linéarité de ¥ est claire
donc ¥ est un endomorphisme de S. Soit f € Ker(y), on a donc Vx € R, g(x) = f(x + 27) = 0 donc, comme
x > x + 21 = y est surjective de R dans R, il vient Yy € R, f(y) = 0 donc f = 0. Alinsi, P est injective, et
comme S est de dimension finie, P est un automorphisme de S.

d. La fonction z1 = ¥ (y1) : x — yi(x + 2m) appartient & S d’apres la question précédente et zq(0) = yq(27)
et 2(0) = v (2n) donc 0(21) = (y1(27), v} (21) = w1 (2)(1,0) + y; (2)(0,1) = y1(270(y2) + v/, (2m)0(y1)
ce qui montre, par linéarité et bijectivité de 0, que z1 = yj(2m)y1 + y1(2n)y2. De méme, on obtient la

relation z; = P(y2) = y5(2n)y1 + y2(2n)y2 car ces deux fonctions sont solutions de (E) avec les mémes

¥} (2m) y’2<zw>>.

y1(2m)  y2(27)
)| = X2 — (y} (2m) +y2(2m)) X + (y] (2n)y2(27) —y5 (2m)y1 (27)),

conditions initiales. Par conséquent, la matrice de ¢ dans la base (y1,y2) de S est A = (

X—yi(2m)  —y5(2n)
—Y1 (27‘[) X — yz(ZT[

les valeurs propres de { sont les racines de xa. Ainsi, si A est une valeur propre de {, A est solution de

Comme xaA = xy =

I’équation polynomiale (P) : x* — (y}(2m) +y2(2m))x + (v} (2m)y2(27) — v (2m)y: (27m)) = 0.

(128)1

a. La surface S est définie implicitement par S : F(x,y,z) = 0 avec F(x,y,z) = f(x,y) —z = xy + 1,1,
Y

X
La fonction f est de classe C' par opérations sur (Rj_)z et, de méme, F est de classe C! par opérations sur
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(R%)?x R. Comme Y(x,y,z) € (R%)3 grad’F(x,y,z) = (yfiz,xfiz, 71) # (0,0,0), la surface S n’admet
x Yy

que des points réguliers donc %(a, b,c)(x—a)+ %(a, b,c)(y—b)+ g—g(a, b,c)(z—c) = 0 est une équation du

plan tangent P & S en (a,b,c) € S. Ceci se simplifie en P : (b — iz)(xf a)+ (a - J—z)(y —b)—(z—c)=0.
a

b. Comme la fonction f est de classe C' l'ouvert (R%)?, si elle admet en un point (x,y) € (R%)? un

extremum local, c’est forcément en un point critique de f d’apres le cours. Or, pour tout x > 0 et tout y > 0,

=1 donc

) = (0,0),

2
Vi(x,y) = (y - iz,xf %) =(0,0) <= (yx> =xy2 =1). Orsiyx? =xy?> =1, ona ¥ =
X Y

x
«
e |»

x =y et x> = 1 impose x = 1 donc y = 1. Comme réciproquement, si x =y = 1, on a bien Vf(x,

K=

le seul point critique de f sur (R%)? est (1,1).

2 2 2 2
Orr = %(1,]) =2= %%(1,1) =tets= %(]’1) = %(1,1) = 1 donc la hessienne de f en (1,1)

est la matrice H = (? ;) et elle est symétrique (normal avec le théoreme de SCHWARZ car f est de classe
C? par opérations sur (R7)?) et elle est définie positive car xy = X* —4X +3 = (X — 1)(X — 3) donc
Sp(H) = {1,3} € R%. Ainsi, f admet en (1,1) son unique extremum local et c’est un minimum local.

c. Soit ((X“’y“))neN une suite de points de K qui converge vers (x,y) € RZ, alors ¥n € N, x,yn ,

)

<3
Xn = % et yn = % par définition de K donc, en passant a la limite dans ces inégalités larges, on a xy < 3

x = % ety > % donc (x,y) € K. Ainsi, K est fermé. De plus, si (x,y) € K, on a x = 24 < 3 —get

y 1/3

y=4 < 3 — 9 donc K est borné.
X 1/3

d. Comme K est un fermé borné en dimension finie et que f est continue sur K, f admet un minimum absolu
sur K par le théoréme des bornes atteintes. Comme (1,1) € K, MKm(f) < f(1,1) = 3. Mais f est strictement
supérieure a 3 sur la frontiere de K. En effet, K est un sorte de triangle avec un bord hyperbolique :
e Si (x,y) € K vérifie xy =3, on a f(x,y) =3 + 1,153
x y
e Si (x,y) € K vérifie x = %, ona f(x,y) =xy+3+ 1.
Y
o Si(x,y) € K vérifiey = %, on a f(x,y) =xy + 14353
X
Ainsi le minimum de f sur K est atteint a 'intérieur de K donc en un point critique or il n’en existe qu’un.
Par conséquent, f atteint son minimum sur K en (1,1) et M'}n(f) =f(1,1) = 3.
Maintenant, pour un point (x,y) € (R% )2, on a deux possibilités :

e Si (x,y) € K, d’apres ce qui précede, f(xx,y) > MKin(f) =f(1,1) = 3.

e Si (x,y) € K, on a f(x,y) > 3 en distinguant selon que xy > 3 ou x < % ouy < 1

3

Par conséquent, (Mi;lz (f) = MKin(f) = f(1,1) = 3 et f admet un unique minimum absolu en (1,1).
R+
T

(130] 4
(131)1
(1324
(1334
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(134)1
(135) 1

X+1 —1 0
a. Dans xa = 1 X—-2 1 |, on effectue 'opération de GAUSS Cy «— C7+C,+C3s et, par linéarité
—1 X—=2

X —1 0 1 —1 0

du déterminant par rapport a la premiere colonne, xya = | X X —2 1 =X|1 X-=2 1 puis on
X —1 X-=2 1 —1 X—=2
1 —1 0

effectue L, «— L;—Lj et L3 +— L3—L pour avoirxpa = X|0 X —1 1 = X(X=1)(X=2). xa est scindé

0 0 X—=2
a racines simples sur R donc A est diagonalisable et toutes ses valeurs propres sont simples donc Eg(A), Eq(A)

-1 1 0 -2 1 0 -3 1 0
et Ex(A) sont des droites. A= | =1 2 -1 |etA—-Iz3=| -1 1 =1 ]etA-2013=|-1 0 -1/,
-3 1 2 -3 1 1 -3 1 0

[}

x
b. Le systéme (S) s’écrit matriciellement X’ = AXsi X = [ y |. Comme A = PDP~! avec D =
z

o

1 1 1
donc Ep(A) = Vect(vy), E1(A) = Vect(va) et E2(A) = Vect(vz) avecvi = | 1 |,va =] 2 | et vz = ( 3 )
0
1
0

o

1T 1 1
etP=11 2 3 d’apres la question précédente, on a 1’équivalence, en posant Y = P~'X, Y étant C! si
1T 1 -1
et seulement si X 'est : X" = AX <= X" = PDP !X <= P~ 'X" = (P7'X)” =D(P~'X) & Y/ = DYV.
a
Ennotant Y= | b |, Y =DY < (a” =0, b” =b et ¢ = 2c). Ces trois équations différentielles linéaires

c
linéaires du second ordre & coefficients et sans second membre se résolvent facilement et Y/ = DY équivaut

a3(ar,B1,v1,%2,B2,v2) € R, Vt € R, a(t) = a1t + 2, b(t) = Bret + pae™t, c(t) = ywﬁt +yze_ﬁt.

Avec les équivalences précédentes, (x,y,z) vérifie (S) si et seulement s’il existe (a1, B1,v1, ®2,B2,v2) € R®
x(t) = a(t) +b(t) +c(t) = art+ oz + Bret + pre t +yreV2t 4y e V2

et V€ R, { y(t) = a(t)+2b(t) +3c(t) = art + oz + 2Bret +2p2e”t +3y1eY2t + 3yze~ V2t car X = PY.
2(t) = a(t) +b(t) —c(t) = art + oz + Bret + paet —yreV2t —yye V2

(137) 1

a. On décompose la fraction rationnelle t(tz]i]) en éléments simples sachant que ses poles sont —1,0, 1, que

son degré vaut —3 < 0 et qu’elle est déja sous forme irréductible. Il existe donc trois constantes a, b, ¢ réelles

telles Vig {—1,01}, —p— =24 b _ € . Par identification, la technique classique ou ’astuce
elles que Vt ¢ {—1,0,1}, T t+t—1+t—|—1 r identi ion, niqu ssique ou 'astu
. . 2t2 4+ 2(1 — %) 2t 2 t+1-(-1) 2
habituelle 2 = 2t% 4+ 2(1 — t2) ce qui donne 2 = = + £ = + £,
(1=t ceq (1 - %) (1 — %) 2Tt -0+ Tt
on obtient % =24 1 1
t1—t7) t 1—-t T4t
a. L’équation (E) peut étre mise sous forme normalisée sur les intervalles Iy =]—o0; —1[, I, =]—1;0][, I3 =]0; 1]
: 2 2t 2 sy 2t 2
et I =|1;400[. On retient que = + £ et, comme une primitive de a : t + =
4= [ M-y T T P 1T—t2 't
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est A : t = 2In(|t]) — n(]1 — t?|) sur chacun des ces intervalles, les solutions de ’équation homogene

2
(Eo) : t(t> — 1)y’ + 2y = 0 sur chacun des Iy sont les fonctions y : t — tz?\t ] (les valeurs absolues sont

absorbées par la constante A qui parcourt R).

2
On fait ensuite varier la constante en cherchant une solution particuliere de (E) sous la forme y : t — :z(t)t1
1

avec A : Iy — R dérivable. En substituant, on trouve A'(t) = T et on prend par exemple A = In(]t|) pour

2
. . IRTIN 7 In(]t
avoir comme solution particuliere yo : t — tzim

sur chacun des I.

Par théoréme de structure, comme ’équation (E) est linéaire, les solutions de (E) sur chaque I sont les
t2(A + In(Jt]))
t—1
b. Raccord en 0, analyse : si y est une solution de (E) sur | — 1;1], ses restrictions & I, et I3 sont des

yr:t— avec A € R : cet ensemble de solutions est une droite affine.

solutions de (E) sur ces deux intervalles donc, d’apres la question précédente, il existe des réels Ay et Az

— tz()\ztj_ln]'(hb) et Vt 6]0,][: I3, y(t) — tz()\.’)tj_ln]'('q))

y(0) = 0 (en remplagant t par 0 dans (E) par exemple ou par prolongement).

tels que Vt €] — 1;0[= Lo, y(t) . On a forcément

Raccord en 0, synthese : réciproquement, pour (A2,A3) € R2, si la fonction y :] — 1;1[— R est définie par

el - 150], yo) = A2 ¢y gy o, y(y = L2 inle)

et y(0) =0, y est de classe C* sur

I, U I3 par opérations et y est continue en 0 par croissances comparées car 1111(1) t2 In([t]) = 0 et y est aussi
t—

dérivable en 0 car y'(0) = lin}) M
t— —

ceci quelles que soient les constantes Ay et A3. Comme y est solution de (E) en 0, sur I, et sur I3, y est bien
solution de (E) sur | — 1;1][.

=0 car on a aussi limtIn(|t|) = 0 par croissances comparées, et
t—0

Raccord en 0. conclusion : les solutions de (E) sur | — 1;1[ sont de la forme précédente. L’espace affine S 3

des solutions de (E) sur | — 1; 1] est de dimension 2 car les fonctions y solutions de (E) sur | — 1; 1] s’écrivent

2
Y = Yo + A2y2 + A3y3 ol yz :] — 1;1[— R vérifie Vt €] — 1;0[, y2(t) = tzt ] et Vt € [0;1], ya(t) = 0 et

2
y3 ;] —1;1[—= R est définie par Vt €] —1;0], y3(t) =0 et Vt €]0; 1], y3(t) = tzt T S$2,3 = yo + Vect(y2,y3).

Raccord en 1, analyse : si y est une solution de (E) sur ]0; 4o0[, alors il existe des réels A3 et A4 tels que

2 2
vt €]0;1], y(t) = Plds + Intt) (7\:24—_11]1(‘5)) et Vt €]1;+o0[, y(t) = Plds +Init) (}\fz—i__l?(t)). Or on doit avoir y(1) = % en

2
remplacant t par 1 dans (E) et la continuité de y en 1 impose que A3 = Ay = 0 car lin} tzt ;= +00 et
ts —

2 2 200 2
umtzln(t) :lcartzln(t)N -1 _ & 1
t1 t7 —1 2 t“—1 1 (t=1kt+1) t+112

2
Raccord en 1, synthése : réciproquement, yo :]0; +00[— R définie par Vt # 1, yo(t) = ttzln(’;) et yo(1) = %
- A —yo(1) _ 2t2n(t) — (t* — 1)
t dérivabl R% A\ {1 tions et t>0ett £ 1, Y=yl _

est dérivable sur R \ {1} par opérations et, pour t > 0 et t # 1, — - T

tone o) = uo(1) _ 201 4w tn(l +w) —u(ut2) 201+ 2ut ofwlu— (u2/2) +ofud) ~2u—wd)
t—1 2u®(u+2) 0 2u” + o(u?)
— (1,2 2\ .2 2

posant u =1t — 1 et il vient Yol +u) y0(1>:2(1 +2u+o(wlu z(u /2)—2’—0(11 ) —2u-u )NZ% -1
u 0 2u —I—o(u ) 0 u 2

donc yo est aussi dérivable en 1. De plus, yo est solution de (E) sur ]0; +00[ car elle l'est d’apres la question
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précédente sur I3 et I4 et que la relation est vraie pour t = 1.

Raccord en 1, conclusion : ’espace affine S3 4 des solutions de (E) sur |0; +oo[ est de dimension 0 car on

vient de voir que seule yo était solution de (E) sur R, donc que S34 = {yo} = yo + {0}.

Raccord en —1 : pour ne pas avoir a tout refaire, pour un intervalle I de R, on pose —1 = {—t | t € I} et,
pour y : I = R dérivable, on pose z : —T — R telle que Yu € —I, z(u) = y(—u). Alors z est aussi dérivable
par opérations et, si y est solution de (E) sur I, on a Yu € —I, (—u)((—u)? — y/(—u) + 2y(—u) = (—u)?
donc u(u? — 1)z’ (u) + 2z(u) = u? et z est solution de (E) sur —I. Comme —(—1I) = I, on a la réciproque par
symétrie. Ainsi, raccorder les solutions revient & les raccorder en 1, les graphes des solutions sur —I étant les

symétriques orthogonalement par rapport & la droite (Oy). D’apres le cas précédent, la seule solution de (E)
—u)? In(—u) _ u? In(fu))
(—u)? —1 uf -1

sur | —oo; 0[= —]0; 400 est zo : R* — R telle que Yu € R* | zp(u) = yo(—u) = (

Ainsi, P'espace affine S7 » des solutions de (E) sur | — oo;0[ est de dimension 0 car on vient de voir que seule
zo était solution de (E) sur R*, donc que S1,2 = {z0} = zo + {0}.
Solutions sur R : avec ce qui précede, la seule solution de (E) sur R est la fonction f : R — R définie par

2
)= el

t) ey ] _
f(t Zorsitg (21,01 6= = (1) = L et (0) =o.

a. Comme g : t — f(2t) et h : t — tf(2t) sont continues sur R, par le théoréme fondamental de I'intégration,
X X
les fonctions G : x — fo f(2t)dt et H : x — fo tf(2t)dt sont de classe C! car elles sont respectivement les

primitives de g et h qui s’annulent en 0. Or, Vx € R, f(2x) =14 xG(x) — H(x) (1) donc x — f(2x) est de
classe C' sur R par opérations, ce qui justifie que f est elle-méme de classe C' sur R. D’ailleurs, on peut
montrer facilement par une récurrence simple que f est alors de classe C*® sur R. En dérivant (1), on a

2f/(2x) = G(x) + xG'(x) — H'(x) = G(x) + xf(2x) — xf(2x) = ‘];X f(2t)dt. En remplagant 2x par x, on a donc

, o l X/Z
Wer@_ZL £(2t)dt.
b. Comme f'(x) = %G(%) et que G est de classe C' sur R, la fonction f est de classe C? et, en dérivant
une fois de plus, on a Vx € R, /(x) = %G’(%) = f(%) Ainsi, f est une solution réelle sur R de 1’équation

"o_

différentielle linéaire homogene du second ordre a coefficients constants (E) : 4y y=0.

c. Les solutions de 1’équation caractéristique 4z — 1 = 0 sont j:% donc les solutions réelles de (E) sont les

y : x — Ach (%) +Bsh (%) ot (A,B) € R2. Or £(0) = 1 grice a la relation de I'’énoncé et f'(0) = %G (%) =0

donc A =1 et B=0. Si f vérifie les conditions de 1’énoncé, f : x — ch (%) Pour la réciproque :

Méthode 1 : la fonction f : x — ch (%) est bien continue sur R et & valeurs réelles et, en posant les fonctions

w:itre x—tetv:tr —sin(t) qui sont de classe C' sur [0;x], par intégration par parties, on a la
relation fox(x —t)ch(t)dt = 0 + fox sh(t)dt = [ch(t)]§ = ch(x) =1 = f(2x) — 1 ce qui montre bien que

Vx € R, f(2x) =1+ fox(x — t)f(2t)dt.
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Méthode 2 : la fonction f : x — ch <§) est continue sur R et & valeurs réelles et Vx € R, f’(x) — ]C(LTX) =0

donc (f’ —3 f f(2t) dt) = 0 d’apres ce qui précéde. Comme f’(x —3 f f(2t)dt s’annule pour x = 0,
_1 X '

sur lintervalle R, on a Vx € R, f'(x f dt = 0. Ainsi, Vx € R, (f(Zx)fl ffo (xft)f(Zt)dt) =0

et, comme R est un intervalle et que f(2.0) =1+ fo (0—t)f(2t)dt,onaVx € R, f(2x) =1+ fox(x—t)f(Zt)dt.
Conclusion : la seule fonction continue f : R — R qui vérifie Vx € R, f(2x) =1+ fox (x — t)f(2t)dt est donc

la fonction f : x — ch (%)
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