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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

X PSI 2024 Jules Campistron II

Soit f: R — R une fonction de classe C' telle que f(0) = 0 et f/(0) = q > 0.
a. Montrer qu’il existe («, B) € (R%)? et ¥ ;] — o B[—] — o; B[ tels que Vx €] — o; B[, f(x) = —F(P(x)).
b. Montrer que ¥ est de classe C'.

Centrale Mathsl PSI 2024 Jules Campistron

Soit E = {f € CO(Ry, R) | 3ax € Ry, x*f(x) —> 0}.

X—400
Soit f € E, on définit I’équation différentielle (E¢) : y' —y + f(x) = 0.

a. Montrer que E est un espace vectoriel.

+oo
b. Montrer que la fonction g : x > e* f e~ 'f(t)dt est 'unique solution de (E¢) appartenant & E.
X

Centrale Mathsl PSI 2024 Mathis Laruelle

PP . /2
On définit la fonction f par f(x) = fo sin*(t)dt.

a. Déterminer le domaine de définition de f.

On pose maintenant ®(x) = xf(x)f(x — 1).

b. Montrer que Vx € RY, ®(x +1) = ®(x).
o(x)

c. Montrer que x — ——= est décroissante.
X

d. Montrer que ® est constante sur R7 .

e. En déduire un équivalent de f(x) en +oo.

Centrale Mathsl PSI 2024 Arya Tabrizi

a. Soit z € C, montrer que t — e~*' admet une limite finie en +o0o si et seulement si Re (z) > 0 ou z = 0.

b. Soit z € C, montrer que t — e~ ** est intégrable sur R si et seulement si Re (z) > 0.

+oo
c. Soit z € C, montrer que fo e~ *tdt converge si et seulement si Re (z) > 0.

+
Soit (z,z9) € C? tel que Re(z) > Re(zo), une fonction f : Ry — C continue telle que fo Ooe_"otf(t)d’c
converge. On définit F: Ry — C par F(x) = fOX e~ Zobf(t)dt.

d. Montrer que F est de classe C! sur R, et qu'elle y est bornée.

e. Montrer que t — e~ (*720)'F(t) est intégrable sur R,
+oo +oo +oo

f. Montrer que f e *'f(t)dt converge et qu’on a f e *H(t)dt = (z — z0) f e~ (Z720)tE(t)dt.
0 0 0

Questions supplémentaires :

- rappeler la formule de TAYLOR reste intégral.

- rappeler I'inégalité de TAYLOR-LLAGRANGE.



Mines PSI 2024 Armand Dépée 11

+o0o
Montrer la convergence de f1 (Arcsin (l) — l)dx et calculer sa valeur.

X X

@ Mines PSI 2024 Jonathan Filocco I

+o0 gi
a. Montrer que f : x f %dt est bien définie et de classe C' sur R7. Calculer f'(x).
X

+00 g +oo gi
b. Montrer que J; = Mdu converge. On pose | = fo - Mdu,
u

u

c. Trouver un équivalent de f(x) lorsque x tend vers 0%.

d. Montrer que f(x) = O(l>.

que f(x) = Of
e. Effectuer une intégration par parties pour améliorer la majoration de la question précédente.
f. Est-ce que f est intégrable sur ]0; +o0o[ ?

+oo
g. Calculer fo f(x)dx en fonction de J.

Mines PSI 2024 Nathan Jung I

2
a. Montrer que la fonction I: x fo 7tln(xz — 2xcos(0) + 1)d6 est bien définie sur D = R\ {-1,1}.

n—1
b. Donner une expression simplifiée de P, = [] (X2 —2X cos (ZKJ> + 1) pour n € N*.
k=0 n

c. En déduire la valeur de I(x) pour x € D.

Mines PSI 2024 Antoine Métayer 11

N 1—
Soit s € C\{1}. Pour N € N* on pose Sn(s) = ( > 1—) SN et, en cas d’existence, ((s) = lim Sn(s).

k=1 k.s 1— S N—-+oco
a. Montrer que ¢(s) est bien définie si Re (s) > 1.
N N+1
b. Mont 1= —cat.
ontrer que k2:21 o f] T

+oo
c. SiRe(s) > 0, aprés avoir justifié existence de l'intégrale f1 (l - ﬁ)dt, montrer que ((s) existe

tS

oo f 1) 1

— = Jat+ ——.
(LtJS YA

@ Mines PSI 2024 Antoine Vergnenegre 11

et quon a ((s) = f1

a. Soit y: R, — R, de classe C', convexe et décroissante, montrer que tli_T ty’(t) = 0.
—+00
b. Soit g : Ry — Ry continue et y : Ry — R, deux fois dérivable telle que y” = qy. Montrer I’équivalence
. . . +w .
suivante : tL}TOOy(t) =0 fo tq(t)dt diverge.

CCINP PSI 2024 Yasmine Azzaoui I

/ . too eit 1
a. Montrer que f définie par f(x) = f Tdt est de classe C' sur R* . Calculer f'(x).
X
—X
b. Montrer que Vx > 0, f(x) < &—.
x

— +oo —t
c. Montrer que Vx >0, f(x) = —e *In(x) + f e tin(t)dt.

X

d. Calculer f0+oo f(x)dx.



PREPARATION ORAUX 2025 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

X PSI 2024 Guilhem Thébault I

Soit n € N*, I un ensemble non vide et une famille § = (A{)ie1 € (Mn((C))I telle que Vi € I, A? =1, et

Y(i,j) € 12, AiA; = AjA;. Montrer que JF est une famille finie et donner une majoration de son cardinal.

Centrale Mathsl PSI 2024 Armand Coiffe

Soit E ’ensemble des fonctions lipschitziennes de R dans R. On pose F = {f € E | f(0) = 0}.
a. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I’espace C°(R, R) des fonctions continues de R dans R.
b. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E et trouver un supplémentaire G de F dans E.
Soit t €]0; 1] et @t : f — g telle que Vx € R, g(x) = f(x) — f(tx).
c. Montrer que ¢t est un endomorphisme injectif de F.
+oo
d. Soit (f,g) € F? tel que g = @(f). Montrer que f(x) = 5. g(t*x). Conclure.
k=0

e. Déterminer toutes les fonctions f € F telle que Vx € R, f(x) — 2f(tx) + f(t*x) = x.

Centrale Mathsl PSI 2024 Adrien Saugnac
Soit E= K[X],u:PEE—=P(X+1)etv=u—ide.

n n
a. Montrer que v est un endomorphisme de E et que VP € E, Yn € N, v*(P) = > (—1)“k<k)P(X + k).
k=0
L n
b. Montrer que Vp € N, ¥n > p +1, > (=1)"k 5 kP =0.
k=0
L n
c. Que vaut . (—1)“_k< )k" pourne€ N7
K=0 k
d. Déterminer Ker(v). Est-ce que v est injective ?
e. Est-ce que v est surjective ?
Mines PSI 2024 Amélia Arangoits 11
n—1
Soit n € N*, montrer qu’il existe (ap, - +,an—1) € R™ tel que VP € Ry,_1[X], P(X+n) = > axP(X — k).
k=0



Mines PSI 2024 Edward Bauduin

. 1
Soit n € N* et A,, = ((J)) € Mn41(R). Par exemple, Ay = 2
i) /o<ijgn 1

o o =
o = =

On appelle permutation de [[1; n]] une bijection de [1;n] dans [1;n] et on note d,, le nombre de dérangements
de [1;n]], un dérangement étant une permutation de [1;n] sans point fixe. On prend par convention do = 1.
On note p,, la probabilité d’obtenir un dérangement si on prend une permutation au hasard.

a. Déterminer A;'. Indication : trouver f € £(R,[X]) tel que A, = Mat 5 (f) ot B est la base canonique.

n
b. Montrer que Vyn € N, nl = ™) dy.
k=0 \k
c. Trouver une relation entre AJ, (0! 1! -+ (n—1)!n!)T et (do d1 -+ dn)".
n (_1\k
d. En déduire que dn =n! (=1) .
K=o K
e. Déterminer p, et lim pn.
n—-+o00

Mines-Télécom PSI 2024 Mathéo Demongeot-Marais 11

Soit E un espace de dimension n et p un projecteur de E. On pose F = {f € L(E) | fop = —pof}.
a. Montrer que F est un espace vectoriel.

b. Soit f € F, montrer que Im (p) et Ker(p) sont stables par f.

c. Soit f € F, montrer que I'application induite par f sur Im (p) est Papplication nulle.

d. Déterminer la dimension de 7.



PREPARATION ORAUX 2025 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

| FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

Centrale Mathsl PSI 2024 Emile Gauvrit

. i ! I
Soit « € R%, (an)n>0 €t (vn)n>1 définies par an = ———— et vy = ( S in (1 + %)) —aln(n).
k=1
H (x+%)
k=1
a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Y anx™.
n>0

b. Montrer que > (vin —vn_1) converge.
n>2

c. En déduire 'existence de A > 0 tel que an fodier-2

oo N

d. Etudier la convergence de > anx™ pour x = %R.
n=0

Centrale Mathsl PSI 2024 Lucie Girard

(_])n “+oo
Pour n € N, on pose u, = i On note S = ngoun.

a. Montrer la convergence de Y un, c’est-a-dire l'existence du réel S.
n>0

+00
b. Quel est le domaine de définition D de la fonction I:x > > wpx™1 ?
n=0

c. Donner une expression simple de 1(x) pour certains x et en déduire la valeur de S.

1
d. Calcul de fo I[(x)dx de deux manieres différentes.

Centrale Mathsl PSI 2024 Mathias Pisch

+00 gi
a. Montrer la convergence de fo S”:[(t) dt.
x sin(t)

Soit F: R — R définie par F(x) = f dt si x # 0 et F(0) = 0.

0

b. Montrer que F est définie et développable en série entiere sur R. Donner son développement.

/2 . +oo (*1)kX2k+1
c. Soit x € R, montrer que Re (fo exp(—xe‘“)dt) = % - > EEENTEE
k=0 . :

/2

d. Déterminer lh}: o exp(—xe~tt)dt et en déduire l'existence et la valeur de la limite de F en 4oc.
X—+0o0



Centrale Maths1 PSI 2024 Eva Rojo

Pour n € N et x > 0, on pose fn(x) = w
1+n"x
a. Tracer le graphe de la fonction fs.

b. Que dire quant & la convergence simple ou uniforme de (fn)n>o sur RY ?

c. Que dire quant & la convergence simple ou uniforme de ) fn sur R ?
n>0

Questions supplémentaires :

- Donner la définition de f~1(A) avec f: E — Fet A CF.

1
- Est-ce que f: x — fo cos(xt)dt est continue sur R ?

Mines PST 2024 Amélia Arangoits I

Soit la suite (xn)nen- définie par x; € RY et Vn > 1, xnqp1 = xn + .
Xn

n
b. Montrer que Vn > 2, x, > n. En déduire que xp, o .
oo

a. Montrer que la suite (xn)n>1 est bien définie et que liT X = +00.
—+00

c. Montrer qu’il existe un réel ¢ tel que xp =n +c+o(1).
o0

d. Montrer que ¢ = 0.

Mines PSI 2024 Yasmine Azzaoui I

—+o0
Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere > wx“. Calculer > w

n=0 2" n=o0 2n
Mines PSI 2024 Edward Bauduin 11
:

os(x)

b. Que dire du rayon de convergence du développement de la question précédente ?

a. Montrer que la fonction f : x — est développable en série entiere au voisinage de 0.

Mines PSI 2024 Axel Corbitre I

On appelle involution d’un ensemble E toute application f : E — E telle que fof = idg. Soit n € N*, on
note A, 'ensemble des involutions de ’ensemble [[1;n] et I, = card (Ay) avec la convention Ip = 1.
a. Montrer que Vn € N, I,12 = Iy + (n+ 1)1,

b. Montrer que le rayon de convergence R de > I—“'x“ vérifie R > 1.
n>0 n:

On définit @ :] — 1;1[— R par ¢(x) = > Inn

n=0
c. Montrer que Vx €] — 1;1], ¢'(x) = (1 +x)o(x).
d. En déduire une expression simple de ¢(x) & l'aide de fonctions usuelles.

e. En déduire une expression de I,, sous forme de somme.

Mines PST 2024 Tiago Genet II

Soit (fn)nen définie sur RY par Vx > 0, fo(x) =x et ¥n € N, Vx >0, fnpq(x) = %(fn(x) + = )

Etudier la convergence simple et uniforme de (fn)nen sur RY.

9



Mines PSI 2024 Valentine Girard I
Soit n € N*, on considere un carré quadrillé avec (n + 1)? cases numérotées (x,y) € [[0;n]]2. On cherche &
aller de la case (0,0) & la case (n,n) avec pour seuls déplacement autorisés les mouvements (0,1) et (1,0)
(vers la droite ou vers en haut).
a. Déterminer le nombre ¢y, de chemins possibles (avec ces contraintes) pour aller de (0,0) & (n,n).

On note dy, le nombre de chemins qui vont de (0,0) & (n,n) (avec ces contraintes) mais en restant toujours

au-dessus (au sens large) de la diagonale x = y. Par convention, on pose dp = 1. En cas de convergence,

—+o0
pour x € R, on pose f(x) = > dnx™
n=0

b. Calculer dq, d;, d3.

n
c. Montrer que Vn € N, dny1 = > drdn—k-
k=0

2n
d. Justifier que 0 < dy, < ( ) Minorer le rayon de convergence R de la série entiere > dpx™.
n n=0

e. Donner une relation entre xf(x)? et f(x) pour x €] — R;R][.

f. En déduire une expression de f(x) a laide de fonctions usuelles. Que vaut R ?

g. Donner une expression de d, en fonction de n.

h. Si tous les chemins allant de (0,0) & (n,n) sont équiprobables, quelle est la probabilité p;, qu'un chemin

reste au-dessus de la diagonale ?

Mines PSI 2024 Lou Goiffon II

. 92 x 2
Pour x € R, en cas d’existence, on note f(x) = e~ 2* fo e?t" dt.

a. Montrer que f est développable en série entiere sur un intervalle a préciser.
b. Expliciter le développement en série entiere de f.

c. Donner un équivalent de f(x) quand x tend vers +oc.

Mines PST 2024 Jasmine Meyer 1

—+oo

Pour n € N*, soit u,, : R — R définie par un(x) = —>—. On pose S(x) = Y. —>—.
X +n n=—1 X" +n
a. Montrer que S est définie sur R.
b. Y a-t-il convergence normale de > u, sur R ?
n>l
c. Montrer que S est de classe C! sur R.
+oo 1 2

d. Donner un équivalent simple de S(x) quand x tend vers 0. On rappelle que > —5 = %

n=1"

e. Déterminer lim S(x).
X—+00

f. Y-a-t-il convergence uniforme de > wu, sur R ?
n>l

Mines PSI 2024 Guilhem Thébault 1T
1 =
Soit r € }O; E[ et u = (un)nen € {—1,1}Y, on pose alors x(u) = > u ™.
n=0
Montrer que 'application x ainsi construite est injective.

10



CCINP PSI 2024 Amélia Arangoits I

+oo n
Soit a € R, on définit S :x — >, —L—.
n:On—"_X

a. Déterminer le domaine de définition D de S selon les valeurs de a.
Dans la suite de l'exercice, on impose |a| < 1.

b. Montrer que S est continue sur R .

c. Trouver une relation entre S(x) et S(x + 1) pour x > 0.

d. Trouver un équivalent de S en 0.

e. Déterminer la limite de S en +o0.

f. Trouver un équivalent de S en +oo.

CCINP PSI 2024 Amjad Belmiloud II

Pour n € N*, on définit fy, : [-1;1] = R par fn(x) = sin (nx e*nxz).
a. Montrer que (fn)n>1 converge simplement vers une fonction F & déterminer.

b. Montrer que (fn,)n>1 converge uniformément sur tout segment [a; 1] avec a €]0; 1.

c. En considérant f (l)7 que dire de la convergence uniforme de (fn)n>1 sur [—1;1] ?
n

CCINP PSI 2024 Olivier Farje I

2 “+o00
Pour n € N* et x € R, on pose un(x) = M Soit la fonction S définie par S(x) = > un(x).
n n=1

. Montrer que S est définie sur R.

o

o

. Montrer que S est continue sur R.

. Montrer que Y, uy ne converge pas normalement sur R.
n>l1

¢l

d. Montrer que S est de classe C! sur R.

o}

. Déterminer S(0) et lim S(x).
X—+00

™

Trouver un équivalent de S’(x) quand x tend vers 0.

CCINP PSI 2024 Lucie Girard I
(71 )nefnx +oo
Pour n € N* et x € R, on pose un(x) = ~————. Soit la fonction S définie par S(x) = > un(x).
n n=1
a. Déterminer le domaine de définition D de S.
b. Montrer que S est continue sur D.

c. Y a-t-il convergence uniforme de > u} sur D ?
n>l

d. Calculer S’/(x) pour x convenable.

e. En déduire une expression simple de S(x) pour x € D.

11



CCINP PSI 2024 Clément Lacoste I

Soit la suite (an)nen définie par ap =1, a1 =3 et Vn > 2, an, =3an—1 — 2an—_2.
a. Trouver une expression de a,, en fonction de n.
b. Montrer que ¥n € N, |an| < 4™

c. En déduire une inégalité concernant le rayon de convergence R de la série entiere > anx™.

n=0
+oo 1
d. Montrer que pour des x convenables, on a Y anx™ = —5———.
n—o 2x° —3x + 1
e. Donner une autre expression de a, et la valeur de R.
CCINP PSI 2024 Martin Mayot IT
Soit la suite (un)nen définie par ug € ]0; Tzr { et Vn € N, unqq = sin(un).
a. Etudier la convergence et la limite de la suite (Un)nen-
b. Etudier la convergence de 3 u3. Indication : considérer un j — un.
n>0
c. Montrer que > u2 diverge. Indication : considérer In(uny1) — n(un).
n=0
d. Déterminer un équivalent de u,, quand n tend vers +o0o grace au théoréme de CESARO (question rajoutée).
TS Ny -2 2
Indication : considérer u; i; —uy”.
Mines-Télécom PSI 2024 Mathéo Demongeot-Marais I
1 =
Pour n € N, on définit la fonction f,, par fn(x) = T Soit aussi f définie par f(x) = > fn(x).
n“x+n "z
a. Déterminer le domaine de définition D de f.
b. Montrer que f est de classe C! sur R%.
+oo
c. Montrer qu’il existe un réel a tel que Vx > 0, |f(x) — 1 Z ]—2 %.
X =i

d. En déduire un équivalent de f(x) quand x tend vers +oo.

e. Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers 0T.

Mines-Télécom PSI 2024 Emile Gauvrit 1T

Soit la fonction f définie par f(x) = %.
x

Sur quelle domaine peut-on prolonger f ? f est-elle continue, dérivable, de classe C' ? De classe C> ?

Mines-Télécom PSI 2024 Romane Mioque I1

+o0 1
Pour x > 0, on pose f(x) = _.
x>0 ompose £ = 2, e

a. Justifier que f est bien définie et continue sur R7.

b. Trouver des réels a et b tels que f(x) = o + >+ o(%).
oo

12



Mines-Télécom PSI 2024 Eva Rojo 1

n 400
Soit la suite (an)nen définie par ap =0, a1 =1 et Vn > 2, an = Y. akan—k. On note S(x) = > anx™ et
k=0 n=0

R le rayon de convergence de la série entiere > anx™.
n=0

a. Montrer que Vx €] — R;R[, S(x) = x + S(x)?.
b. En déduire S(x) pour x €] — R;R] et la valeur de R.

2n—2
c. Montrer que Vn > 1, an:]< m )
n\n-—1

Mines-Télécom PSI 2024 Tom Sanchez 1

Pour n € N*, on considére 'équation (E) : x™ +xy/n—1=0.
a. Montrer que, pour tout n € N*, (E,) admet une unique solution dans R* qu’on notera xn.
b. Montrer que la suite (xn)n>1 converge vers 0.

c. Quelle est la nature de > xn ?
n>1

13



PREPARATION ORAUX 2025 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES

ENS Cachan PSI 2024 Armand Dépée et Adrien Saugnac

Soit n > 1 et p > 0. On se place dans R™ muni de sa structure euclidienne usuelle. On définit le diametre
d(A) d’une partie bornée non vide A C R™ par d(A) = Sup {[|[x —yl| | (x,y) € A%}.

Soit X un borné de R™, s € Ry et (Ax)ken une suite de parties bornées de R™ :

e on dit que (Ax)ken est un p-recouvrement de X si X C U Ax et Vk € N, d(Ax) < p.
k>0

“+o00
e on pose HE (X) = Inf ({ > d(Ak)® | (Ax)ken p-recouvrement de X})
k=0

a. Montrer que HE (X) est fini et que p — HE(X) est une fonction décroissante.

Indication : on pourra considérer des hyper-cubes.

On pose Hg(X) = Sup ({HE(X) | p>0}) = pl_i>rg)1+ HE(X) € Ry.

b. Montrer que s — Hg(X) est une fonction décroissante.

[¢]

. Calculer Ho(X) et Hs(X) si s > n.
d. Soit v € R™, on note X + v le translaté de X par le vecteur v. Comparer Hq(X + v) et Hg(X).
. Soit A > 0, on note AX ’homothétisé de X dans le rapport A. Exprimer Hs(AX) en fonction de Hg(X).

®

f. Pour deux parties U et V bornées de R™, comparer Hs(U U V) et Hs(U) + Hg (V).

g. Soit X et Y deux parties bornées de R™ telles que Inf ({Hx—yH | (x,y) € XX Y}) > 0. Montrer la relation
Hs(XUY) = Hg(X) + Hg(Y).

h. Sis > 0 et Hg(X) > 0, montrer que Hy (X) = 400 si u < s.

i. Sis >0 et Hg(X) > 0, montrer que H¢(X) =0sis < t.

j- On pose §(X) = Inf ({Hs(X) | s > 0}). Calculer 5(X) pour X un segment, un carré, un cube.

Centrale Mathsl PSI 2024 Olivier Farje

Soit P € C[X] un polynéme non constant, on suppose que P n’admet pas de racine complexe.

fo . 2t 30
On définit alors la fonction I sur Ry par I(r) = fo P(re®)’
Te

a. Montrer que I est bien définie et de classe C! sur R, .

b. Montrer que I est constante sur R.

1

c. Pour ¢ > 0, montrer P’existence de k € R tel que ¥(r,0) € [k; +oo[x[0; 27, P
Te

‘éa.

d. Conclure.
Questions supplémentaires :

- soit f: R? — R de classe C! et g : t > f(t%,2%). Calculer la dérivée de g.
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Centrale Mathsl PSI 2024 Jonathan Filocco

1
n+1
a. Montrer que si la suite (un(a))n>1 admet une limite, celle-ci ne peut valoir que 0, 1 ou +o0.

Soit a € R et la suite (un(a))nen- définie par uj(a) = a et Vn € N*, unyq(a) = un(a)? +

Pour L = 0,1 ou oo, on note Ep. = {a >0 | un(a) =7 L}.
n——+oo

b. Montrer que Er sont des intervalles de R si L = 0,1 ou oo.
c. Montrer que [1;+00[C Eo et montrer que Eo, est un ouvert.

Question supplémentaire :

- Enoncer le théoreme des valeurs intermédiaires.

Mines PST 2024 Armand Coiffe et Adrien Saugnac II
Soit f: Ry — R dérivable telle que lim f(x) = +oo et lim f'(x) =0.
X—+00 X—+00

Montrer que A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R.
Mines PSI 2024 Olivier Farje I

Pk
Soit n € N* et A € M (C). Pour p € N, on note exp,(A) = /1\7
k=0 K

a. Soit E un espace normé de dimension finie et F un sous-espace de E. Montrer que F est un fermé de E.
b. Montrer que la suite ( exp,, (A))p ¢y converge dans My (C) vers une limite notée exp(A).

c. Montrer que exp(A) € Cp_1[A] = Vect(In, A, -+, A" ).

Mines PSI 2024 Bilal Mrani 11

Soit E l'espace des fonctions continues et bornées de R dans R qu’on munit de la norme infinie classique.

Pour tout T € R, on note Pt I’ensemble des fonctions T-périodiques continues de R dans R. On note aussi

P ’ensemble des fonctions périodiques continues de R dans R.
a. Montrer que pour toute fonction f € P, on a f € E.

b. Pt et P sont-ils ouverts ?

c. Pt et P sont-ils fermés ?

Mines PSI 2024 Mathias Pisch II

0 1 -3
Soit A= -5 2 1 | eM3(C),et||.]|| une norme sur Mz(C).
5 —1 —6
a. Calculer xa. Indication : on pourra commencer par I'opération C; «— C; + C» + C3.

b. Calculer le rayon de convergence de la série entiere > [JA™||z".
n>0

CCINP PSI 2024 Lucie Girard 11

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et u € £(E) tel que Vx € E, |Ju(x)|] < [[x]]-
Soit x € Im (u —id g) N Ker(w — id ¢).

a. Justifier I'existence d’un vecteur y € E tel que u(y) =x+y.

b. Exprimer, pour n € N, u™(y) en fonction de n, x et y.

c. Que peut-on en déduire sur x 7

d. Que peut-on dire de Im (u — id ¢) et Ker(u —idg) dans E ?
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 5
REDUCTION

ENS Cachan PSI 2024 Tristan Cheyrou

Soit n € N*, pour (A,B) € (Mn((C))z, on pose [A,B] = AB—BA. Onnote S = {[A,B] | (A,B) € (Jv[n((C))z}.
Soit D = diag(1,2,---,n) et Z 'ensemble des matrices de M, (C) dont la diagonale est nulle.

a. Montrer que si M € S, alors Tr (M) = 0.

b. Montrer que S est stable par multiplication par un scalaire.

c. Montrer que si M € S est semblable & N € M, (C), alors N € S.

d. Montrer que si M € Mn(C) et Tr (M) = 0, alors M est semblable & une matrice & diagonale nulle.

e. Montrer que ¢ : Z — Z définie par &(M) = [D, M] est un automorphisme de Z.

f. En déduire que S = {M € Mn(C) | Tr (M) =0}.

Soit e, f, h trois endomorphismes de C™ tels que [h, e] = 2e, [h, f] = —2f et [e, f] = h. Soit x un vecteur propre

de h associé a la valeur propre A.

g. Montrer que e(x) = 0 ou que e(x) est un vecteur propre de h associé & une valeur propre p que vous

donnerez en fonction de A.

h. Montrer que A = {k € N | e¥(x) # 0} est un ensemble fini.

ENS Cachan PSI 2024 Axel Corbitre et Maxime Plottu

Une matrice U € My (C) est dite unilpotente si U — I, est nilpotente.

On admet que pour toute matrice A € Mn(C), il existe un unique couple (D,N) tel que D € My (C) est
diagonalisable et N € M, ( C) est nilpotente avec DN = ND (décomposition de DUNFORD).

a. Soit U € My (C) unilpotente, montrer que 1 est 'unique valeur propre de U.
b. Soit U € My (C) unilpotente, exprimer U~! en fonction de N = U — I,.

c. Montrer que si A € My (R), le couple (D,N) de DUNFORD vérifie D € Mn(R) et N € My, (R).

Soit A € GL,(C) et le couple (D, N) associé & A par la décomposition de DUNFORD.

d. Montrer que D € GL,(C).

e. Montrer qu’il existe un unique couple (D’,U’) tel que D diagonalisable, U’ unilpotente et D’U’ = U'D’.
f. Montrer que si A € GL,,(R), on a D’ € M,,(R) et U € M, (R).
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ENS Cachan PSI 2024 Mathis Laruelle

Soit n € N* et B € M (C).

a. Montrer que si B est diagonalisable, alors exp(B) l'est aussi.

b. Montrer qu'’il existe (B1,N) € M, (C)? avec By diagonalisable, N nilpotente, B = By + N et BjN = NBj.
c. Si exp(B) est diagonalisable, montrer que exp(N) — I, est nilpotente, puis que B est diagonalisable.

Soit pour les trois prochaines questions A € My (C) diagonalisable avec pq,---,up ses valeurs propres
distinctes. Soit des matrices P € GL,(C) et D € M, (C) diagonale telles que A = PDP~!.

d. Déterminer un polynéme U tel que Vk € [1;p], P(nx) = e**.

e. Montrer que pour tout polynéme Q € C[X], on a Q(A) = PQ(D)P~'.

f. En déduire que exp(A) est un polynéme en A.

On admet que YM € M, (C), exp(M) € GL,(C) de sorte qu’on peut définir application exponentielle sur
les matrices par exp : My (C) — GL,(C). Soit aussi la matrice D = diag(—1,—2,--+,—n) € M, (C).

g. Montrer que D est inversible.

h. Soit A € C une valeur propre de B € M,,(C), montrer que e*

es une valeur propre de exp(B).
i. Existe-t-il une matrice B € My (R) telle que exp(B) =D ?

j. Que dire de I’application exp ?

Centrale Mathsl PSIT 2024 Amélia Arangoits
Soit n € N*, M € M, (R) et F un sous-espace vectoriel de R™.

a. Montrer que F est stable par M si et seulement si F- est stable par M.

1 0
b. Trouver les sous-espaces stables par A = % 0 2
-1 0

w o =

Centrale Mathsl PSI 2024 Romane Mioque et Maxime Plottu
a. Montrer que si A et B dans M, (C) sont semblables, alors Sp(A) = Sp(B).
Soit M € My (C) telle que M et 2M sont semblables.

b. Que vaut Sp(M) ? Qu’en déduire sur M ?

c. Trouver un exemple de matrice M € M, (C) non nulle telle que M et 2M sont semblables.
d. Soit M € M3(C) nilpotente telle que rang (M) = 1, montrer que M est semblable & Ej 3.
En déduire que M est semblable a 2M.

e. Soit M € M;,(C) nilpotente d’indice n — 1, montrer que M est semblable & 2M.

Mines PSI 2024 Yasmine Azzaoui 11
Soit n € N* et (A,B) € (M, (C))? avec Sp(A) N Sp(B) = 0.
a. Montrer que xa (B) est inversible.
b. Montrer que si X € My (C) vérifie AX = XB, alors X = 0.
c. Montrer que YM € M, (C), !X € M, (C), AX — XB = M.
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Mines PSI 2024 Thomas Favant I
Soit E le R-espace vectoriel des suites réelles indexées par N* et ¢ : E — E définie par ¢(u) = v ol
n
u = (un)ne N* et v= (VTL)TLE N* aveC v = 1; Z Uxk.
k=1
a. Montrer que ¢ est un automorphisme de E.

b. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de .

Mines PST 2024 Tiago Genet et Lou Goiffon I

Soit P = X> —4X? 4 2X? 4 8X% — 8X.
a. Vérifier que P(2) = P’(2) = 0. En déduire une factorisation de P dans R[X].

b. Soit n € N*, trouver toutes les matrices M € My, (R) telles que P(M) =0 et Tr (M) = 0.

Mines PSI 2024 Nathan Jung II
Soit n € N* et A € My, (C).
a. Montrer que A est nilpotente si et seulement si Sp(A) = {0}.

b. Pour A € C, montrer que Ex = {X € C™ | AX = AX} est un espace vectoriel.

Mines PSIT 2024 Martin Mayot 1

On définit Ag = (1) € M;(R) et, pour tout n € N, Appq = <2” A()“)
n

a. Donner, pour tout n € N; la taille de la matrice A,,.
b. Calculer le rang de A;,.

c. Donner les valeurs propres de A, . La matrice A,, est-elle diagonalisable ?

Mines PSI 2024 Clément Reiner 11
On considére C en tant que R-espace vectoriel et on pose E = £(C).
a. Montrer que E = {fq 1 : z+> az+ bz | (a,b) € C?}.
b. Déterminer le déterminant et la trace de fq,p en fonction de a et b.

c. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que fq p soit diagonalisable.

Mines PSI 2024 Arya Tabrizi 1

Soit n € N* et An = (ai,j)1<i,j<n € Mn(R) telle que V(i,j) € [1;n]?, aii =1iet aij =1sii#]j.

On note P, le polynéme caractéristique de A, .

a. Montrer que Yn > 1, Py = (X—n)Pp —X(X—=1)--- (X —=n+1).

b. Montrer que, Vk € [0;n — 1], (=1)*P, (k) a le méme signe que P, (0) et que Py (n —1) < 0 et Py (n) < 0.

c. En déduire que A, admet n valeurs propres réelles distinctes.
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Mines PSI 2024 Guilhem Thébault I

1
o L 0 -0
. 2
1 N
Soit N>2et A= |, No1 o | € Mny1(R).
: ‘.- .. .. ]
1
0 - 0 & 0

a. Identifier un endomorphisme f de Rn[X] tel que Mat 5(f) = A ot B est la base canonique de Rn[X].

b. En déduire que A est diagonalisable et donner ses éléments propres.

Mines PSI 2024 Antoine Vergnenegre I

Soit n € N* et (U,V) € (Mn(C))? tel que UV = VU et V nilpotente.

a. Montrer que det(In + M) =1 si M € My (C) est nilpotente.

b. Montrer que det(U + V) = det(U) si U est inversible.

c. Montrer que det(U 4 V) = det(U). Indication : montrer que Ker(U) est stable par V.

CCINP PSI 2024 Amélia Arangoits 11

-2 4 1
Soit A= —1 3 1| €M3(R) et f 'endomorphisme canoniquement associé a A.
-3 3 2

a. Donner au moins une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité d’un endomorphisme sur un
espace vectoriel de dimension fini.
b. Donner les valeurs propres de A.

c. La matrice A est-elle diagonalisable 7

*
d. Trouver une base B de R3 telle que Mat 5(f) = | 0 *
0 0

CCINP PSI 2024 Edward Bauduin 11

Soit M € M4 (R) vérifiant (1) : M3 —4M =0 et Tr (M) = 0.
a. Montrer que les valeurs propres de M sont des racines de P = X3 — 4X.
b. En déduire toutes les matrices M € M4 (R) vérifiant (1).

CCINP PSI 2024 Amjad Belmiloud I

1T -1 2
a. Etudier la diagonalisabilité de A= | 2 -2 4
3 -3 6

Soit une matrice A € M3(R) telle que dim(Ker(A)) = 2. On pose B = (::j\\ BOA> et C = (g f\\)

b. Calculer xc en fonction de xa. En déduire Sp(C) en fonction de Sp(A).
c. On suppose B #0, vy #0 et a + B =vy. Calculer xg en fonction de xa, puis Sp(B) en fonction de Sp(A).

d. Montrer que si X € Ker (A), alors (X> € Ker(B). En déduire que dim(Ker(B)) > 2 dim(Ker(A)).

0
. Diagonaliser B pour a =1, p =2 ety =3.

o}
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CCINP PSI 2024 Martin Mayot 1

Soit n > 1, A € Mn(R) et M = (/3 Q) € Man(R).

a. Soit Q € R[X] et U et V des matrices semblables de My, (R). Montrer que P(U) et P(V) sont semblables.
b. Soit k € N, calculer MX.

c. Pour P € R[X], donner une expression de P(M) en fonction de A, P(A) et P'(A).

d. Montrer que si M est diagonalisable, alors A l'est aussi.

e. Etudier la réciproque si A est inversible.

f. Montrer que si M est diagonalisable et A n’est pas inversible, alors A = 0.

CCINP PSI 2024 Jasmine Meyer II

Soit n € N*, A € My (R) vérifiant A3 — A2 + A — 1, =0.

a. Montrer que les valeurs propres de A sont des racines de P = X3 — X2 + X — 1.
b. Calculer det(A).

c. Prouver que Tr (A) € N.

CCINP PSI 2024 Tom Sanchez 11

Soit n € N*, (A,B) € (M, (C))? et U € My, (C) telles que AU = UB et U # 0.

a. Montrer que si P € C[X] vérifie P(A) = 0, alors Sp(A) est inclus dans ’ensemble des racines de P.

b. Montrer que VP € C[X], P(A)U = UP(B).

c. En déduire A et B possedent une valeur propre commune.

d. Montrer que si deux matrices C,D de My (C) ont une valeur propre commune, il existe une matrice non
nulle M € My (R) telle que CM = MD.

Mines-Télécom PSI 2024 Clément Lacoste 11

1 0 0
SoitA=13 4 0
5 5 9
a. Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

b. Soit M € M3(R) telle que M? = A, montrer que les vecteurs propres de A sont aussi des vecteurs propres

de M. La matrice M est-elle diagonalisable 7

c. Donner toutes les matrices M € M3(R) telles que M? = A.

Mines-Télécom PSI 2024 Romane Mioque I

n

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2, B = (ey,-+-,en) une base de E et u= ) ex.
k=1

Soit f € L(E) tel que Vi € [1;n], f(ei) =ei +u.

a. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de f.
b. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

c. Déterminer la valeur de det(f) et Tr (f).
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 6

THEOREMES DE DOMINATION

Centrale Mathsl PSI 2024 Thomas Favant

Soit A € R tel que 2A > —1. On définit ga : Rx]0;t[— R par gi(x,0) = e~ *¢03(®) 5in2A(g).

a. Montrer que la fonction 8 — gx(x,0) est intégrable sur ]0; x|

7T /2
b. Montrer que ¥x € R, fa(x) = L ga(x,0)de :Zfo cos(x cos(8)) sin®*(6)de.

c. Montrer que f est de classe C* sur R et que Vx € R, f{(x) = fat1(x) — fa(x).

Centrale Mathsl PSI 2024 Antoine Métayer

Soit & € R et (un)nen+ une suite de réels strictement positifs telle que Untl —q_ &

Up +oo n

Pour tout entier n € N*; on pose b;, = In(n®u,) et any = b1 — by

On définit aussi f:] — 1;0[— R par f(x) = f

a. Montrer que ) an converge. En déduire qu’il existe A € R tel que uy e A
o0

T1—(1—1)*
0 t

dt.

-
n=1 n

too — 1) (x —
b. Montrer que f est bien définie et que Vx €] — 1;0[, f(x) = > (—=1)™*! ez x=n+1)

|
n=1 n.n.

Mines PSI 2024 Jules Campistron 11

1
Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = fo | In(t)[*at.

. Déterminer le domaine de définition D de f.

o

b. Montrer que f est de classe C* sur D.

¢l

. Calculer f(n) pour tout n € N.

d. Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers +oo.

Mines PSI 2024 Tristan Cheyrou II

. +o0o dx
Pour tout entier n > 2, on pose I, = fo T
X

a. Justifier que la suite (In)n>2 est bien définie.

b. Montrer que la suite (I, )n>2 converge vers une limite ¢ € R & déterminer.

c. Trouver un équivalent de I, — { quand n tend vers +oo.

d. En déduire la nature de > (I, — ¢).

n>2
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Mines PSI 2024 Lucie Girard I

mn

" _ l _ n( _ l)n_]
Pour n € N*, on pose Hy, kgl . et In fo o In(t)dt.

a. Montrer la convergence de la suite (Hn - 1n(n))n>1. On note v sa limite.

, + +
b. Etablir la convergence absolue de fo ~ In(t)e tdt. On note I = fo ~ In(t)e tdt.

c. Prouver l'existence de I,, et trouver un lien simple entre I, et Hy.

d. Déterminer la limite de la suite (I;;)nen+ et trouver un lien entre y et L.

Mines PSI 2024 Valentine Girard III

Tin(x) In(1 — x) =2
Mont N Zdx = —=.
ontrer que fo - x n§1 3

Mines PSI 2024 Manech Leroux 1

+oo
Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = fo Arctan(xt)e™tdt.

a. Déterminer le domaine de définition D de f.

b. Montrer que f est de classe C' sur D.

On définit la suite (un)nen par up € R et Vn € N, upyq = f(un).
c. Montrer que la suite (un)nen converge et donner sa limite.

d. Déterminer un équivalent de u,, quand n tend vers +oo.
Mines PSI 2024 Mathias Pisch I

. . e +too 1
Soit la fonction I' : R — R définie par I'(x) = fo t*Te tat.
a. Montrer que I' est bien définie sur R, et qu’elle y est strictement positive et de classe c2.

b. Prouver que I' et InoI" sont convexes sur RY.

. n n
c. Etablir, pour x > 0, que I'(x) = 1111 . Ml (1 — L) dt.
n—+o00 n

~ "ox—1 t\" L
d. Trouver une relation entre fo - (1 - 7> dt et fo w1 —uw)™du.
n

e. En déduire que Vx > 0, I'(x) = 1111 T 17)1!11"( )’
n—+oo X(Xx R 0\

CCINP PSI 2024 Edward Bauduin et Jasmine Meyer 1

+o0 —xt
Soit la fonction f définie par f(x) = f te

dt.
0 e — 1

a. Déterminer le domaine de définition de f.
b. Trouver la valeur de lim f(x).
X—+00
c. Pour x > 0, calculer f(x — 1) — f(x).
d. En déduire un développement de f en somme de séries de fonctions.

e. Trouver ce développement d’une autre maniere.
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

X PSI 2024 Jules Campistron I

Dj a

a. Soit a,A1,A2,D1,D2 des réels tels que A7 > A2 et D7 > Dy. Soit A = ( . D
2

) € M2(R) dont les

valeurs propres sont A1,A2. Montrer que A1 +A2 = Dy + Dy et Ay > Dj.

b. Réciproquement, soit A € M2 (R) symétrique dont les deux valeurs propres sont A7 > Az et soit Dy,D;

des réels tels que Ay +A2 = D1 + Dy, D7 > D et A > Dy. Montrer qu’il existe a € R tel que les matrices

D .
A et ( ! ¢ ) soient orthosemblables.
a Dy

ENS Cachan PSI 2024 Thomas Favant

Soit un entier n > 2, on note |.|2 la norme 2 sur l'espace vectoriel des vecteurs colonnes de My 1(R) et, pour

toute matrice M € My (R), on note |[|[M||2 =  Sup [MX]2

XeM,, 1 (R) ‘X‘Z '
X0

Soit A € GL,,(R), on définit le conditionnement k(A) = [|A||2]|A 2.

a. Rappeler la définition de |.|2 et montrer que [[M||2 = Sup |MX]|;.
X|2=1

b. Montrer que M + ||[M||2 est une norme sur M, (R) et V(M1,M3) € M, (R)?, [[M1M2]|2 < [IM1]]2]|M2]|2-
c. Montrer que pour toute M € My (R), il existe X # 0 € My, 1(R) tel que [MX|2 = |[M]|2|X]2.
d. Montrer que ATA est une matrice symétrique définie positive.

On

e. On note o,, (resp. o7) la plus grande (resp la plus petite) valeur propre de ATA, montrer que k(A) = )
o1

f. On suppose dans cette question seulement que A est symétrique définie positive, et on note A, (resp. A1)

sa plus grande (resp. sa plus petite) valeur propre. Calculer [|A]|2 et en déduire k(A).

g. Montrer que k(A) =1 si et seulement 8'il existe « € R* et Q € O(n) tels que A = «Q.

h. On suppose que A = QR avec Q € O(n) et R € M, (R). Montrer que x(A) = k(R).

i. Soit (B,B) € Mn,1(R)? tel que B # 0 et X, X les solutions de AX = B et AX = B. Majorer I'erreur relative

X = X2 |B — B2

sur les entrées.
X2 |B|2

sur les solutions en fonction du conditionnement k(A) et de erreur relative

j- Tlustrer avec une matrice A bien choisie le principe suivant : “une matrice mal conditionnée (telle que

k(A) est grand) entraine de grandes erreurs numériques”.
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ENS Cachan PSI 2024 Tiago Genet

Soit (E, (.].)) un espace euclidien de dimension d > 2. Pour u € E unitaire et a € R, soit fq : x = x+a(x|u)u.
a. Montrer que V(a,b) € R?, fq 0 fp = faibiba-

b. En déduire que fq o fp, = fp o fq.

el

. Montrer que Va € R, ¥p € N, f§ = f(q41)r_1-

d. Montrer que f, est inversible si et seulement si a # —1.

e. Montrer que f, est autoadjoint pour tout réel a.

f. Montrer que f, est une isométrie si et seulement si a =0 ou a = —2.
Question supplémentaire :

- s0it (An)nen une suite d’évenements disjoints, montrer que 1111 P(A,) =0.
n—+oo

Centrale Mathsl PSI 2024 Axel Corbiere

Soit E un espace euclidien dont on note ||.|| la norme euclidienne associée au produit scalaire (.|.) et f un

endomorphisme de E. On dit que f est une contraction si Vx € E, [|f(x)|| < [|x]|.
a. Si f est autoadjoint, montrer 1’équivalence entre des deux assertions suivantes :
(i) f est une contraction.
(ii) VA € Sp(f), Al < 1.

b. Soit P € R[X], montrer que si f est autoadjoint et x € E, ||P(f)(x)|| < ( Sup (|P(}\)|))Hx||
AES

p(f)
Centrale Mathsl PSI 2024 Nathan Jung
Soit E un espace euclidien de dimension p > 1 dont on note (.|.) le produit scalaire et ||.|| la norme
euclidienne associée. Soit u un endomorphisme autoadjoint de E dont on note A7 < --- < A, les valeurs

propres. On note enfin S = {x € E | ||x|| = 1} la sphere unité de E.

a. Montrer que x — (u(x)|x) admet un minimum sur S.

b. Montrer que Ay = T}(/lelél (u(x)[x)).

c. Montrer que A, = Min ( Max ((u(x)|x))) ou &3 est ensemble des plans vectoriels de E.
Fe€, \xeSNF

Centrale Mathsl PSI 2024 Guillaume Leduc
Soit E un espace euclidien pour un produit scalaire (.|.), A € R*, v un vecteur non nul de E et f : E — E
définie par ¥x € E, f(x) =x — A(x|v)v.
a. f est-il un endomorphisme autoadjoint de E ?
b. Pour quelles valeurs de A I’endomorphisme f est-il une isométrie vectorielle 7
c. On suppose que f est une isométrie vectorielle, déterminer les éléments caractéristiques de f.

d. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que deux réflexions commutent.
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Centrale Mathsl PSI 2024 Clément Reiner

Soit U' ={z€ C\{-1} ||zl =1} et h: C\{—1} — C définie par h(z) = } —=.

a. Montrer que h réalise une bijection de C\ {—1} dans lui-méme.
b. Montrer que h induit une bijection de U’ dans iR.
c. Former une représentation de U’ dans le plan complexe.

d. Pour 0 €] — m; 7t[, représenter dans le plan complexe le point d’affixe h(e?).
On note O’ 'ensemble des matrices orthogonales de O(2) dont —1 n’est pas valeur propre et on définit
H: 0" — Mz(R) par HM) = (I — M)(I2 + M)~ "

e. Justifier que H est bien définie et donner le spectre de h(M) si M € O’.

f. Montrer que H réalise une bijection entre O’ et les matrices antisymétriques de M, (R).

Centrale Maths1 PSI 2024 Guilhem Thébault
Soit Dy (R) l'ensemble des matrices M = (my,j)1<i,j<n de Mn(R) telles que Sp(M) = {mq1, -, mnn}

(valeurs propres comptées avec leur ordre de multiplicité) : ces matrices sont dites & diagonale propre.

On note Sy, (resp. Ayn) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de My, (R).

a. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A = ((cl d) soit a diagonale propre.

b. Déterminer D,,(R) N Sy,.

c. Trouver D, (R) N A,.
nn+1)

d. Montrer que si un sous-espace F de My (R) vérifie F C D (R), alors dim(F) < 5

Centrale Mathsl PSI 2024 Antoine Vergnenegre

Soit n € N* et M € My (Z) telle que les coefficients diagonaux de M sont impairs et tous les autres pairs.
a. Montrer que det(M) est impair. En déduire rang (M).

Soit Py, -+, Py des parties distinctes de [[1;n] et, pour j € [1;k]], le vecteur colonne Xj € My 1(R) défini par
XjT =(x14 -+ Xn,j) avec xjj = 1 si i € Pj et x3,j = 0 sinon.

Soit X € M, ({0,1}) dont les colonnes sont, dans l'ordre, X1, - -, X.

b. Montrer que X et XX ont méme rang.

c. Calculer les coefficients de XTX en fonction des parties Py, - - -, Py.

Mines PST 2024 Jules Campistron I
Soit X A0 € R™ et ® : Mn(R) — R définie par (M) =< MX, X >.
a. Déterminer (M, (R)).
b. Déterminer (0 (R)).

Mines PST 2024 Armand Dépée 1
On définit la suite (fn)nso0 par fo =0, f1 =1 et Vn € N, fnyp = fny1 + fn. Pour un entier n > 2, on note
An = (fiyj—2)1<i,j<n € Ma(R).
a. Exprimer Aj, A3z, Aj.
b. Pour n > 2, quelle est la multiplicité de 0 pour A,,.
c. Montrer qu’il existe deux valeurs propres de A,, non nulles a,, et ., telles que oy < 0 < By
d. Quelle est la nature de la suite (an)n>2 7 Et de (Bn)n>2 7
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Mines PSI 2024 Lucie Girard 1I

Soit E un espace préhilbertien réel et F un sous-espace de E.

a. Montrer que F C (FY)*.

On prend, pour les deux prochaines questions, E = R[X] et F={P € R[X] | P(1) = P/(1) = 0}.
+oo
b. Déterminer F- et (FL)* si on munit E du produit scalaire (.|.) défini par (P|Q) = 3. PJ)(1)Q™)(1).
k=0
1
c. Déterminer F* et (FL)L si on munit E du produit scalaire (.|.) défini par (P|Q) = fo P(t)Q(t)dt.
d. Donner une condition suffisante pour que F = (F1)=.
e. La condition suffisante de la question précédente est-elle nécessaire 7
Question supplémentaire :

- si F est un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien E, est-ce que F est un ouvert ou un fermé 7

Mines PSI 2024 Valentine Girard II

Soit n € N*, trouver les matrices M € My (R) telles que MTMMT = 1,,.

Mines PST 2024 Mathis Laruelle 1
On considére R muni de sa base canonique B = (¥, ?,?) Soit F = {(x,y,2) € R3 | x+2y+2z=0} et p
la projection orthogonale sur F et s la symétrie orthogonale par rapport a F.

a. Trouver une base orthonormale de F et la compléter en une base orthonormale B’ de R3.
b. Déterminer les matrices de p et s dans la base B’'.

c. Déterminer les matrices de p et s dans la base B.

Mines PSI 2024 Guillaume Leduc IT
Soit n € N* et M € My (R) telle que M2 — M +MT = 1,,.
a. Montrer que M est symétrique.

b. (question rajoutée) Que représente f canoniquement associé & M dans l’espace euclidien R™ canonique ?

Mines PSI 2024 Manech Leroux 11

Soit n € N* et A € M, (R). On consideére @ : M — AMAT. Donner une condition nécessaire et suffisante

pour que @A soit une isométrie de M;, (R) muni de sa structure euclidienne canonique.

Mines PSI 2024 Antoine Métayer 1

1
Soit n € N* et E = R, [X]. Pour (P,Q) € E2, on pose < P,Q >= f_] P(t)Q(t)dt. Si A # 0 € E, on définit

I’application fo qui & un polynéme P € E associe le reste de la division euclidienne de P par A.

a. Montrer que < .,. > définit un produit scalaire sur E.

b. Montrer que fa est un endomorphisme de E.

c. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A pour que fa soit un projecteur orthogonal.

d. Trouver tous les polynémes A tel que fo est un projecteur orthogonal si n = 3.
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Mines PSI 2024 Jasmine Meyer 11

Soit E un espace euclidien, ||.|| la norme euclidienne associée et p un projecteur de E.

Montrer que p est orthogonal si et seulement si p est 1-lipschitzien.

CCINP PSI 2024 Yasmine Azzaoui 11

Soit n € N* et A € M (R) telle que A et AT commutent.
a. Montrer que Ker(A) = Ker(AT).
b. Montrer que Ker(A) et Im (A) sont supplémentaires orthogonaux.

0 0

c. En déduire qu'’il existe r € [0;n] et P € O(n) tels que A = PBPT avec B = (0 u

) et U € GL(R).

CCINP PSI 2024 Mathéo Demongeot-Marais 11

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1, B = (vq,--+,vn) une base orthonormale de E et p un
projecteur orthogonal de E tel que rang (p) = .

a. Montrer que ¥x € E, (p(x)[p(x)) = (x|p(x)).

n
b. Montrer que > ||P(Vi)||2 =T

i=1

CCINP PSI 2024 Clément Lacoste 1T

1
a. Montrer que ¢ : (P,Q) — j;1 P(t)Q(t)dt définit un produit scalaire sur R[X].

1
b. Pour tout n € N, montrer que 3lUy, € Ry [X], VP € Ry [X], P(0) = f

» P(t)Un, (t)dt.

c. Déterminer U,.

CCINP PST 2024 Romane Mioque I

Soit M € Mz (R) telle que MTM = MM T et M? + 21, = 0.

a. La matrice M™M est-elle diagonalisable ?

b. Montrer que Sp(M™™) C {-2,2}.

c. Montrer que si A € Sp(MTM), alors A > 0. En déduire Sp(MTM).

1
d. Montrer que —= M est orthogonale.
K V2 &

e. Quelles sont les matrices M € Mz (R) telles que MM = MMT et M? 4 21, = 0.

Mines-Télécom PSI 2024 Mattéo Aumaitre 11

Soit S € My (R) une matrice symétrique définie positive, X € My, 1(R) un vecteur colonne non nul et la suite
k
de vecteurs colonnes (Yy)xen définie par Vk € N| Y, = ﬁ

Montrer que la suite (Y )xen converge vers un vecteur propre de S.

Mines-Télécom PSI 2024 Emile Gauvrit I

Soit I'espace vectoriel E = R* dans lequel on consideére F = {(x,y,z,t) €E | x+y—z—t=x—y+z—t=0}.
a. Déterminer la matrice A dans la base canonique de la symétrie orthogonale par rapport a F.

b. Que constate-t-on sur cette matrice ? Etait-ce prévisible ?
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

ENS Cachan PSI 2024 Jules Campistron

Soit n € N*, "'ensemble Q = {w1,- -, wn}, P la probabilité uniforme sur €2 et des variables aléatoires réelles
X1,y Xn_1 sur © et indépendantes deux a deux, d’espérance nulle et de variance 1. Soit Z une variable
aléatoire réelle sur € telle que Z(Q) = {a1, -+, xm } avec m > 3 et les réels a, - - -, oy distinets deux a deux.

On pose, pour i € [1;n — 1], xi = (Xi(w1), -+, Xi(wn)), xn = (1,--+,1) et z = (Z(w1), -, Z(wn)).

a. Montrer que E(Z) = Lz >
n

[
~
N
I
K
z
R
E
=
=
I
©

b. Montrer que 3(B1, -+, Brm) € R™\ {(0,-++,0)}, 3> P(Z = )
k=1
c. En déduire qu’il existe Q € Ryn—1[X] tel que Q(Z)(2) # {0}, E(Q(Z)) = E(Q(Z)Z) =o0.

d. Montrer que Vi € [1;n — 1], <xi,x >=n et que V(i,j) € [1;n —1]?, i #j =< xi,%; >= 0.

n—1 n—1
e. Montrer que Y. X =n — 1. En déduire que Y X; = 0.
k=1 k=1

ENS Cachan/Rennes PSI 2024 Jonathan Filocco et Mathias Pisch

Soit une suite (X )nen+ de variables aléatoires identiquement distribuées et indépendantes & valeurs dans Z
telles que P(Xp = 1) = P(Xp = —1) = % On pose Sp = X1 + - + Xn.

a. Calculer la loi de S;,, son espérance, sa variance.

b. Montrer que Ya > 0, P(Sn > na) < 1—2

na
. : T E(e*X)
c. Soit X une variable aléatoire réelle, montrer Va > 0, Vs > 0, P(X > a) < —55—~.
e
n
d. Montrer que Vs >0, P(S, > na) < (%(s)) .
e
52
e. Montrer que Vs € R, ch(s) <e'Z.
L —na’
f. En déduire que Va > 0, P(Sy > na) <e” 2
X
g. Montrer que la fonction g : R — R définie par Vx >0, g(x) = w se prolonge par continuité en
X

0 et qu’elle est alors croissante sur R.
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Centrale Mathsl PSI 2024 Tristan Cheyrou

2 2n +oo /2 2n ]
a. Donner le rayon de convergence R de Y ( n) X Montrer : Wx €l —-R;R[, > ( n) =

n>0 n 4n n=0 n 4—n 1 — XZ ’
Soit (Xk)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que P(Xy = £1) = % pour tout k € N*,

n
On pose Sp = >, Xx et T=Min({ne€ N* | S, =0})si {n€ N* | S, =0} #0 et T = +o0 sinon.
k=1

n
b. Pour k € N*, on pose Yy = HL% Donner la loi de Yy, puis celle de Z,, = > Yg.
k=1
c. En déduire la loi de S,,, son espérance et sa variance. Que représente S,, ?

On pose pp = 1 et, pour tout entier n € N, p;, = P(Szn = 0). On pose aussi qx = P(T = 2k) pour k € N.

d. Montrer que > pnx™ est convergente pour |x| < 1. On pose alors p(x) = >, pnx™.
n>0 n=0
n p(x*) —1
e. Montrer que Vn > 1, pn = > pn_xqx. Montrer que Vx €] — 1;1[, Gt(x) =

k=1 p(x*
f. En déduire la loi de T et son espérance.

Centrale Mathsl PSI 2024 Mathéo Demongeot-Marais

Dans une marche aléatoire symétrique (autant de chance d’aller & gauche qu’a droite) sur Z démarrant en

0, on note X, la variable aléatoire désignant I’abscisse du marcheur apres le n-ieme pas. On a donc Xo = 0.
Pour k € N, on pose Ex = “ le marcheur est revenu a l’origine au moins k fois au cours de la marche entiere”.

Soit B; la variable aléatoire qui vaut 1 si le marcheur est revenu en 0 apres le i-ieme pas et 0 sinon.

a. Pour tout entier n € N, déterminer P(X;, = 0).

b. Déterminer la nature de > P(X, =0).
neN

+oo P
c. Déterminer la loi de Bj; et, pour p € N, calculer ) IP’( S Bi > k).
k=1 “{=0

P
d. Trouver un lien entre ( > Bi > k) et Ex. En déduire que > P(Ek) diverge.
i=0 k>0

Centrale Mathsl PSI 2024 Armand Dépée

Soit (£2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire de cet espace & valeurs dans N.
On note A = {X variable aléatoire de  dans N | Gx est définie sur R}.

a. Soit X € A, montrer que XP admet une espérance finie.

b. Soit X € A, exprimer E(X) et V(X) & laide de Gx.

Onnote Ay = {X €A | EXX) =1, E(X?) =2, E(X3) =5}.

c. Montrer que 'ensemble { P(X =0) | X € A1} admet un minimum et le déterminer.

Question supplémentaire :

- Donner le théoreme spectral dans sa version matricielle et étudier la validité de sa réciproque.
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Centrale Mathsl PSI 2024 Valentine Girard

Soit E l'ensemble des suites réelles (an)new telles que > a2 converge.
n=>0
+oo
Pour deux suites a = (an)nen et b = (bn)nen de E, on pose < a,b >= > anbn.
n=0

a. Montrer que E muni de < .,. > est un espace préhilbertien réel.

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N, on pose ux = P(X = k) pour tout k € N et on prend u_; =0
par convention. On dit que X vérifie la propriété (x) si :
- X(Q) = N,

- X admet un moment d’ordre 2,

Z (U—n — Un—1 )2

converge (on note S(X) sa somme).
n>0 Un
b. Si X suit la loi de POISSON de parameétre A, montrer que X vérifie (x).

c. Si X suit la loi de POISSON de parametre A, calculer S(X) V(X).

Mines PST 2024 Yasmine Azzaoui 111
Sur 1000 électeurs, 700 votent pour A et 300 pour B.

Quelle est la probabilité pour que A soit toujours en téte (au sens strict) lors du dépouillement ?

Mines PSI 2024 Tristan Cheyrou I

Soit deux réels q €]0;1[ et a € Ry et deux variables aléatoires X et Y & valeurs dans N telles que I'on ait
V(i,j) € N2, P(X =1,Y =j) = aq**I.

a. Exprimer a en fonction de p =1 —g.

b. Déterminer les lois marginales de X et Y. Calculer E(X) et V(X).

c. Trouver Cov(X,Y).

d. Pour n € N, déterminer la loi de U = Max(X,Y) sachant X +Y =2n + 1.

Mines PSI 2024 Armand Coiffe I
Dans une urne, il y a b boules blanches, 1 boule rouge et n — b — 1 boules noires.
On tire une boule avec remise dans cette urne jusqu’a tirer la boule rouge a 'instant T.

On note X le nombre de boules blanches tirées pendant ce processus.

b. Déterminer la loi de T.
c. Que vaut Prr_y(X = 1) pour (i,k) € N x N*.
d. Déterminer la loi de X.

Mines PSI 2024 Axel Corbiére II

On considere une piece qui fait pile avec une probabilité p €]0;1[ et qu’on lance indéfiniment. On note X la
variable aléatoire qui compte le nombre de face obtenus pour faire deux fois pile.

a. Donner la loi de X.

b. Montrer que X admet une espérance finie et la calculer.

Si X = n, on place n+ 1 boules numérotées de 0 & n dans une urne et on en pioche une. On note Y le numéro
de la boule piochée.

c. Donner la loi de Y.

d. Calculer 'espérance et la variance de Y.
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Mines PSI 2024 Olivier Farje 11

Soit p €]0;1[ et (Xn)nen= une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi de BERNOULLI de
parametre p. On pose A = {w eQ| X w converge}. Calculer P(A).

k>1
Mines PST 2024 Thomas Favant 11
Soit (Xn)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes sur un espace probabilisé (2,4, P) telle que
+oo
chaque X;, suit une loi de POI1sSSON de parameétre A,, > 0 et S : Q — [0; +00] définie par S(w) = > Xu(w).
n=1

Déterminer la loi de S. Indication : commencer par calculer P(S = 0).

Mines PSI 2024 Jonathan Filocco II

Une urne contient au début une bille blanche et une bille rouge. On répete indéfiniment des tirages selon le

mode suivant : on tire une bille, et on remet dans I’'urne deux billes de la couleur obtenue.

a. Quelle est la probabilité qu’on n’obtienne que des boules rouges lors des n premiers tirages 7

b. Quelle est la probabilité qu'on obtienne indéfiniment seulement des boules rouges ?

c. Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche au 42-ieme tirage 7

d. Est-ce que le résultat du b. change si on remet trois billes de la couleur obtenue ou lieu de deux ?

e. Est-ce que le résultat de la question b. change si on remet k billes de la couleur obtenue ou lieu de deux

au k-ieme tirage 7

Mines PSI 2024 Guillaume Leduc 1

On considere deux urnes contenant chacune r boules rouges et b boules bleues. A chaque tirage, on tire sans

remise une boule dans chaque urne. On note X le nombre de tirages lors desquels les boules tirées dans les

deux urnes sont de couleurs différentes.
a. Déterminer la loi de X.

b. Déterminer E(X).

Mines PSI 2024 Bilal Mrani 1

Soit (Xk)ken+ une famille de variable aléatoires indépendantes identiquement distribuées telle que pour tout
k € N*, onait PXx =1) =pet P(Xx, = —1) =1 —p avec p €]0;1[. On pose Sp = 0 et pour tout k > 1,
Sk = X1+ -+ + X2k. On note p(k) = P(Sx =0) pour k € N.

a. Déterminer 'expression de p(k) et en donner un équivalent quand k tend vers +oo.

b. On suppose dans cette question p # % Montrer que le nombre de retour & l'origine (le nombre d’indices n

tels que Sy, = 0) est presque stirement fini. Indication : on pourra commencer par traduire mathématiquement

le fait qu’il existe une infinité de retour a ’origine.
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Mines PSI 2024 Adrien Saugnac I
Soit E un ensemble non vide et p une application de E dans E. On suppose que p est idempotente, c¢’est-a-dire
que pop = p.
a. Montrer que si p est injective, on a p =id .
b. Montrer que si p est surjective, on a p = id g.

. Si card (E) = 2, trouver une application idempotente de E dans E qui ne soit pas id .

[¢]

d. Trouver 3 applications idempotentes de E si card(E) = 2.
e. Trouver 10 applications idempotentes de E si card(E) = 3.
f. Prouver que si p : E — E, on a p idempotente si et seulement si (Vx € p(E), p(x) = x).

g. Dénombrer les applications idempotentes de E dans E si card (E) = n.

Mines PSI 2024 Arya Tabrizi 11

Dans une urne, il y a une boule blanche et une boule noire indiscernables au toucher. On prend une boule :
- si elle est blanche, on arréte.
- si elle est noire, on la remet dans 'urne et on ajoute une boule blanche.

On note Y le rang du tirage d’une boule blanche en convenant que Y = 0 si on n’obtient jamais de boule

blanche. Déterminer la loi et ’espérance de Y.

CCINP PSI 2024 Mattéo Aumaitre I
n+r—1

: ) et X une variable
r_

Soit p €]0;1[, g =1—p et r € N. Soit (pn)nen la suite définie par p,, = qu“<
aléatoire & valeurs dans N* telle que Vn € N*, P(X =n) = pn.
1

a. Rappeler le développement en série entiere de ] (vous donnerez le rayon de convergence).

b. En déduire celui de ———.

(1—x%)
c. Vérifier que (pn)nen+ est une distribution de probabilité.
d. Déterminer la fonction génératrice de X.

e. Calculer 'espérance et la variance de X.

CCINP PSI 2024 Mathéo Demongeot-Marais I

On considere une urne de n > 2 boules numérotées de 1 a n. On réalise des tirages avec remise.
On note X;; le premier rang tel qu'une autre boule que la premiere soit tirée.

a. Montrer que X, est une variable aléatoire discrete et déterminer la loi de Xi,.

b. Montrer que X,, admet une espérance et la calculer.

c. Trouver lim E(X;,). Interpréter.
n—-+oo

Soit Y, le premier rang tel que toutes les boules de I'urne aient été tirées au moins une fois.
d. Déterminer la loi de Y.

e. Soit (i,j) € (N*)? tel que i < j, déterminer P(x,—;)(Y3 =j). En déduire la loi de Y3.
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CCINP PSI 2024 Emile Gauvrit 1T

Soit A > 0 et une variable aléatoire X suivant la loi de POISSON de parametre A.
a. Montrer que Vt € R, Gx(t) = eMt=1)
b. Montrer que Va >0, vt > 1, P(X > a) < chgt),

t

A
c. En déduire que P(X > 2)) < (%) )

CCINP PSI 2024 Tom Sanchez I

Soit N € N* et v € [1;N]. On considére une urne avec N —r boules blanches et r boules noires. On tire une

boule successivement et sans remise dans cette urne, on note Xy le numéro du tirage lors duquel on retire

la dernieére boule noire.

a. Donner la loi de Xy et 'espérance de Xy dans les cas particuliers r =1 et r = N.
On suppose dorénavant que 1 <t < N.

b. Pour k € [1;N], déterminer la valeur de P(Xn = k).
c. En déduire E(Xn) en fonction de N et r.

Mines-Télécom PSI 2024 Mattéo Aumaitre I

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de parametre p €]0;1[. On

XY
pose S = (Y X) et A < u ses deux valeurs propres.

a. Calculer A et pu en fonction de X et Y.
b. Quelle est la probabilité pour que S soit inversible ?

c. Quelle est la probabilité pour que S soit définie positive 7

Mines-Télécom PSI 2024 Eva Rojo 11

On dispose d’un dé blanc non truqué et d’'un dé noir pipé avec lequel la probabilité de faire 6 est % Le

joueur 1 prend un dé au choix et le lance, le joueur 2 lance autre dé. Celui qui a fait strictement plus que
Pautre a gagné, et si le score est égal, le dé blanc gagne.

Quelle est la meilleure stratégie pour le joueur 1 7
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

X PSI 2024 Guilhem Thébault 11

Soit @ : R — R une fonction continue et 27-périodique et I’équation différentielle (E) : y” + oy = 0.

a. Montrer que I’ensemble des solutions de (E) est Vect(y,y2) oty (0) =0, y7(0) =1,y2(0) =1, y5(0) = 0.
b. Montrer que si f: R — R est solution de (E), alors g : x — f(x + 27) est aussi solution de (E).

c. Quelle est la nature de I’application ¢ : f — g 7

d. Montrer que si un réel A est valeur propre de I’endomorphisme 1, alors A est solution de I’équation
polynomiale (P) : x* — (y}(2m) +y2(2m))x + (v 2m)y2(271) — y5(2m)y1 (27)) = 0.

Centrale Mathsl PSI 2024 Yasmine Azzaoui

On définit, pour un vecteur (x,y) € R?, sa norme infinie ||(x,y)||coc = Max(|x], [y])-
On définit B(0,1) = {(x,y) € R? | ||(x,y)|lc < 1} et B(O,1) = {(x,y) € R? | ||(x,y)||oo < 1} les boules
unité ouverte ou fermée pour cette norme infinie et f : B(0,1) — R par f(x,y) = (x* +y?)? — %(x2 +y?)+1.

Soit la surface S = {(x,y, f(x,y)) € R | (x,y) € B(0,1)} représentative de f.
a. Exprimer B(O, 1) et B(O, 1) sous la forme d’un produit cartésien de parties de R.
b. Montrer que f est C' sur B(0, 1), calculer son gradient et déterminer les points critiques de f sur B(0, 1).

c. En déduire les extrema de f sur B(O, 1).

d. Déterminer les points (x,y) € B(O,1) ott le plan tangent & S en (x,y, f(x,y)) est normal & ¥ = (0,1, —1).

Centrale Mathsl PSI 2024 Edward Bauduin

Soit f: (R7)? — R définie par f(x,y) = xy + 1.1
X Yy

a. Donner I'équation du plan tangent & S = {(x,y,z) € R3 | (x,y) € (R*%)? et z=f(x,y)} en (a,b,c) €.
b. Montrer que f admet un minimum local en un unique point (xp,yo) € (Rj_)z a déterminer.

c. Montrer que K = {(x,y) €(RL)? | xy<3etx> % ety > %} est un fermée borné de (R?)?%.

d. En déduire que f admet en (xo,yo) un minimum absolu.

Centrale Maths] PSI 2024 Amjad Belmiloud

Soit les ensembles & = {(x,y) € R? | x? +2y% = 8} et A = {(x,y) € R? | x? + 2y? < 8}. Soit les fonctions
®: R— R? et f: R? — R définies par ®(t) = (2cos(t), vV2sin(t)) et f(x,y) = /1 +x2 +y2 +x°.

a. Montrer que ® réalise une bijection de classe C' de [0; 27| dans €.

b. Montrer que f admet un minimum et un maximum sur A.

c. Déterminer MAin(f). Montrer que le maximum de f sur A est atteint sur €.

d. Trouver la valeur de MAax(f).
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Centrale Mathsl PSI 2024 Lou Goiffon et Tom Sanchez

Soit H = [-1;1] x [0;1], O =] — 1;1[x]0; 1[ et f : H — R définie par f(x,y) = vy — yx? (x — xy).
a. Montrer que f admet un minimum et un maximum sur H.
b. Trouver les extrema de f sur O.

c. Calculer la valeur du maximum global de f sur H.

Centrale Mathsl PSI 2024 Martin Mayot

Soit f: R? — R définie par £(0,0) =1 et V(x,y) € R?\ {(0,0)}, f(x,y) = (x* +y?)*.
a. Etudier les variations de la fonction x — x* sur R%.

b. Montrer que f est continue sur RZ.

c. Trouver les points critiques de f.

d. Déterminer les extrema de f sur R2.

Mines PSI 2024 Martin Mayot 11

Soit un entier n > 2 et f: R™ — R de classe C! sur R™ telle que Um @ = 4+00.
[Ix|[=+o0 [[x]|

a. Montrer que f admet un minimum global sur R™.

b. Montrer que 'application x — Vf(x) est surjective.

Mines PSI 2024 Mathis Laruelle 11

—+oo
Pour k € N* et x € R, on pose Fy(x) = f e *tsin(xet)dt.

0
a. La fonction Fy est-elle définie sur R 7 Est-elle continue sur R 7

b. Déterminer les solutions sur R de (Ex) : xy’ —ky = sin(x) pour k > 2.

c. Déterminer les solutions sur R de (E1) : xy’ —y = sin(x).
Mines PST 2024 Clément Reiner 1

1
Soit la fonction f définie par f(x) = fo Arctan?(xt)dt et 'équation différentielle (E) : xy’ +y = Arctan?(x).

a. Montrer que f est définie et continue sur R. Donner la valeur de £(0).
b. Montrer que f est de classe C! sur R.

f(x) n Arctan?(x)
x x '

c. Soit x € R*, montrer que f'(x) = —

d. Déterminer les solutions de (E) sur R* et RY.

e. Trouver les solutions de (E) sur R.

CCINP PSI 2024 Olivier Farje 11

-1 1 0

Soit A= -1 2 -1
-3 1 2
a. La matrice A est-elle diagonalisable ?
xX'= —x+y
b. Résoudre (S) : {y” = —x+2y—z .
Z/= -3x+y+2z
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CCINP PSI 2024 Emile Gauvrit 1

-2 4 1 X'= —2x+4y+z
Soit la matrice A = | =1 3 1 | et les deux systémes différentiels associés (S1) : {y’ = —x+4+3y+z
—4 4 3 Z= —dx+4y+3z
X'= —2x+4y+z x(t)
et (S2) : {y” = —x+3y+z . On définit la fonction X : R +— M3 1 (R) par X(t) = [ y(t)
2= —Ax+4y+3z z(t)

a. La matrice A est-elle diagonalisable ?

b. En posant Y = P~1X pour une matrice P € GL3(R) bien choisie, déterminer un systeéme différentiel (S} )

tel que X solution de (S7) sur R <= Y solution de (S}) sur R.

c. En déduire une expression des solutions de (S1) sur R.

d. Résoudre (S2).

e. Les solutions réelles et bornées de (S,) forment-elles un R-espace vectoriel 7 Si oui, déterminer la

dimension de cet espace.

CCINP PSI 2024 Romane Mioque 1T

On considere I'équation différentielle (E) : t(t*> — 1)y’ + 2y = t2.

a. Trouver des réels a,b,c, tels que Vt ¢ {—1,0,1}, "

1

(@ —1)

_a, b o
_t+t+1+t—1'

a. Résoudre (E) sur les intervalles ol elle peut étre mise sous forme normalisée.
b. Résoudre (E) sur | — 1;1], puis sur R.

Mines-Télécom PSI 2024 Clément Lacoste 1

Soit f: R — R une fonction continue telle que Vx € R, f(2x) =1+ fox (x — t)f(2t)dt.

a. Montrer que f est dérivable sur R et calculer '(x).

b. Justifier que f est solution d’une équation différentielle du second degré (E) qu’'on déterminera.

c. Conclure.
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