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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

Comme f est de classe C' sur R, f est continue sur R donc en particulier en 0. En prenant ¢ = q > 0, il

existe n > 0 tel que Vx €] —n,n[, |f'(x) — f(0)] < ¢ = q = f'(x) > 0. Ainsi, f est strictement croissante
sur | —n;m[. Posons m = Min(—f(—m),f(n)) > 0. Si, par exemple, m = f(n) (l'autre cas est similaire), par
le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel qu’on note —a € [—m;0[ (avec 0 < o« < m) tel
que f(—a) = —m car f réalise une bijection entre [—;0] et [f(—m); 0] qui contient —m (faire un dessin).

En posant B =1 > 0, on a donc o« >0, B >0 et m > 0 tels que f réalise une bijection strictement croissante
entre | —«; B[ et ] —m; m[. Notons encore f cette restriction de la fonction initiale et posons { = f~'o(—f). On
le peut car —f réalise une bijection strictement décroissante de | — o; [ dans | — m; —(—m)[=] — m; m[ et que
£~ réalise une bijection strictement croissante de | —m;m[ dans | — «; b[. Par conséquent, par composition, P
réalise une bijection strictement décroissante de | —o; 3 dans | —«; B[ et on a Vx €] —a; B[, W(x) = f~1o(—f(x))
donc f((x)) = —f(x) et on a bien f(x) = —f(P(x)).

b. Comme Vx €] — «; B[, '(x) > 0, la fonction bijective f~! :] — a; B[—] — «; B[ est aussi de classe C' et ¥
est donc de classe C' par composition. De plus, Vx €] — «; B[, ¥/ (x) = —f'(x) x %

(7 (—f(x)))
Enfin, ¥ est involutive car Vx €] — o; B[, W?(x) = =1 o (—f(f1 o (—f(x)))) = 1 (=(—F(x))) = 1 (f(x)) = x.
a. L’ensemble E est inclus dans le R-espace vectoriel C°(R,, R) et il est non vide car la fonction nulle, qui

est continue sur Ry, vérifie x*f(x) " 0 pour tout réel « € R,. De plus, soit (A, n) € R? et (f,g) € E?,
X—+00
il existe par définition des réels positifs « et p tels que x*f(x) — 0 et xPg(x) —> 0. Supposons par
X——+00 X—>+00

exemple que o« < B, comme la fonction x — x* P est bornée au voisinage de +oo car « — f < 0, on a

XA+ pg)(x) = Ax*f(x) + uix* PxPg(x) = 0 donc Af + pg € E car cette fonction est continue sur R,.
X— 100
Par conséquent, E est un sous-espace vectoriel de C°(RR,, R) donc est lui-méme un espace vectoriel.
b. D’abord, pour x € Ry, la fonction h : t — e 'f(t) est continue sur [x;+oo[. Par définition de E, il
existe « € Ry tel que x*f(x) —> 0, donc h(t) =t~ %e 't*f(t) = o(t"%e™ ') = o(e™'). Par comparaison
X—400 +oo +oo
& une intégrale de référence, h est intégrable sur [x; +oo[ donc g est bien définie sur R,. Par CHASLES,
+oo x
pour x € Ry, il vient g(x) = e* fo e Hf(t)dt — e~ fo e 'f(t)dt. Comme h est continue sur Ry, par le
x
théoreme fondamental de 'intégration, la fonction H : x +— fo e tf(t)dt est de classe C' sur l'intervalle R
et H(x) = h(x). Ainsi, par opérations, g est de classe C' et g est solution de (E¢) sur R, car, pour tout
+oo x
x€ Ry, g'(x) =e* [7 e t(t)at — e [ emt(t)dt — eXeX(x) = g(x) — (x).
0 0
Comme les solutions réelles de ’équation homogene (Efo) : y’ —y = 0 sur R, sont toutes les fonctions
zx 1 x > Ae* avec A € R, par théoréme de structure, les solutions réelles de (E¢) sur Ry sont toutes les

+oo
fonctions yp : x — (?\ + f e—tf(t)dt) e*. On a yo = g, vérifions que g € E.
x
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Pour x € Ry, [x¥*g(x)| =

+ +
x%eX f OOe_tf(t)dt‘ < x%e® f oot_‘"e_"|t"‘f(t)|dt par inégalité triangulaire.
X xX

Soit ¢ > 0, comme x*f(x) — 0, il existe un réel A € R tel que Vt > A, [t*f(t)| < e. Ainsi, des que

X——+00

+o0 +oo
x = A, on a |x%g(x)| < ex®e* f t~ % tdt < ex"‘exx_“f e 'dt car Vt > x, t7* < x™% car « > 0.
X

X

+
Comme f e tdt = [—e 'F>® =%, on a donc Vx = A, |x*g(x)| < e. Ainsi, x*g(x) — 0 donc g € E.

X X—+00

Or x — e* n’appartient pas a E car Vo € Ry, x%e* —+> 400 donc y, n’appartient a E que si A =0 et on
X—+00

“+oo

peut donc conclure que g : x — e* f e~ 'f(t)dt est 'unique solution de (E¢) appartenant & E.
x

Pour terminer, on peut établir que E = F = {f € CO(Ry, R) | f(x) = 0}. En effet :

X—>+00
(C) Soit f € E, il existe o > 0 tel que x*f(x) — 0 donc f(x) = x~*(x*f(x)) —> 0 car x — x~% est
X—+00 X—+00
bornée au voisinage de +o0o car o« > 0. Comme f est continue sur R, on a bien f € F.

(D) Soit f € F, alors f(x) = x°f(x) =3 0 donc f € E car f est continue sur R,.
X— 100
La définition de E est donc un peu bizarre mais c’est pour vous faire travailler sur les majorations d’intégrales.

/2
a. Pour x € Ry, la fonction fy : t — sin*(t) est continue sur le segment [O; ﬂ donc f(x) = j;) fx (t)dt existe.

Pour x € R*, la fonction fy : t — sin™(t) est continue sur ]0; %} et fy(t) rgt" =1 car sin(t) vt donc,

t—X
o . n/2 . .
comme f, est positive et par critere de RIEMANN, fo fx ()t converge si et seulement si —x < 1 <= x > —1.
Par conséquent, le domaine de définition D¢ de f vaut D¢ =] — 1; 4+00[.
b. Pour x > 0, les fonctions u, : t + sin*(t) et v : t + —cos(t) sont de classe C' sur }O; ﬂ et
7'[/2 +
tim w(tv(t) = 0 done f(x +1) = [ w () ()dt = [u(v()]g"? = [ W, (t)v(t)dt par intégration
t—0+ 0 0
. N /2 1 2 o /2 1 2
par parties d’ou f(x + 1) = Xfo sin* ™' (t) cos“(t)dt. Ainsi, f(x +1) = Xfo sin* ™ (1) (1 — sin(t))dt
ce qui donne f(x + 1) = x(f(x — 1) — f(x + 1)) par linéarité de l'intégrale (les deux convergent) donc
(x + 1)f(x+1) =xf(x — 1) ce qui donne (x + 1)f(x + 1)f(x) = xf(x)f(x — 1) d’out D(x + 1) = D(x).
c. Pour (x,y) € (D¢)? tel que x < y, comme Vt € }O;%}, sin(t) < 1, on a sin*(t) > sinY(t) donc, par
croissance de l'intégrale, f(x) > f(y). Ainsi, f est décroissante sur D¢ ce qui entraine, par positivité de f, que

f(x)f(x — 1) = f(y)f(y — 1) si (x,y) € (R%)? tel que x < y. La fonction x — o)) est décroissante sur R? .
x

d. D’apres la question b. et par une récurrence facile, ® est constante sur les entiers naturels non nuls et

Vne N, p(n) = (1) = 1(0)f(1) = T x [~ cos(t)]3/? = X. De plus, soit x > 1, on a [x] <x < [x] +1 par

x+1)  2(x) ‘I>(LL>]J)

définition de la partie entiere donc, avec la question c., qui devient, comme

Ix]+1 = «x
0, —X  XxT <)< xT. Or1< -2 <1+-=1+—1donc lim X =1
on a |x| > ’LXJ—HXZ\ (x)\wx2 r ST S +LXJ —i—x_1 onc)Hnj:Oo ] par
encadrement. De méme, il vient lim -—*— = 1 donc, par encadrement, lim ®(x) = Z. Enfin, pour
X——+00 |_xJ +1 X——+00 2
un réel x > 0, on a Yn € N, ®(x +n) = ®(x) avec la question b. donc, comme liT O(x+n) = g par
n——+oo

caractérisation séquentielle de la limite, ®(x) = % La fonction ® est donc constante sur R* oti elle vaut %

e. Comme f est décroissante sur D¢, pour x > 0, on a f(x + 1) < f(x) < f(x — 1) done, comme f(x) > 0, on

a l'encadrement f(x + 1)f(x) < f(x)? < f(x)f(x — 1) et, avec la question précédente, ——— < f(x)? < zﬂ
x

2(x+1)



Comme ~ L et que f(x) > 0, par encadrement, on a f(x) ~ lzﬂ.
X

s
2(x 4+ 1) +00 2x foo
a. Soit z € C, posons f, : t — e *' pour tout I'exercice. Traitons quatre cas :

e Siz =0, la fonction f, est constante et vaut 1 donc f, admet une limite finie £ = 1 en +o0.

Si Re (z) > 0, comme |f,(t)] = e—Re (@t tu? [f2(t)| = 0 donc f, admet une limite finie { = 0 en +o0.
— 400

Si Re(z) < 0, tliil [f2(t)] = 400 car [f (t)] = e~Re@t donc f, n’admet pas de limite finie en +oo.
—+o0

Si Re (z) = 0 et Im(z) # 0, supposons que f, admet une limite finie { € C en +o00, par caractérisation

séquentielle de la limite, on aurait lim fz( nm ) ={car lUm N — 400, ce qui sécrit
W = [T (a)] w2 TTin(z)]
aussi lim e™ ™ = lim (=1)™ ={, et c’est absurde.
n—-+oo n—+oo

Ainsi, t — e *' admet une limite finie en +o0 si et seulement si Re (z) > 0 ou z = 0.

b. Comme [f,(t)] = |e_Re (@)t=tIm(z)t| - e—Re@t, qu’on sait, pour a € R, que fo+oo e®tdt converge si et
seulement si a < 0 d’apres le cours, et que f, est continue sur R, la fonction f, est intégrable sur R, si et
seulement si Re (z) > 0.

c. Soit z € C, la fonction g, : t — e”*' est continue sur R,.

. +o0 +o0 .
e Siz =0, g, est constante et vaut 1 donc fo go(t)dt = fo 1dt diverge.
. x efzt x 1 — efzx . .
e Siz # 0, pour x € Ry, fo e Ztdt = [— —}O = —=— . Ainsi, avec la question a., comme
z z

+oo . . x . . r s
j;) e *'dt converge si et seulement si x — fo e ?'dt admet une limite finie en +oo par définition,

—+o00
j;) e *'dt converge si et seulement si Re (z) > 0.
d. Comme h : t+— e ?°f(t) est continue sur l'intervalle R, par le théoréme fondamental de I'intégration,

“+o0
la fonction F est de classe C' sur R car c’est la primitive de h qui s’annule en 0. Comme fo e Zotf(t)dt

converge par hypothése, la fonction F admet une limite finie en +o0o par définition. Comme F est continue

—+oo
sur Ry et admet une limite finie I = fo e *otf(t)dt en +oo, il est classique que F est bornée sur R,.

En effet, en prenant e = 1, il existe un réel A € R, tel que Vx > A, |F(x) —I| < ¢ = 1 ce qui montre que
[F(x)| = [(F(x) = 1) +I| < |F(x) = I|+|I] < |I]4+1. Comme F est continue sur le segment [0; A], elle y est bornée
par le théoréme des bornes atteintes donc il existe M € R tel que Vx € [0; A], |[F(x)| < M. Par conséquent
Vx € Ry, |F(x)| < Max(|I] +1,M) et F est bien bornée sur R, .

e. La fonction a, : t — e (*720)tF(t) est continue sur Ry et |a,(t)| = \e_(Z_Z°)t||F(t)|+:OOO(|e_(Z_Z°)t|)
d’apres la question précédente donc, d’apres la question b. et par comparaison car Re (z—zo) > 0, 'intégrale

+
fo > |a,(t)]dt converge donc a, est intégrable sur R.

—(z—zo)t .
f. Comme z # zp, en posant u : t +— —e " etv = F, les fonctions u et v sont de classe C' sur

z— 2z
R, d’aprés d. et lim u(t)v(t) = 0 d’aprés d. car F est bornée sur Ry et que lim e~ (#720)t puisque
t—+oo t—+o0

400 +oo _ ,—(z—zo)t
Re (z—zp) > 0. Par intégration par parties, les intégrales f u(t)H'(t)dt = f —e T
Y 0 zZ—z0

+ +
et fo OOu’(t)v(t)dt = fo > e~ (2720)'F(t)dt ont méme nature. Or t — e~ (*720)'F(t) est intégrable sur R,

X (e7Zotf(t))dt

6



e~ (z=z0)t

—e (1)
z — 2

+
d’apres e. et f (2=20)tF(t)dt converge. Ainsi, fo = dt

x (e=oti()at = [

400 o2t +oo
converge et on a la relation fo eif(t)dt =0- fo e~ (=720)tF(t)dt car F(0) = 0. Ainsi, par linéarité
z—2zp

z— 20

+o0 +oo
de 'intégrale, fo e #Hf(t)dt = (z — z0) fo e (2720)tE(t)dt

Questions supplémentaires :

e

e Soit (a,b) € R? avec a # b, f: [a;b] = K = R ou C de classe C™' avec n € N, on a la formule de

a
n b _ n
TAYLOR reste intégral, f(b) = (Z (b—a)” ) ) (a )) —l—f uf(“"’”(t)dt
k=0 a

n:

e Avec ces conditions, on note My 41 = Max_ [f™F1D(t)| (qui existe car f("+1) est continue sur le segment
x€[a;b]

—~— n

[a;b]) et on a 'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE ‘f(b) - > o

k=0 -

(a0~ )" Moo ol
<
(n+1)!
2
La fonction f : x — Arcsin <l> — 1 est continue sur [1;+00[. De plus, Arcsin/(y) = —1 4y +o(y?)
x/  x

V1i—y2o 2
3

et, en intégrant ce développement limité, on a Arcsin(y) =y+ }6L +o(y*) car Arcsin(0) = 0. Ainsi, on obtient

_ o m 1 - L . -
f(x) il + 0(x4) car xEToo . 0 ce qui montre que f(x) fodirw 2 Par comparaison aux intégrales de

“+oo
RIEMANN, on en déduit que la fonction f est intégrable sur [1; +o00[ donc f] f(x)dx converge.

+
Méthode 1: dans I = f] ~ (Arcsin (l> —l)dx, on pose u : x — x et v = f qui sont de classe C' sur ]1; +o0]
X X

et, comme lin11+ u(x)v(x) = f(1) = 571 par continuité de Arcsinenlet lim u(x)v(x) = 0 car xf(x) ~ %,
X—

x—+00 +oo 6X
on obtient la relation [ = 1— T — f+oo xf'(x)dx =1—T — f+oo x| 2 (1 — é) dx ce qui se simplifie
2 N 2 N x* 1
-
enl=1-"7— f+oo 1 (1 — #)dx On pose ensuite x = e @(u) avec @ bijection strictement
2 Tox Vx2 -1/ sin(u)

0 _
décroissante de classe C' de }0; 721[ dans ]T;+o00[ et I=1— 72—T — fﬂ/z sin(u)(%) ( — %)dw

Ly [Alcos(W) w2 2sin®(u/2) _q_m [ /2
Ainsi, I =1 +f () du=1 5 +fo Tsin(w/2) cos(u/Z)du =1 5 +[ Zln(cos(u/Z))}o

et enfin [ =1+ n(2) — % ~0,12.

+
Méthode 2 : dans I = j‘] ~ (Arcsin (1> — l)dx, on pose 6 = Arcsin(1/x), c’est-a-dire x = — 1(9) = ¢(0)
X X s

avec ¢ qui est une bijection de classe C' strictement décroissante de ]O; %} dans [1; +00|[. Par changement de

0 /2
variable, il vient I = f e — sin( )( cos( ) de = f (9.“)5(62) — C?S(e) )de. Les deux fonctions
/2 sin( 0 sin(0) sin(0)
a: 0 — 8 cos( 2) t b COS(G) ne sont pas intégrables en 0% car a(@)~ b(e)wl. Par contre,
sin(0) in(0) 0 00
/2 /2
on peut écrire I = Um (f Gcos( )de f cos(0) d9> car, pour ¢ € }O;E}, les deux fonctions
e+ \Je  sin(0)? e sm(G) 2
/2
a et b sont continues sur le segment [5; %} Or f cos(0) [ln(sin(e))]?/z = —In(sin(e)) et, en
e sin(
posant les fonctions uw : 0 — 0 et v : 0 — —— 1(9) qui sont de classe C! sur [a; %}, par intégration par
sin
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o [0 [ r‘“ i+ [ (o ()]
Parties, fe sin(0 )2 sin( fs 9 2 + sin(e) + | tan 2 . coa
/2

donne f " Gco(s()z) de = —% + ( < )) Alors, en regroupant les termes, on parvient a
€ sin sin(

"/2 9 cos(6) %/2 cos(8) __— tan (¢/2) | ()~

/1 1de — =_I - — . ~ t )~ £

fe sin(0)? a9 fe sin(e)de 2" sin(e) tn sin(e) Comme sin(e) 0" et tan {5 02’

en passant & la limite quand ¢ tend vers 07, on a I =1+ In(2) — % ~0,12.

—

@ a. La fonction g : t — Sutlz(t est continue sur R% donc sur [x;4oo] pour x > 0 et g(t) = O(g—z) d’ou
o0
g est intégrable sur [x;+oo[ ce qui montre que f est bien définie sur RY. Comme, pour x > 0, on a
+oo X X
f(x) = f] g(t)dt — fl g(t)dt et que x — f1 g(t)dt est la primitive de g qui s’annule en 1 par le théoréme

sin(x) .

fondamental de D'intégration, la fonction f est de classe C' sur R% et Vx >0, f/(x) = —g(x) = —
x
sin(u)

b. La fonction h : u — est continue sur R et elle se prolonge par continuité en 0 en posant

+oo sin(u)

. .. pteesin(u) . .
h(0) =1 car sin(u) T Ainsi, fo =————du converge si et seulement si J‘] du converge. Posons
u

les fonctions a : u+— —cos(u) et b : u— L qui sont de classe C' sur [1; +00[ et vérifient 1111 a(u)b(u) =0
u u—-+oo

+oo +o0 g +o0 +o0o
donc, par intégration par parties, les intégrales f1 ab = f1 wdu et f1 ab’ = f1 %du
u u

sont de méme nature. Or la seconde est absolument convergente car d : u +— % est continue sur [1; +o0]
u

A1 .. ptreesin(u) . _rteesin(u)

et d(u) = O(uz). Ainsi, fo — du converge (mais pas absolument) et on pose ] = fo - du.
_Vsin(t) toosin(t) . X 4t Tsin(t) —t +oo sin(t)
C. Pour X > O7 f(X) = fx Tdt‘i‘ L Tdt = —j; T —+ fx tizdt_k L Tdt La
fonction h : t — sm(:# est continue sur [0;1] en la prolongeant par continuité en 0 en posant h(0) = 0
car sin(t) — tw—— donc h(t )N—é. Comme h est négative sur [0;1] par concavité de sin sur [0;1], o
a Vx €]0;1], h )dt h ] |[h[]oo,j0;17dt = [[R[|oo,0;1] car h est continue sur le segment
X

[0;1] donc elle y est bornée par le théoreme des bornes atteintes. Par conséquent, f(x) =—In(x) + O(1) qui

0
montre, comme lim In(x) = —o0, que f(x) = —In(x) + o(In(x)) donc que f(x) e In(x).

x—0t 0

+ i +
d. Pour x > 0, par inégalité triangulaire, il vient |f(x)| = ’ f sm( )dt‘ f = mdt < f = lzdt
t2 x x t

done [f(x)] < [— 1

+oo
!

=1 ¢t on a bien f(x) = O(l).
X +oo

X X

e. Dans l'expression de f(x), on pose u :t — —cos(t) et v:t— = t > qui sont de classe C' sur [x; +00] et

vérifient lim u(t)v(t) = 0 donc f(x) = [ ~ u’(t)v(t)dt = u(vli> - [ T Wt/ (t)dt par intégration

—+00 X

+ +
par parties d’ou f(x) = COS -2 f COS . > Cotss(t) dt‘ < fx > tlsdt = 2]7

. —cos(x) (1) +°°cos() (1) _ (17>
donc, puisque —z +OoO " et f 3 dt = 0 par somme, on obtient f(x )+—Oo 0 2)
f. f est continue sur R puisqu'elle y est de classe C', f(x) e In(x) §o(i> et f(x) = O( 1 ) donc, par

v =

comparaison aux intégrales de RIEMANN, f est intégrable en 07 et en +oo donc f est intégrable sur R .
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“+oo
g. Dans 'expression de I = fo f(x)dx, on pose u : x — x et v = f de sorte que u et v sont de classe c!

sur RY d’apres a. et que lim u(x)v(x) = Um u(x)v(x) d’apres c. et e. et par croissances comparées car
x—0t X—4o00

u(x)v(x) v X In(x) et u(x)v(x) J:ooO i) Ainsi, par intégration par parties, comme on sait d’apres f. que

+ + +00 gi
ces intégrales convergent, I = fo oou’(x W(x)dx =0 — fo oou(x)v’(x)dx = f > sin(x)

0 dx =7J.

En supposant pouvoir intervertir les intégrales double avec le théoréeme de FUBINI, on trouve (mais sans

preuve) I = fo+oo (f:oo Shtl#dt) dx = ff0<x<t g(t)dtdx = J:OO (j: g(t)dx) dt = f:oo Si:(t) dt=7J. 11

se trouve que cette intégrale, dite de DIRICHLET, a pour valeur g, mais c’est une autre histoire !

a. Pour x € D, comme x? — 2xcos(8) + 1 = (x — cos(8))? + sin?(8) = (x — e'®)(x —e719) = |[x — ¥®|? > 0 car

x # £1, la fonction f : 8 — In(x? — 2xcos(8) + 1) est continue sur le segment [0; 271] donc I(x) existe.

2ik —2ik 2ik
b. Comme X? — 2X cos (2]‘“) +1= (X—e 11171) (X—e Tlt n) pour k € [0;n— 1], et que les e n " sont les
n

. . sz ik7t .
n racines n-iemes de 'unité, comme les e~ 1, on peut factoriser P,, = (X™ —1)2.

. 2 —0 " k(2m —0) s :
c. Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN R, (x) = £&— " f,(0+ —=——~) associée & la fonction
n k=0 n

27
fx continue sur le segment [0; 27t]. D’apres le cours, HT Rn(x) = fo fx(0)d0. Avec la question précédente,
n—+oo

n—1 . 24 n—1
Ru(x) = 2% % tn ((x — e*F)(x —e ™)) = Zin ([T (2 = 2xcos (B7) 1)) = T in (e — 1),
T k=0 n k=0 n

o Silx| <1, lim x™=0donc lim_ A (jx™ —1]) = 0 x 0 = 0. Ainsi, I(x) = 0.
n—-+oo n— n

e Si|x| >1,0naR,(x)= A:t I ([x|™[1=x""]) = 4min(|x]) + fln (1 =x~™) donc I(x) = 4min(|x]).

Petit rappel ........... ou pas : pour tout x € RY et tout z = a 4+ ib € C avec (a,b) € R2, on pose
X% = elatib)In(x) — galn(x)eibln(x) — xa(cos(b In(x)) + isin(bln(x))). Ainsi, [x*| = x© xRe@ > o,

1 ;.
= t la s de RIEMANN
T et la série de k§1

a. Si Re(s) > 1, pour k € N* on a |— converge d’apres le

kRe (s)

cours donc la série Y ]J—s converge absolument donc elle converge, ce qui assure que la suite des sommes
k>1

N1_Re(s) 1

1—s| 1 —snRe-1

N]—s
1—s

N
partielles ( > is) converge. De plus, pour N € N*,

] N>

—_

lim = 0 car Re(s) > 1. Par différence de suites convergentes, la suite (Sn(s))nen=

N=oo |1 — S|NR6(S)—1

converge, ce qui assure 'existence de {(s) (la fonction de RIEMANN définie dans le cours si s > 1 est réel).

b. Avecs € C)\ {1}, la fonction g5 : t — —1+ est continue par morceaux sur le segment [1;N 4 1] donc

" [t]

+

f1 ﬁdt existe. Avec la relation de CHASLES, et comme g5 est constante sur l'intervalle [k;k + 1] et
N

Kt Kt 1
Hsd—Zf Sdt Zf drdt= Y L

k=1 Kk

N+1
vaut -5 pour k € [1;N], on a ‘/‘1

c. On suppose a = Re(s) > 0 et on pose b = Im(s), la fonction hg : t r» £ — 1

e [t

par morceaux sur [1;4o00[ puisqu’elle I'est sur tout segment inclus dans [1;+o00[. Pour t € [1;+00[, il
a+ib _ _a+ib a _ibln([t]) _ ;a_ibln(t)

! b = M e done [a()] = M e

est continue

vient hs(t) = ta+ib - LtJa—Hb = (a+ib LtJa+ib quion



tlya ipin (LU
|LtJa 1bln(m)7ta| |(LJ) bl (t)

peut écrire |hg(t)| = = L

e [t)° [t)°

partie entiére, pour un réel t > 1, on a 0 < t —1 < [t] < t donc |t] ot d’otr [t]
oo

,]‘

De plus, par définition de la
¢~ t% et, en
400

osant {t} = t — |t] € [0;1] la partie fractionnaire de t, on a —M - oty {t} =1—-y~1+0 1
p { } |_ J [ p T 1 Yy { i
o0

t - Lt
[ 1 ‘(u)“elb‘“( ) _ 1‘ ‘(1 _y)Geitin(-y) _ 1‘
en notant y = € {0; ;[ et |he(t)] o 1 a ta et on arrive
o0
1— b(-yt+ov)) g 1— 1—ib ) —1
3 he ()] = I( ay + o(y))e! | _ 10 —ay +o(y))( —iby+o | _ o( a+1> Alors,
oo t +o0 t +o t
par critere de RIEMANN, hy est intégrable sur [1; +oo[ car a +1 > 1 donc (ls - )dt existe.
t —S

N
} Vérifions que cette

T1—s
Si s était un réel différent de 1, on aurait directement ]\117_1 = f] t~Sdt = {] :
—s

—s
relation est vraie méme si s est complexe. Pour z = a +ip € C avec («,B) € RZ, f, : t > t7 = t%elBIn(Y)
est dérivable sur RY par opérations et Vt > 0, f,(t) = at®1elP (b 4 t“(%)eiﬁ n(t) — %ﬂst"‘eirs n(t)

donc f,(t) = zf,—1(t) donc, par le théoreme fondamental de l'intégration, en prenant z =1 —s € C*, on

. N N f (t) N t1-s N NT=s 1
btient t%dt = f,dt:[Z } :{ } = .
© 1enf1 f1 z-1 z 11 1 —slq 1—s

N
Ainsi, pour N € N*, Sn(s) = (k21 %) _

+1
linéarité de l'intégrale et CHASLES, SN (s) = fN Wdt + f] (W - tT)dt R L
—s

N+1 1
= f 5 dt — f] t~ Sdtf]— qui s’écrit aussi, par

N+ g Nt s ] . N+ 1
Comme ‘fN Wdt‘ = ‘fN th‘ = ‘F = m, NE;TOOIN Wdt = 0 car Re(S) >0 et,
avec la convergence précédente, (Sn(s))nen+ converge done ((s) existe et, comme ((s) = NhT Sn(s), on
—+00

—+o0
obtient la relation ¢(s) = s]j + f] ( L’C]JS - tls)dt

@ a. Avec ces conditions, on a y’ < 0 car y est dérivable et décroissante mais aussi, d’apres le cours, comme y

est convexe, on a y’ croissante. De plus, avec le théoreme de la limite monotone, comme y est décroissante

et minorée par 0, y admet une limite finie en +00 qu’on note ¢ = tliT y(t) = 0. Pour t > 0, par croissance
—+00

2t 2t
y'(

2t
de lintégrale, comme Yu € [t;2t], y'(t) < y'(u) < y’(2t), on a j; y'(t)d < J, y’'(2t)du

2t

donc (2t — t)y'(t) < y(2t) —y(t) = [y(u)]%t =/, y'(w)du < (2t — t)y’(2t) = ty’(2t) < 0 par croissance de

t

11“‘é lale. omme lL 1 U t) = L 1 y Zt —2 on a L 18 U Zt _U t —E—E—O Pal en a(lle]lle]l on
g C ( ) 1 ( ) ’ 1 ( ( ) ( )) C ?
a nc m y ( ) pulS 1 y ( ) O € 5 paI‘ C angement € varia e7 X 1 Xy (X)

b. Tout d’abord, comme y est de classe C' sur R, par théoreme fondamental de I’analyse, on a la relation
y(t) —y(0) = foty’(u)du pour tout réel t € R,. De plus, y” = qy est continue donc y est de classe C? sur
R, donc on peut poser u =y’ et v : t — t qui sont de classe C' sur [0;t] pour avoir, par intégration par
parties, la relation y(t) — y(0) = [uy’(uv) f wy” (uw)du = ty’( f uq(u

(=) Supposons que tgzloog(t) = 0. Comme y” = qy est positive, y est convexe et y’ est croissante sur

I'intervalle Ry. On a forcément y décroissante car lim y(t) = 0 donc, d’apres a., lim ty'(t) = 0.
t—+oo t—+o0

10



(=) 777

a. La fonction g : R% — R définie par g(t) = eT est continue sur R*, g(t) = o(e™!) et l'intégrale de
o0

+oo +oo ,—t
référence f o e~ 'dt converge. Ainsi, par comparaison, f ert converge pour tout x > 0 ce qui montre
x

. , X —+00 eft x eft
que f est bien définie sur R . De plus, par CHASLES, Vx > 0, f(x) = f] Tdt — j‘] Tdt. En posant

x ,—t
G : R} — R définie par G(x) = f1 ert, la fonction G est la primitive de g qui s’annule en 1 par le

théoreme fondamental de I'intégration car g est continue sur I'intervalle R* . Ainsi, comme f = G(1) — G,

—x
par opérations, f est de classe C! sur R et Vx > 0, f'(x) = —G'(x) = —g(x) = —&—.
X
-t -t
b. Méthode 1 : pour x > 0, comme Vt > x, % = donc et < €& — car et > 0, par croissance de l'intégrale,
X
+oo —t +oco —t + —X
f(x) = € _at< e gqt=1 e~tdt = 1[—e tFo =€
on a f(x) fx n \fx " Xfx x[ e 'Y "
—X
Méthode 2 : soit g : R} — R définie par g(x) = eT — f(x). D’apres a., la fonction g est dérivable sur R
/ e~ e X e” e ~ . »
et ¥x > 0, ¢'(x) = —*— — =5 + =— = —=5- < 0 donc g est décroissante sur I'intervalle R* . Comme
X X x

lim f(x) = 0 en tant que reste d’une intégrale convergente, on a lim g(x) = 0 donc g reste positive sur
X—400 xX—400

—X
R* ce qui montre que Vx > 0, f(x) < &—.
X

c. Pour x > 0, on pose w:t+ e tetv:t In(t). Comme les fonctions u et v sont de classe C' sur [x; +oo|

et que tliT u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, on obtient, par intégration par parties, la relation
— 400
+ +

() = [ u(v(Odt = [uOve)F> = [T w(@v(n)dt = —e X n(x) + f e~tin(t)dt.
X X

d. La fonction f est continue sur R%. D’apres b., f(x) = o(e™™) donc, comme en a., f est intégrable

en +o00. Soit h : t — e *In(t), la fonction h est continue sur R% et h(t) = o(e~t/2) par croissances
o0

1
comparées donc h est intégrable en +0o0. De plus, h(t) fgln(t) §o<i> et I'intégrale de RIEMANN fo £

Vi

converge donc, par comparaison, h est intégrable en 07. Par conséquent, h est intégrable sur R donc,
+oo +oo . —+oo

Vx> 0, h(t)dt‘ < f [h(t)|dt < fo [h(t)|dt ce qui montre que x — f e tIn(t)dt est bornée
X X

sur R%. On en déduit avec c. que f(x) = —e *1n(x) + O(1) = —e *1In(x) + o(e *In(x)) qui s’écrit aussi

+
f(x) N —e *1In(x) v In(x) = o<i> et f est donc intégrable en 01. Ainsi, fo ~ f(x)dx converge.

0 "\Wx

Les fonctions u : x — x et v = f sont de classe C' sur R%, xl_i}r(r)t+ u(x)v(x) = 0 car u(x)v(x) = xf(x) r(\)uxln(x)

et lim xIn(x) = 0 par croissances comparées et lim u(x)v(x) = 0 car 0 < u(x)v(x) = xf(x) < e™* avec
x—0F X—+00

la question b. et HT e ™ = 0 (encadrement). Ainsi, par intégration par parties, on obtient la valeur
X—+00

[ tax = [ weovix)ax = fGov(x)]§> f+ N e N N

0

Avec FuBinI (HP), j:roo f(x)dx fo (f:oo ) f (f dx) dt = j:oo e tdt=1.
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

Méthode 1 : On va montrer par récurrence forte sur n € N* que F vérifiant ces conditions dans M, (C) est

toujours finie et que son cardinal est inférieur & 2™.
Initialisation : si n = 1, les seules matrices A € M (C) telles que A% =1; sont A = (1) et A = (—1). Alors,
F comporte donc 1 ou 2 éléments, en prenant F = {(1)}, F = {(=1)} ou F = {(1),(—1)} et on a card (F) < 2.
Hérédité : soit n € N*, supposons que toute famille § contenant des matrices de My (C) avec k € [1;n] et
vérifiant les hypotheses de I’énoncé est finie et de cardinal inférieur & 2¢. On prend maintenant une famille
non vide F = (Ai)ie1 € (MH]((C))I telle que Vi € I, A? = Inqq et V(i,j) € 12, AjAj = AjA;
e SiF= (In+1) oud = (— In+1) oud = (In+1, —In+1), alors F est finie et card () <2 < 2"+,
© SiF # (Iny1) et T # (—Ing1) et F # (Ing1, —Iny1) (ou dans Pautre ordre bien sir), il existe un
indice ip € I tel que Aj, # *I41. Comme A;, est une symétrie, on a cntl = gy (Aiy,) ®E_1(A4y)
avec 1 < p = dim (E1(Ay,)) Sn—Tet 1< q=dim(E_1(Ay,)) <n—1car Ay, # £Inq1. Pour
tout i € I, AjAi, = Aj,A; donc les sous-espaces propres Ej(Ai,) et E_1(Ai,) de la symétrie Aj,
sont stables par Aj. Soit une base B = (vi,---,vp, w1, -+, wq) de C™*+1 adaptée a la décomposition
C™1 = Eq(Ay,) @ E_1(Ai,). Notons P la matrice de passage entre la base canonique de Cn*!

et la base B. Les stabilités de Eq(Ai,) et E_1(Ai,) par tous les A; se traduisent par le fait que
By

Vi €1, Dy = PTTAP = (0 c

) car D; = P 'A;P est la matrice de I’endomorphisme a; de

N

cntl canoniquement associé a A; dans la base B. Comme Aiz = In41, On a Di2 = I,y donc
B = I, et C7 = I4. Or V(i,j) € I?, AjA; = AjA; se traduit par V(i,j) € I?, DiD; = D;D; donc
V(i,j) € 1%, BiBj = B;jB; et V(i,j) € I?, CiCj = C;jCj.

Ainsi, F, = (Bi)ier € (Mp((:))I est une famille telle que Vi € I, Bf = I, et V(i,j) € I?, B{Bj = B;jB;
et Fq = (Ci)ier € (Mq((C))I est une famille telle que Vi € I, C7 = Iq et V(i,j) € I, CiCj = CjC;. Par
hypothese de récurrence, on a donc card (F,) < 2P et card (F4) < 29. Comme les matrices de F sont

B 0
0 C
a card (F) < card (¢ (Fp x Fq)) = card (F, x Fq) = card (F;) x card (Fq) < 2P x 29 =2+,

des images de couples (B, C) € F, x F4 par I'application (B,C) — P ( ) P~ qui est injective, on
Par récurrence forte, on a établi que si une famille F = (Ai)iec1 € (J\/[n((C))I vérifie Vi € I, A? = I, et
V(i,j) € 12, AjA; = AjAq, alors cette famille est finie et card (F) < 2™.

Méthode 2 : montrons par récurrence sur le nombre p de matrices d’'une famille de matrices de méme
taille n € N* (quelconque) que si une famille ¥ = (Ai)1<igp de p matrices ne contient que des matrices
diagonalisables qui commutent deux & deux, alors il existe une base de K™ (et donc P € GL,,(K)) formée de
vecteurs propres de toutes ces matrices (telle que Vi € [1;p]], P~TA;P est diagonale).

Initialisation : si p = 1, il n’y a qu’une matrice A; € M, (K) dans la famille § = (A1) et Pexistence de

12



P € GL,(K) provient de 'hypotheése que A est diagonalisable.
Hérédité : soit p € N*, supposons que toute famille de p matrices de méme taille n (quel que soit n € N*) qui
sont diagonalisables et qui commutent deux a fois codiagonalisent. Soit F = (A, --,Ap41) € M (K)PH!

telle que Aq,---,Ap4q sont diagonalisables et commutent deux a deux. Comme A, 7 est diagonalisable,
T

K" = ED Ex. (Ap4+1) en notant Aq, - - -, A, les valeurs propres distinctes de Ap41. Comme Ajg,---, A, commu-
i=1
tent avec Ap 41, les sous-espaces propres de A1 sont stables par Ay, ---, A}, et les endomorphismes induits

par Aq,---,Ap sur Ex (Ap41) (pour i € [1;7]) sont diagonalisables car Ay, ---, A, le sont.
Par hypothese de récurrence, comme les endomorphismes induits par Aq,---, A, dans Ej, (Ap41) sont tous
diagonalisables et commutent deux & deux, il existe une base B; de Ex, (Ap41) qui est une base de vecteurs

propres communs & tous ces endomorphismes induits.

,

Posons B = B I1---II B, alors B est une base de K™ car K™ = @ Ex. (Ap+1) et les vecteurs de B sont des
i=1

vecteurs propres de Ay, - - -, Ay, par construction et de Ap 11 car ce sont des vecteurs non nuls d’'un Ex, (Ap41).

Par principe de récurrence, on a bien établi la propriété énoncé plus haut.

Dans notre cas, pour F = (Ai)ie1 € (Mn((C))I telle que Vi € I, AZ = I, et V(i,j) € 12, AjA; = AjA; les A;
sont diagonalisables car X? —1 = (X —1)(X +1) est scindé & racines simples et annulateur des A;. Le résultat
prouvé ci-dessus montre que si on prend une famille finie ] C I, les matrices A; de la famille 7 = (Aj)j¢;
codiagonalisent, il existe une matrice P € GL,(C) telle que Vj € J, P~'A;P = Dj diagonale. Mais les D;
contiennent seulement des +1 sur la diagonale car Sp(A;) C {—1,1}. Il y a donc au plus 2™ matrices Dj
possibles done, par injectivité de I'application M — PMP~' il y a au plus 2™ matrices A;j dans la famille .
On vint donc de montrer que si J C I est fini, alors card (J) < 2™. Ainsi, I est fini et card (I) < 2™.

a. Il est classique qu’une application lipschitzienne est continue (méme uniformément pour les ex-MP2ST).
Pour le prouver ici, soit f € E et k € Ry tel que ¥(x,y) € R?, |f(x) — f(y)| < k|x — y| et soit xo € R, alors
Vx € R, 0 < |f(x) — f(x0)] < klx —xo] et Xli)nxlo |x — xo| = 0 donc, par encadrement xli>n><10 f(x) = f(xo) ce qui
montre la continuité de f en xo pour tout xo € R. f est donc continue de R dans R et E C CO(R, R).

De plus, E # 0 car la fonction nulle est bien continue et 0-lipschitzienne donc 0 € E.

Soit (f,g) € E? et A € R, alors il existe (k,k') € R tel que V(x,y) € R?, [f(x) — f(y)| < k|x — y] et
lg(x) — g(y)| < K'|x —y|. La fonction Af + g est d’abord continue sur R par linéarité de la continuité et, par
inégalité triangulaire, V(x,y) € R2, |(Af+g)(x)—(Af+g)(y)| = |Af(x)—Af(y)+g(x)—g(y)| < Alk|x—y|+K[x—y]
donc Af+g est aussi lipschitzienne associée & la constante [A|k+%’. E est donc stable par combinaison linéaire.
Tout ce qui précede fait de E un sous-espace vectoriel de C®( R, R), donc E est lui-méme un espace vectoriel.
b. Définissons ¢ : E — R par ¢(f) = f(0). Il est clair que ¢ est une forme linéaire sur E, et comme
F = Ker(¢) par définition, F est un sous-espace vectoriel de E, donc un sous-espace vectoriel de C°(R, R) et
enfin F est lui-méme un espace vectoriel. On pouvait le faire le faire de maniere plus classique.

Comme ¢ est non nulle car cos € E et ¢(cos) = 1 par exemple, F est un hyperplan de E donc on attend une

droite comme supplémentaire de F. Posons G = Vect(1) le sous-espace vectoriel des fonctions constantes. Si
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f € FN G, alors f est constante et nulle en 0 donc nulle sur R et FNG = {0} donc F et G sont déja en somme
directe. De plus, pour f € E, on peut écrire f = f — £(0) + f(0) (f(0) signifie ici la fonction constante valant
toujours f(0)) et la fonction g = f — f(0) € F est toujours lipschitzienne (méme constante que celle de f) et
elle s’annule en 0 et h = f(0) € G de sorte que E = F + G. Ainsi, G est un supplémentaire de F.

c. Soit f € Fet k € Ry tel que Y(x,y) € R?, [f(x) — f(y)| < k|x —y|. L’application g de I’énoncé est
bien définie sur R en fonction de f et la linéarité de ¢ est claire. De plus, g est kt-lipschitzienne car
Vixy) € B2, [g(x) — g(y)] = [F(x) — Hy) = £(x) + £(ty)] < [f(x) = £(y)] + [F(tx) — F(ty)| < Klx—y]| +Kltx — ty
donc |g(x) — g(y)| < (1 + t)k|x —y|. Comme g(0) = f(0) — f(0) = 0, il vient g = @+(f) € F donc @ est bien

un endomorphisme de F.

Si f € Ker(gt), on a @¢(f) = 0 donc, pour x € R fixé, ¢(f)(x) = 0 d’ott f(x) = f(tx) = f(t?x) = --- ce qui
donne par une récurrence simple : Vk € N, f(t*x) = f(x). Or klim thx = 0 et f est continue en 0 donc
—+o00
klim f(t*x) = £(0) = 0 = f(x) (suite constante). Ainsi Ker(@¢) = {0} et ¢ est injective de F dans F.
—+00

n-1 n—1 3

d. Par télescopage, sin € N*, 3 g(t*x) = > (f(t*x) — f(t*T'x)) = f(x) — f(t"x). A nouveau, en faisant
k=0 k=0

+oo
tendre n vers +oo, comme lim f(t™x) = f(0) = 0, on obtient f(x) = Y. g(t*x).
n—+o0 k=0

Réciproquement, soit g € F et k € Ry tel que g est k-lipschitzienne, la série > g(t™x) est absolument
n>0
convergente car |g(t™x)| < kt™|x| et que la série géométrique > kt™x converge car 0 < t < 1. Ainsi,
n>0

—+oo

la fonction f : x — > g(t™x) est bien définie, elle vérifie clairement Vx € R, g(x) = f(x) — f(tx) par
n=0

télescopage et car 1111 g(t™x) = g(0) = 0. De plus, on a f(0) = 0 car g(0) = 0 et, si (x,y) € R?, il vient
n——+oo

+o0o +oo +oo too
[f(x) = f(y)| = gog(t“X)— Zzlog(t“y) < Zzlolg(t“X)—g(t“y)l < ;oktnlx—yl =
k

1Et\x—y|doncf€F

-lipschitzienne et g = @¢(f). On en déduit que @ est aussi surjective de F dans F.

car f est "

Par conséquent, ¢ est un automorphisme de F.
e.SifeFetxe R,ona (p%(f)(x) = @(x) — @t (tx) = f(x) — f(tx) — (f(tx) — f(t(tx))) = f(x) — 2f(tx) +f(t2x)

donc Iéquation de 1’énoncé se traduit par ¢2(f) = idg = h. Or h € F et, d’apres la question d. et pour

“+o0 “+oo
x€R,ona gy '(h)x)= 3 h(t™x) = 3 t™x = ﬁ donc @7 '(h) = 117th' Comme ¢ est bijective, on
n=0 n=1 - -
a l'équivalence @2(f) = h <= f =@ 2(h) = ¢ (¢~ '(h)) = ﬁ 11 existe une unique fonction dans F
qui vérifie Vx € R, f(x) — 2f(tx) + f(t?x) = x et c’est la fonction f = (11(17]1;2 DX W

a. Si (P,Q)€eE2etAe Ryonau(A\P+Q) = AP+ Q)(X+1)=AP(X+1)+ Q(X+1) = Au(P) + u(Q) donc
u est linéaire et u va bien de E dans E, ce qui montre que u est un endomorphisme de E. Par différence

d’endomorphismes, v est aussi un endomorphisme de E.

k=0
par une récurrence facile, on a u* : P+ P(X 4 k) donc, pour tout polynéme P € E et tout n € N, il vient la

relation v (P) = 3 (—1)n—k (*;) WK () = éo(_] ynk <E) P(X + k).

n
Comme u et id g commutent, par le binme de NEWTON, on a v = (u —idg)™ = > (—=1)" 7% (E) uk. Or,
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d
b. Pour P € E non constant qu’on écrit P = > apX* avec d > 1 et aq # 0 de sorte que deg(P) = d, on a
k=0

d
v(P) =P(X+1) = P(X) = 3 ar((X+1)* = X¥). Or les termes en X* s’éliminent dans le développement de
K=0

(X +1)% — X* donc deg(v(P)) < d —1 car tous les polynémes Dy = ay ((X +1)* —X*) sont de degré inférieur
ak—1 et deg(v(P)) < Max (deg(Do),---,deg(Da)).
Soit donc p € N et un entier n > p + 1, comme on perd au moins un degré en appliquant v a chaque étape,

deg(v*(XP)) < p —n < —1 donc v*(XP) = 0 car le seul polynéme de degré négatif est le polynéme nul. On

n n
a donc, en posant P = XP dans a., v*(P)(0) = 0= Y (=1)""k (E)P(O +k)= > (-1)nk (E) kP =0.
k=0

c. Soyons plus précis, avec les notations de la question précédente, toujours si P n’est pas constant, par

d k=1 /k i k .
le binéme de NEWTON, on a v(P) = P(X+1) — P(X) = > ak( > (‘)Xl) = 3 ak(.>X1 donc
k=0 i=0 \1 0<i<k<d 1

d—1 d k . d
v(P)= > ( > ak(i))x1 donc, comme le terme en X4~! de polynéme est (d B

)ad =dag #0,0n a
i=0 “Nk=it1

1
méme deg(v(P)) = deg(P) —1=d —1 et dom(v(P)) = dag = deg(P) x dom(P).
Pour n € N, comme on perd exactement un degré & chaque application de v, on a v'*(X™) constant et, avec

la relation précédente sur les coefficients dominants, v*(X™) = n(n —1)---2 x 1 = n! car X™ est unitaire.

n n
Ainsi, en prenant P = X™ dans a., on a v*(X")(0) =n! = > (-1)""K (E)P(O +k) =Y (-=1)nk (E) k™.
k=0 k=0

d. Soit P € Ker(v), on a P(X+1) = P(X). Si P était non constant, par le théoréeme de D’ ALEMBERT-GAUSS, il
existerait A € C tel que P(A) = 0. Ainsi, P(A+1) = P(A) donc A et A+ 1 sont des racines de P. Par récurrence
simple, Vp € N, P(A 4+ p) = P(A) donc tous les A + p sont des racines de P pour tout entier p € N. Or ceci
donne une infinité de racines de P ce qui est absurde. Ainsi, P est constant. Réciproquement, si P = «,
v(P) = & — o = 0. Par double inclusion que Ker(v) = Rp[X]. Comme Ker(v) # {0}, v n’est pas injective.
e. D’apres b., pour tout n € N*, R, [X] est stable par v car le degré de v(P) est inférieur & celui de P. On
peut donc considérer 'endomorphisme induit vy, : Ry [X] = R [X] tel que vy, (P) =v(P) = P(X + 1) — P(X).
D’apres la question d., Ker(vy) = Ker(v)N Ry [X] = Rp[X] = Vect(1) est de dimension 1 donc, avec la formule
du rang, rang (vn) = (n +1) — 1 = n. D’apreés ce qui précede, Im (vn) C Ry_1[X] donc, par inclusion et
égalité des dimensions, on obtient Im (v ) = Ry —1[X].
Soit Q € E, traitons deux cas :

SiQ=0:v(0)=Q=0donc Q €Im(v).

SiQ #0: posons d =deg(Q) € N, alors Q € Ry[X] = Im (vaq41) donc il existe P € Rqy1[X] tel que

va+1(P) =v(P) = Q et on a encore Q € Im (v).
On vient de montrer que Im (v) = E, donc que v est surjective.

L’application f : E = Rp_1[X] = Rn_1[X] telle que VP € Ry_1[X], f(P) = P(X — 1) est bien définie car

si deg(P) < n—1, on a deg(P(X — 1)) = deg(P) < n — 1. De plus, si (P,Q) € (Ry_1[X])? et A € R,
fAP+Q) = AP+ Q)(X —1) =AP(X — 1) + Q(X — 1) = Af(P) + f(Q) donc f est linéaire ce qui montre que

f est un endomorphisme de R,,_1[X]. De plus, f est classiquement un automorphisme de E car, en posant
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g:P—P(X+1),onaaussige L(E)et fog=gof=ide doncg=rf".
Par une récurrence simple on a Vk € N, f* : P+ P(X — k) et g™ : P — P(X +n). L’énoncé nous propose

donc d’exprimer g™ = f~™ comme un polynéme en f de degré inférieur ou égal a n — 1.

Comme dim(Rn_1[X]) = n, le polynome caractéristique de f est de degré n et unitaire et, d’apres le

théoréme de CAYLEY-HAMILTON, x¢(f) = 0. Il existe donc des coefficients b, -,bn avec by = 1 tels
n

que . bif = 0. Pour étre précis, comme la matrice de f dans la base canonique B = (1, X, -+, X™) est
k=0

A = Mat g(f) = ((—1)ji (]>> qui est triangulaire supérieure et ne contient que des 1 sur la
o<i,j<n—1

diagonale, on a xf = (X —1)" = Y (=1)""F (T‘l) X* ce qui donne les valeurs des by.

10 - AL . M)k . k=1 (T k1 .
On en déduit que > (—1) 5 ff=ide+ > (-1) 5 f :Odoncfo(Z(fU . f )zldg,et
k=1

k=0 k=1
n
ceci prouve que f~! = A(f) avec A = 5 (—1)k! <TkL)Xk1 avec deg(A) =n — 1.
k=1
Par conséquent, g™ = f~™ = (f~1)™ = (A(f))™ = (A™)(f) car on a U(f) o V(f) = (UV)(f) d’apres le cours

pour des polynémes U et V. Effectuons la division euclidienne de A™ par s, ce qui donne A™ = Q X xf + R

avec deg(R) < deg(xs) = n donc deg(R) < n — 1. Il existe donc des coefficients ao, - -, an—_1 réels tels que
n—1 n—1
R= Y axX¥ et on a A™(f) = Q(f) o x¢(f) + R(f) = R(f) donc g™ = > axfk. On évalue ceci en tout P € E
k=0 k=0
n—1 n—1
et on a donc g"(P) = P(X+n) = > axf*(P) = 3 axP(X — k).
k=0 k=0
. i 5\ .
a. Par le binéme de NEWTON, Vj € [o;n], X+ 1) = > (?)Xl. Ainsi, Ay, est la matrice dans la base
i=0

1
canonique By = (1,-++-,X™) de Ry[X] de 'endomorphisme f;, : Ry [X] = Ry [X] défini par f,(P) = P(X + 1)
(clairement linéaire et allant de Ry, [X] dans Ry [X]). Sion définit gn : Rn[X] = Rn[X] par gn(P) = P(X—1),

alors f, o gn = gn o fn = id g, [x] donc f, est un automorphisme de R, [X] et gn = f;1. Par conséquent,

Ay = Mat g, (gn) et, comme Vj € [0;n], (X—1)) = Z(—I)H(])XR ALl =By = ((-1)1-1(?)) :
i=0 1 ..
osi,jsn

i

b. Pour n € N, on note S, ’ensemble de toutes les permutations de [[T;n]. On sait que card (S,) =n!l. On

partitionne (ou plutdt on partage) S, selon le nombre de points fixes des permutations. Notons donc Sy ;
n

I’ensemble des permutations de S,, qui ont exactement i points fixes. Alors S, = |_| Sn,i (réunion disjointe)
i=0

avec Sp n—1 = 0 car si une permutation de S, a au moins n — 1 points fixes, c¢’est forcément l'identité donc

n
elle a en fait n points fixes. On a donc card (Sn) =n!= )" card (Sn,i). Pour dénombrer S, i, on choisit les i
i=0

i
éléments restants sans point fixe, elles sont au nombre de d,,—; par définition (le nombre de dérangements,

n
points fixes parmi les éléments de [1;n] ce qui fait < > choix ; ensuite on choisit une permutation des n —1

c’est le nom des permutations de Sy o, ne dépend que du nombre d’éléments de I’ensemble qu’on “dérange”).

n

n n
On obtient donc card (Sn,i) = ( )dn_i. Par conséquent, on an!l = Y (

. = .

)dn_i et le changement d’indice
i i

no/n n n
k =n — i donne bien le résultat attendu, & savoir n! = > dy car = .
= \k n—k Kk
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do 0!
c. Les relations trouvées & la question précédente s’écrivent matriciellement Al | =\ :

dn n!
do o!
d. Comme A, est inversible et que (A])~!" = (A;")T = B, on a donc : =B'| ] Onen
d n!
s o . 0 ; TTL1 (1))
déduit donc, en regardant la derniére ligne de ce produit, que dn, = Y (=1)" | )il =n! > ﬁ et le
j=0 ) j=0 (M —J):
- - no(—1)k
changement d’indice k = n — j permet d’écrire d,, =n! > -
k:O k.
e. Comme la loi sur S;, est la loi uniforme par hypotheése (“au hasard”), on a pn = %(SSH(;) = d—"‘ donc
n n!
n(=D)" o onti X (=N~ 1
Pn= > . Avec le développement en série entiere de exp, lim pn, = >, ~— =e ' ~0,36.
= k! n—+o0 =0 K!

a. L’ensemble F est une partie de 1’espace vectoriel £(E) par construction. De plus, F # () car 0 € F. Enfin,
si(f,g) €F2et A€ K, ona (M +g)op=Afop+gop=—Apof—pog= —po (Af+ g) donc, comme
AMf 4+ g€ L(E), on a Mf + g € F. Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de £(E) donc est un espace vectoriel.
b. e Soit x € Im (p), alors p(x) = x donc f(x) = fop(x) = —p(f(x)) € Im (p) : Im (p) est stable par f.
e Soit x € Ker(p), p(f(x)) = —=fop(x) = —f(p(x) = —f(0g) = O donc f(x) € Ker(p) : Ker(p) est stable par f.
c. Pour f € F et x € Im(p), on a f(x) = f(p(x)) = —p(f(x)) = —f(x) car f(x) € Im (p) donc f(x) est un
vecteur invariant par p puisque Im (p) = Ker(p — idg) = Ei(p). on en déduit que 2f(x) = 0¢ donc que
f(x) = Og. Ainsi, 'application induite par f sur Im (p) est 'application nulle de Im (p).
d. Soit r = rang(p) et B = B’ I B” = (vi,+-+,Vr,Vr41, -, vn) une base adaptée a la décomposition

E = Im (p) ® Ker(p) avec B" = (v1,---,v;) une base de Im (p) et B” = (vy41,--+,vn) une base de Ker(p).

. I N . P .
On sait que P = Mat g(p) = <0T g) et, d’apres ce qui précede, A = Mat 5(f) = (g I(i) si f € F avec

K = Mat g (f[ker(p)) car Im (p) et Ker(p) sont stables par f et que f induit sur Im (p) I'application nulle.
L’application ¢ : F — M,y _(K) définie par ¢(f) = K est bien définie, elle est lindaire. Soit f € F tel que

o(f) = 0, alors Mat 5 (f) = <0 0) = 0 donc f = 0 et @ est injective. Pour K € M, _.(K), si f est 'unique

0 0

endomorphisme de E tel que Mat (f) = A = (g 2), on a AP = (g g) =0 = PA donc AP = —PA et

fop = —pof d’ou f € F. Par construction, on a ¢(f) = K donc ¢ est surjective. Ainsi, ¢ est un isomorphisme

qui conserve donc les dimensions, ce qui assure que dim(F) = dim(M,,_,(K)) = (n — )% = (dim(Ker(p))?.
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

a. Par construction, Yn € N, a,, > 0, ainsi, ’a“‘H ‘ — i1 _ _n+]d — £ =1 donc, par critere de

a. La série ) u, est alternée et la suite (Jun|)nen

an an oa+n—+1n-+o0

D’ALEMBERT, le rayon R de la série entiere ) anx™ vaut R = % =1.
n=0

b. Onavy—vn_1 = ( Zi: In (1+%)>focln(n)f(( Z In (]Jr ))focln(nfﬂ) =1n (1+%)—o¢1n( —%)

k=1
pour tout entier n > 2 donc v; —vn_1 = = & 4 O( 1 ) + oc( _1 + O(%)) = O(%) Par comparaison
+oomn n n o0 n
aux séries de RIEMANN, Y (vn —vn_1) converge absolument donc converge.

n>2
c. Par dualité suite-série, grace & la question précédente, la suite (vn)n>1 converge vers un réel a. Or

* _ Tk + xy o _ e ¥n e 15 VA — a— &
vne N v, =1In Hi —In(n%) = —In(n®ayn) donc an = &—5—. Mais lim e =A=e %*>0

n—+oo
par continuité de I’ exponentlelle donc an
+oo n%
d. En 1: d’apres c., comme a,, ~ % et que les a,, sont positifs, la série Y a, converge si et seulement
+oon n>0
si la série ) % converge. Par critere de RIEMANN, > aj converge si et seulement si o > 1.
n>o n>o0
En —1: lasérie Y an est alternée et la suite (Jan|)n>o tend vers 0 car an, ~ L‘x et « > 0. De plus, comme
n>0 +oomn
a a . C oy o s L.
lansi] _ aner . ntd < 1, la suite (Jan|)n>o0 est aussi décroissante. Ainsi, par le critere spécial des
lan| an a+n+1

séries alternées, la série > (—1)™ay converge pour toutes les valeur de « > 0.
n=0

= ( ) est décroissante et tend vers 0 donc,
400

par le critére spécial des séries alternées, la série > u, converge, ce qui justifie I'existence de S = Y up.
n=0 n=0

n
b. Lasuite (junx™ ") nen = (2 |X|+ . ) est bornée si et seulement si |x| < 1 donc, par définition du rayon
n

de convergence d’une série entiére, le rayon de convergence de Y unx™ vaut R = 1. Bien siir, on aurait pu
n=>0

utiliser le critére de D’ ALEMBERT. Ainsi, le domaine de définition D de I vérifie | — 1;1[C D C [—1;1].

1(1) est bien définie car S existe d’apres la question a.. Par cont L di L~ .L
(1) est bien définie car S existe d’apres la question ar contre, né:o 7 divergecar 5" ~ 5o
et la série harmonique > 1 diverge. Ainsi, I(—1) n’existe pas et on a D =] — 1;1].

n

n>1

c. Soit x €]0:1[ : on pose y = 1/x €]0; 1] donc I(x) = E Uny? 2 =y E [l y?™*1 et on reconnait une

0 2n+ 1
série entiere classique, & savoir f(x) = y Arctan(y) = /x Arctan(/x).
+oo
Soit x €] —1:0[ : on pose y = v/—x €]0;1[ donc I(x) = Up (=) HTy2nt2 — y y2™*+1 donc
2 —I—]
n=0 n
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I(x) = - (Jrfl “—Jrfﬁ) = Y(—2ln(1 -y +n(1 —y?)) = Y1 (gi) Y, (iu) ot
Y\ 2wy T AT 2 mimym ey 2 \a—y?) T 2y
on reconnait I(x) =y Argth (y) = v/—x Argth (v/—x).
Posons fp, : x + unyx™ 1 définie sur [0;1] pour tout n € N.
(H1) Pour tout entier n € N, f, est continue sur [0;1].
(H2) Pour n € N, en posant Ry, : x — JFZO:O 1 fie(x) sur [0;1] (qui existe d’apres b.), comme (|fi(x)|)k>0
k=n+

est décroissante et tend vers 0 pour tout x € [0;1], le critére spécial des séries alternées montre que

R < |f n2 < 1 1
|“(X)|\|“+’()|_zn+3 T3 ;™

liT ||Rnl[s0,[0;1] = O par encadrement : » f, converge uniformément (pas normalement) sur [0; 1].

donc Ry, est bornée sur [0;1] et ||[Rnl|oo,[0;1] < 3 donc

n—+oo n>0
+oo

Par théoreme, I = Y f, est continue sur [0;1] donc I(1) =S = lim I(x) = lim y/xArctan(y/x) = Z.
n=0 x—1- x—1- 4

1
d. D’abord, I étant continue sur le segment [0; 1], 'intégrale fo I(x)dx converge.

Méthode 1 : on pose u : x — %x3/2 et v : x > Arctan(y/x) de sorte que u et v sont de classe C! sur ]0; 1] et,

comme lim u(x)v(x) = 0 car u(x)v(x) Y %, on a f()] I(x)dx = [u(x)v(x)]} — fo] u(x)v'(x)dx ce qui donne

x—0+
1 1 1 _
_2,n 1 (' xdx _m 1 ( 1 ) _m 1 1 _n_1-In(2)

I(x)dx =2 xT_1 =n_1 1——1 Jax="—1x_1m( =0T _ = ME) L o,42.
Jo 16x)ex 374 3JoT+x T 63 T ) =G 3kl =% 3 ’
Méthode 2 : comme ) f, converge umformement sur le segment [0;1] d’apres c., on peut intégrer terme

n=0
400 (7])n n+2 1 400 (71)n
a terme et avoir )dx = fn(x)dx = [—} = . Or on peut
f 109 Z f Il el T Z e DY) P
+oo (_1\N +oco (_ 1\
décomposer 1 = 2 et f x)dx = 2 )% 1 (=1) . Or il est
n+N)n+2) 3@2n+1) +z 3.5 m+1 3= n+2
(=D"" =Dt
classique (et c’est la méme méthode qu’au c. ) que Z A——— =1n(2) donc > =1—1n(2) et on
n=1 n n—o N +2
1 — —
trouve, comme avec la méthode précédente, j;) I(x)dx = % — % = % _ 1] ;n(Z)

a. La fonction f : t — sn;(t) est continue sur R* par opérations et elle se prolonge par continuité en 0 en

posant f(0) = 1 car sin(t) Et' Ainsi, f est continue sur R donc en particulier sur Ry . De plus, en posant

1

u:t— +etv:tr —cos(t), les fonctions u et v sont de classe C' sur [1;+o0[ et tuT u(t)v(t) = 0.
—+oo

+00 gi + +
Ainsi, U'intégrale L ~ %(t)dt = f1 OOu(’c)v’(t)dt est de méme nature que f1 OOu’(t)v(’c)dt7 c’est-a-dire

+
que f] COS( )dt Or cette derniere intégrale converge absolument par comparaison aux intégrales de

RIEMANN, donc elle converge, car g : t — %z(t) est continue sur [1;+oo[ et que g(t) +:OOO<J—2) Ainsi,

o0 +o0
f1 Snl( )dt converge donc fo Su}[( >dt converge aussi.
b. On vient de voir que la fonction f est continue sur R ce qui montre, par le théoreme fondamental de

I'intégration, que F est bien définie sur R en tant que primitive de f qui s’annule en 0. De plus, on sait que

RN = ) D L A . _osin(t) k@ (=R
e B e = 2 ey A e L T =T S 2

(_])O 2.0 (_1)k 2k
-~ Comme le rayon de convergence de Sl
2o+ Y & E;o 2K+ 1)

et cette formule marche

aussi pourt =0car 1 = vaut R = 400, on peut
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intégrer terme & terme sur [6,\;] qui est inclus dans l'intervalle ouvert de convergence R =] — oo; 00| pour
x x s+ (—1)kt2k +o0 (_1)kxzk+1
avoir Vx € R, F(x) = [ f(t)at = [ (z )dt: )

= 2k + ) 2k ).+

c. Pour x € R, la fonction hy : t > exp(—xe~'!) est continue sur le segment | = {O; g} donc l'intégrale

/2 . +©o n .
I(x) = exp(—xe~t')dt existe. On sait que Vz € C, e* = ) % donc, en prenant z = —xe™ ‘', on
0 n=on!

+oo (_] )nxnefint

X (_])nxnefint
obtient Vt € J, exp(—xe ') = . Pour n € N, posons hy, 1t — ———7——.

n! n!

n=0
[x|™ [x|™ - . [x|™ -
Comme Vt € ], |hn(t)| = =, on a ||hn||eo,; = =7 et la série exponentielle ) =+ converge donc la série
n! ’ n! nso M
de fonctions Y hy converge normalement vers h sur le segment J. Comme toutes les hy, et h sont continues

n=0

P s . N oo pm/2 (—1)xe M
sur J, le théoréme d’intégration terme a terme sur segment montre que I(x) = fo et
n=0 n:

n_n_—int

/2 (— /2
Pour n € N, posons l'intégrale L,, = f (=1)"x"e dt. On a le cas particulier Ly = f ldt =1
0 n! 0 2
—1)" /2 . — 1\, —int /2 1) —inm/2 _
et, pour n € N* il vient L,, = ()" f e”Mtdt = ()" [67] f = (=) x € - 1
n! 0 n! —inlJo n! —in

. +oo efinﬂ/Z -1
Comme on sait que Re (I(x)) = > Re(Ln) et que Re <7
n=0

Re (%) — Re (e—i(2k+1)ﬂ/z B 1) Iy

- ) = 0sin > 2 est pair et que 'on a
—in

sin = 2k+1 > 1 est impair, il ne reste dans la formule

—in —i(2k+1) C 2k + 1
+oo (_])Zk—HXZk—H (_])k +o00 (_])kXZK—H
i-d Re(I(x)) =2 =I_ .
ci-dessus que Re (I00) = 5+ >, 5= X 5047 = 2~ 2 Bk 1). 2k £ 1)1

/2 . /2 .
d. Par inégalité triangulaire sur les intégrales, |I(x)| = ‘foﬂ exp(—xe‘lt)dt‘ < foﬂ |exp(—xe~*)|dt. Or
exp(_xe—it) — e—xcos(t)pixsin(t) qope |exp(—xe_it)| — e—xcos(t)

Méthode 1 : la fonction cos est concave sur | car cos” = —cos < 0 sur J donc Vt € ], cos(t) > 1— 2t Ainsi,
T

/2 . /2
e Xcos(t) < eXe2Xt/T donc Vx > 0, fo [exp(—xe ") |dt < e j; e?*t/7qt. On en déduit donc que

/2 —X (X _ X X
[I(x)] < e™™ [zﬂez"t/”}o =T (ze 1) _ (0 5 € ) Comme liT % = 0, par encadrement,
x x x X—400 x
/2 .
on obtient la limite 1111 071 exp(—xe~t)dt = 0.
X—>+00

. /2
Méthode 2 : soit g : R x [O; % { — R définie par g(x,t) = exp(—xe™ ') de sorte que I(x) = foﬂ g(x,t)dt.

(H1) pour tout t € J,ona lim g(x,t) =0 = a(t) car cos(t) > 0.
X—+00
(Hz) pour tout x € R, les fonctions hy : t — g(x,t) et a sont continues sur [0; % [

(Hz) pour (x,t) € R x [0; % {, on a |g(x,t)] <1 = o¢(t) et @ est continue et intégrable sur {0; n [

/2
D’apres le théoréme de convergence dominée & parametre continu, on a lim I(x) = f a(t)dt = 0.

X—+00 0
D’aprés les questions précédentes, on a Vx € R, Re (I(x)) = % — F(x). Comme 1111 I(x) = 0, on a aussi
X—>+00
lim Re(I(x)) = lim (ﬂ - F(x)) = 0. Ceci assure 'existence d’une limite finie de F en +o0 et sa valeur
X——+00 X——+00 2

too o
lim F(x) = % qu’on note fo > Snfft)

X——+00

dt = % (intégrale de DIRICHLET).
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pas encore écrit

a. x7 > 0 par hypothése. Soit n > 1 tel que x, > 0 est bien défini, alors xn 41 = xn + <= > 0 est aussi

Xn
bien défini. Par principe de récurrence, la suite (xn)n>1 est bien définie et strictement positive. De plus,

Vn =1, xng1 — Xn = 2+ > 0 donc (xn)n>1 est strictement croissante. D’apres le théoreme de la limite
Xn
monotone, soit Um x, = 400, soit lim x, =¢ € R. Sion avait lim x, ={¢ € R, comme { > x7 >0
n—4oo n—-4oo n—-+oo
car (xn)n>1 est croissante, on aurait lim -+ = 400 alors que lim (xn41 —xn) = ¢ — € =0, ce qui est
n—+400 Xn n—-+oo

absurde. On en déduit donc que (xn)nen+ tend vers +oo.
b. Soit f, : R} — R définie par fn(x) = x + It de sorte Vn € N*| xn 11 = fn(xn). Les fonctions f, sont
X
dérivables par théoremes généraux sur R et f] (x) = 1— B donc, en tragant le tableau de variations de fy,
X

cette fonction est décroissante sur |0;y/n] et croissante sur [/n;+oco[. Ainsi, I\%i*n fn = fa(v/n) = 2¢/n.
+

Initialisation : comme x; = x1 + 1 _ f1(x1) et que Minf; =2, on axy = f1(x7) = 2/1 = 2.
X1 1

Hérédité : soit un entier n > 2 tel que x,, > n, comme n > /n et que la fonction f, est croissante sur
[v/n; +00[, on obtient xn4+1 = f(xn) = f(n) =n+1.
Par principe de récurrence, on peut conclure que Vn > 2, x, > n.

De plus, comme on vient de montrer que Vk > 2, K < 1, pour tout entier n > 2, on obtient la majoration
Xk

n—1 n—1 n—1
xn—x2 = 3 (k41 —xK) = D Kk < Y. 1 =n—2 par télescopage de sorte que xn, < x2 +n — 2.
k=2 k=2 Xk k=2

Comme Vn > 2, n <xp <x2+n—2et quexy +n— 2+~ n, on a xn e n par encadrement.
o o0

c. Posons up = x;, — n pour tout entier n > 2. D’apres la question précédente, la suite (wn)nen+ est
1 =D"Xn <0 d’apres b. donc la suite (un)nen- est
Xn Xn

décroissante. Comme (un)nen= est décroissante et minorée par 0, par le théoréme de la limite monotone,

positive. Comme un 1 —Un = Xny1 —Xn —1 =

elle converge. Notons c = lim un € Ry, onadoncu, = c+o(1) donc x, = n+c+o(1) comme attendu.
n—-+4oo +oo +oo

d. Onauny) —un =xpt1 —xn — 1= L= Xn §ion avait ¢ # 0, alors on aurait un41 —un ~ —< donc,
Xn +oo N
par comparaison & la série harmonique, la série > (un41 — un) divergerait et, par dualité suite-série, la
n>l
suite (un)nen+ divergerait aussi, contredisant le résultat de la question précédente. On peut donc conclure

que ¢ =0, ce qui s’écrit xn, = n+o(1).
+oo

1 2 2 3)2"
Posons a,, = (n+2)++) > 0 pour tout n € N, de sorte que a;‘::] = (T(Ln++1)()1(1n—|——|—2)2)“+1 ol

d’apres le cours et la reégle de D’ALEMBERT, R = % =2.

5 AUOED g = 3 2 = L = 52

Posons, pour x €]—2;2[, f(x) = o WETLE =5

(série géométrique).
n=0 n=0

2
On peut dériver terme a terme & Uintérieur de 'intervalle ouvert de convergence, c’est-a-dire | — 2; 2], pour

. X (n+ 1" 2 . X+ 1)(n+2)x" 4
avoir Vx €] — 2;2[, ¢ = = uis g”’ = = .
x ] [’ g'(x) nZ::O ol 2- X)z p g”(x) nX::O n+2 2- X)g
+oo
En prenant x = 1 dans cette derniére relation, on a directement g”(1) = > % = 4 donc
n=0
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+oo
D —(“+12)1(1“+2) =4x22=16
n=0

1

a. Analyse : supposons que la fonction paire f = —— est développable en série entiere au voisinage de 0,
CosS

il existe donc un réel v > 0 et une suite (an)nen € RY tels que ¥x €] — 7], f(x) = ( 5 = Z anx?m
cos
(par parité). Comme le rayon R de Y anx™ vérifie R > r > 0 par l'existence de f(x) pour x €] —r; [, et par
n=0
. [ (—1)™x2m 1
produit de CAUCHY car le rayon de la série Y ~—~——— vaut +o00, on a ¥x €] —r;r[, cos(x) x =1
wSo  (2n)! cos(x)
n (—1)k L . , . N
doncap=TetVn=>1, > an_x 20! = 0 par unicité des coefficients d'un développement en série entiere,
k=0 -
ce qui donne a *—ia (Galb 1" i (Gl D e
q n & n—kK =57\ (Zk) & An—k~—75,31 (Zk) .
N . o n (—=1)!
Synthese : il existe une unique suite réelle (an)nen telle que ap =T et Vn > 1, ap = Y. an—x 20!
k=1 !
Calculons 1 iers t de cette suite =% 1 @ _d_1_ 1 _54
alculons les premiers termes de cette suite : on a aj 5 5 a2 5 4 Y 24 ©

—@p g0 5 1y 1 _ 6l qgemble que l'on ait [an| < 1

a3 =&
2 24 720 48 48 720 720

e Initialisation : on vient de montrer que ¥n € [0;3], on a |an| < 1
)k—]

n —
e Hérédité : soit n > 4, supposons que Vk € [0;n — 1], |ax| < 1. Alors, |an| = | > anfk((ZT)'
k=1 :

donc |an| < Z|a” Kl ¢ i L <+Zo:o ] =ch(1)—1~0,54 <1
n \ X - ) X .
= @) T & @ TS (20!
Par principe de récurrence, on peut conclure que Vn € N; |an| < 1. On note R le rayon de convergence

de la série entiere > anx?™, qui est donc supérieur, d’apres le cours, & celui de Y x?™ qui vaut 1. Ainsi,
n=0 n=>0

+oo
R > 1 et on peut définir g :] —1;1[— R par Vx €] —1;1], g(x) = Y. anx?™. Par produit de CAUCHY, comme

avant, Vx €] — 1;1], g(x) cos(x) = (ganxzn) X (T?j) W) = :z::j) (g::o ank((;gr)xzn =1 donc

g(x) = 1= f(x) et f = 1 est done développable en série entiére, au moins sur | — 1;1].
cos(x) cos

b. Sion avait R > %, avec le méme calcul que précédemment, on aurait Vx €] —R; R[, f(x) X cos(x) = 1. Mais

comme x = % €] — R;R[, on aurait f(x)cos(x) = 0 = 1. NON. Ou alors on pourrait dire que f est continue
sur | — R; R[, notamment en x = %, ce qui contredit 'expression f(x) = ]( 7 Toujours est-il que R < %
cos(x

En fait, R = % mais c’est une autre histoire.

a. Pour n > 1, on partitionne les involutions o de [[T;n + 2] en deux catégories :

- celles pour lesquelles o(n + 2) = n + 2 sont au nombre de I,47 car il n’y a pas de choix a faire pour
o(n+2) qu’on impose égal & n + 2, ensuite o induit alors sur [[1;n + 1] une involution de [1;n 4 1].
- celles telles que o(n +2) = k # n + 2 sont au nombre de (n + 1)I,, car pour les choisir de maniere
bijective, il y a n + 1 choix pour 'entier k qui est I'image de n + 2 par ¢ et, une fois ce choix effectué,
cela implique que o(k) = o(o(n+2)) = n+2 car o doit étre une involution, et on a alors I, choix pour

finir de déterminer o qui doit induire sur [[1;n+ 1] \ {k} une involution de cet ensemble & n éléments.
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Cette partition implique la relation Iy 42 = In41+(n+1)I, pourn > 1et, comme I =2 =14+1.1 =1; + 1.1
avec la convention choisie pour Ip, on a bien : Vn >0, Ini2 = Iny1 + (n+ 1)1,
b. Comme les involutions sont des permutations et qu’il y a n! permutations de [1;n], on en déduit que

I, <nldouo< 1. Comme la série entiere Y x™ a pour rayon 1, par comparaison, on a R > 1.

L‘n'- <

c. Les calculs qui suivent sont valides car le rayon de convergence R est supérieur a 1, on sait qu’on peut

dériver terme a terme & l'intérieur de I'intervalle ouvert de convergence qui contient | —1;1[. Pour x €] —1;1],

+oo

(1000 = 0()-+xo() = 3 Diarg 55 nstpn g §F In st g 5E bt g,

d. On en déduit en intégrant cette équation différentielle linéaire du premier ordre mise sous forme normalisée

2
sans second membre, comme une primitive de x — 1 4+ x est x — x + % sur intervalle | — 1;1[, que l'on a

X2

Vx €] = 1;1], o(x) = T2 puisque ¢(0) = Iy = 1 par convention.

—+oo —+oo
e. Alors Vx €] — 1;1], o(x) = (E ]'x ) X (Z ']2) x23>. Ces deux séries ont pour rayon +oo donc on
i=o b =0 ]

+oo
peut effectuer le produit de CAUCHY et obtenir S(x) = Y ( > n' .>x“. En identifiant (par unicité)

n=0 \it2j=n 1512
les coefficients entre les deux expressions de S(x) sous forme de série entiere, Vn € N, Ln > .|_1'2j
i+2j=n v:):
[n/2] '
donc I, = Puisque 2j <n et i=n —2j, on a la formule I,, = >, ———.
i+2=n 1 'ZJ =0 (n—2j)512”

Pour expliquer cette relation de maniere combinatoire, on peut constater quune involution o de [[1;n] est
une application telle que pour tout entier x entre 1 et n, on a deux choix :
e 50it o(x) = x et x est appelé un point fixe de o.
e so0it o(x) =y # x et alors, comme o2 = id [1;n], on a forcément o(y) = x.
Ainsi, si 0 € Ay, le nombre f de points fixes de o a la méme parité que n de sorte qu’il existe 2j entiers de
[n/2]
[1;n] qui ne sont pas fixes par ¢ avec f =n —2j avec 0 < j < {;J . On peut donc écrire A,, = U An,j oll
j=0
An;j = {0 € A | 0 admet f =n — 2j points fixes}.

Pour construire une involution o de A, ; :

e on choisit les n — 2j éléments de [[1;n] qui sont fixes par o : ( " 2.> = (;) choix.
n—2s )

e on choisit 'image y du plus petit élément x qui reste : (2j — 1) choix (et alors o(x) =y et o(y) = x).

e on choisit 'image t du plus petit élément z qui reste : (2j — 3) choix etc...

! 2j)!
Ainsi card (An,j) = n X(2j—1)%x(2j=3)x---x3x1 = n X ( .)) en multipliant en haut et en bas
1=y = 2)@) " D)
[n/2] [n/2] |
par les termes pairs qui manquent. On retrouve bien I, = card (An) = > card(An;) = > W
j=0 j=o0 (n—2j):2%):

Soit x € R%, la suite (fn(x))nen est bien définie et strictement positive car fo(x) = x > 0 et, si f(x) > 0

X

fr(x)

positif. Si (fn(x))nen converge vers un réel &, € Ry, en passant & la limite quand n tend vers +oco dans la

est bien défini pour un entier n € N, le réel fr41(x) = %(fn(x) + ) est aussi bien défini et strictement
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relation de récurrence i, 11(x) = %(fn (x) + . ’EX) ), G = %(@X + EL) =2 =x <=l =+/xcar {x > 0.
n X

2
Convergence simple : soit x > 0, fn41(x) —/x = %(fn(x) + ’E 7 2\/§> = W > 0 donc on ala
niXx niXx

f
minoration Vn € N*| f,,(x) > v/x. De plus, Vn € N, f11(x) — fn(x) = l( X — fn(x)) qui se transforme

2 \fn(x)
_ (W= () (Vx + ()

< 0 dés que n = 1 donc (fn(x))nen+ est décroissante et
2fn (x)

en fni1(x) — fn(x)

minore par 1/x donc elle converge et on a vu précédemment que sa limite est forcément /x. Par conséquent,

la suite (fn)nen converge simplement sur R vers la fonction f: x — y/x.

Convergence uniforme : la fonction fo—f : x = x—4/x n’est pas bornée sur R’ car liT (fo(x)—f(x)) = +o0.
X—+00

12
De méme, f1 —f : x s X1 VX = Vx=1)7 n’est pas bornée sur R* carona lim (fi(x)—f(x)) = +oc.
2 2 X—>400
Si on suppose que fn(x) — f(x) ~ 2% pour n € N* alors f,(x) = (fn(x) — f(x)) + V/x et \/QJF: o(x)
o0

+oo
(fn(x) = V)

donc, par somme, fn(x) ~ 2 et la relation f11(x) — /x = montre, par quotient, que
+o0 2 20 (x)
XZ
2n . . 3
fre1(x) — f(x) ol ZZL = 2*‘% Par principe de récurrence, on a donc Vn € N, fn(x) — f(x) ol zl“ donc
Zn
fn — f n'est pas bornée sur R car lim (fn(x) — f(x)) = +o0.
X——+4o00

Ainsi, la suite (fn,)nen ne converge pas uniformément sur R vers la fonction f : x — /x.
corrigé en TD et pas encore rédigé

a. D’apres le cours, la fonction exponentielle est développable en série entiere sur R et, pour x € R, on a

400 (9, 2\n +oo (_1\nHyn_ 21 +o00 2\n 400 sn, 2n
h(x) = e 2 = % %: > (])# La fonction g : t 5 et” = 3 @: > 2L'est
n=0 n. n=0 n. n=0 T n=0 T

x X
développable en série entiere donc continue sur R, ainsi la fonction G : x — fo 2t qt = fo g(t)dt est,

d’apres le théoreme fondamental de 'intégration, sa primitive sur R qui s’annule en 0. On sait que G est

développable en série entiere en intégrant terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence qui est R et on

1o Hny2ntd . . o . .

adoncVx € R, G(x) = > W et G est impaire (ce qu’on pouvait directement voir avec I’expression
n=0 n qe

intégrale de G). Comme h et G sont développables en série entiere sur R, par produit de CAUCHY, f = h X G

Pest aussi et on a Vx € R, f(x) = JFZO:O ( i (-1)rn T )XZ“H

b. f est dérivable sur R et on a Vx € R, f(x) = h/(x)G(x) + h(x)G'(x) = —4xf(x) + e=2"e2X* donc f est

+oo
solution de (E) : y' = —4xy + 1. Ainsi, si on écrit Vx € R, f(x) = > anx?™*' (car f est impaire), on a
=0
+o0 "
Vx € R (x) = Y. (2n+1)anx?™ donc, en reportant dans ’équation différentielle (E) vérifiée par f, on obtient
=0
" +o0 +oo +o0
F(x)+Haxf(x)—1= =14+ 3 2n+1)anx®™+4 3 anx?™ 2 = —1+ap+ > ((2n+1)an +4a,_1)x*" = 0. Par
n=0 n=0 n=1

unicité des coefficients d’un développement en série entiere, on a ap =1 et Vn € N*| (2n+1)a, +4an_1 = 0.

4. 16 Gy (174" ao, ce
n+1 " (n+D2n—1) " (2n+1)(2n—1)---31"""

On a donc, pour n € N* a, = —
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(—1)™4"2™ ! (=1)"2°"n! e ()™Ml S
Gnt )l @niay o OnadoneWER ()= 30 tn gy
(—1)n_k2n_k2k B (_1)n23nn!

5 (2k+1)kln—=%x!  (2n+1)!

qui donne Vn € N, a, =

Par unicité des coefficients du développement en série entiere, Vn € N, Z

c. 77?
a. @ Pour x =0, un(0) = 0 donc > un(0) converge et S(0) = 0.
n>l
® Six#0, un(x) o =% donc Y un(x) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN.
con n>1

Par conséquent, la fonction somme S est bien définie sur R. De plus, comme toutes les fonctions u,, sont

impaires, on en déduit (par convergence simple) que S est aussi impaire.

2_ .2
b. Pour n € N*, la fonction u,, est dérivable sur R et, apres calculs, Vx € R, ul,(x) = ﬁ donc un,
x“+n
est décroissante sur | — oo;n] et [n;4o00[ et croissante sur [-n;n]. Comme bm un (x) = 0, le tableau de
X—>o0

variations de u,, montre que ||[un||oo,k = [un(—n)| = un(n) = 21771 Ainsi, la série harmonique 2;1 [un||oo, R
nz
diverge et il n’y a pas converge normale de > u, sur R.
n>1

c. Appliquons le théoréme de dérivation des séries de fonctions :
(H1) Toutes les fonctions u, sont de classe C' sur R pour n € N*.

(Hz2) La série de fonctions > un converge simplement sur R d’apres a..
n>l
(H3) Soit a > 0, ¥n € N*, ¥x € [—a;a], [u,,(x)| = n? o2 o nfax? 1 < L par
) ’ » =Dy n (x2+n2)2 = (x2+n2)2 (x2+n2) = le
Lz et > |[un]loo,[~a;a] CONVerge par comparaison aux
n n>1
séries de RIEMANN donc Y u/, converge normalement sur tout segment de R.
n->l

inégalité triangulaire donc ||uf, |[oo,[—a;a] <

+oo 2 2
Par le théoréme évoqué ci-dessus, S est de classe C! et ¥x € R, §'(x) = ﬁ
n=1 (X n

2
d. Comme S(0) = 0 et §'(0) = % d’apres la question précédente, puisque S est de classe C' sur R, on a

2

S(x) 5 S(0) +xS’(0) + o(x) par le théoreme de TAYLOR-YOUNG. On a donc S(x) Y %
2 +oo

Pour étre plus précis, pour x € R, |S(x) — M’ = ’ 3 ( )‘ = ’ donc on a
6 n=1 X + Tl n=1 Tl )

[xI° |><|3 3t ; m’x 3 :
IS(x)| < Z — e < Z C(4)|x| :7cequlprouvequeS(x):——i—O(x ) ce qui montre
St 4+n?) Tt 90 0o 6
2 2
que S(x) = % + o(x) et, & nouveau, S(x) N %X

e. On effectue une comparaison série/intégrale, en posant, pour x > 0 fixé, la fonction ¢y : t — j—t
) o k41 k
@« est continue et décroissante sur Ry donc Vk € N*| fk ox(t)dt < ox(k) = ux(x) < fk : ox(t)dt.
+oo +oo
On somme ces inégalités pour k € N* (tout converge) et f1 ex(t)dt < S(x) < fo @x(t)dt donc

£ 1 £
[Arctan <7)} =T _ Arctan (7> <S(x) < T = [Arctan <7)} . Par encadrement, lim S(x) = Z.
x/ 11 2 x 2 x/ 1o x—+400 2

f. Comme 1lim un(x) = 0 pour tout entier n € N*, si on avait convergence uniforme de > u, sur R,

x—+00 nzl
+oo
d’apres le théoreme de la double limite, on aurait lim S(x) = > ( lim up(x)) = >, 0 = 0. Comme
X—+00 n=1 Xx—+oo n=1
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lim S(x) = % d’apres la question précédente, on n’a pas convergence uniforme de > u, vers f sur R (ni
X—+00 nzl
=

sur tout intervalle de la forme [a; +oo[ pour la méme raison).
Pour u = (un)nen € {=1,1}, uyr™ = O(r™) et Y ™ converge (série géométrique) car |r| < 1 donc, par
o0 n>=0

comparaison, » . unr™ converge absolument donc converge. Ainsi, 'application x est bien définie.
n=0

Soit u = (un)nen € {1, 1} # v = (vi)nen € {—1,1}, notons p = Min ({n €N ’ Un # vn}), cet

entier existe car la partie A = {n e N

un # vn} de N est non vide puisque u # v donc, par propriété

fondamentale des entiers, A admet un minimum.

Prenons par exemple u, = —1 et v, = 1 (l'autre cas est analogue et on le traite par symétrie), alors
+o0 too
x(v)=x(u) =P =(=1P)+ > (vn—un)r™. Posonsy = Y (vn—un)r™ desorte que x(v) —x(u) = 2rP +y.
n=p+1 n=p-+1
. o0 +oo —+oo 2 er]
Par convergence absolue des séries, | Y. (vqp —up)™[ < > jvp —upt <2 > = £— par
n=p+1 n=p+1 n=p+1 T—r
+1 p+1 P(1 _
inégalité triangulaire d’ott x(v) —x(u)—2rP > —Z]TP qui devient x(v)—x(u) > 2rP -2 — 27 (1 — 2r) > 0.

-1 1—r 1—r
Par conséquent, x(u) # x(v) dés que u # v, ce qui est la définition de l'injectivité de x.

On peut constater que x n’est pas forcément injective des que r € B, 1 [, par exemple pour r = %, car

puisque]:-‘io(l)k:M onax(1,=1,---,=1,--) =x(=1,1,---,1,-+)
k:1 2 -I _ (1/2)7 ) ) ) ) y y *
a. Soit x € R, pour que S(x) existe, on doit au moins avoir ¥Yn € N, n + x # 0, c’est-a-dire x ¢ (—N). Soit

n
donc, pour n € N, f, : R\ (= N) — R définie par f,(x) = a+ . Traitons alors quatre cas :
n

X
e Si|a| < 1, alors fn(x) = o(|a]™) et la série géométrique > a™ converge car |a| < 1 donc > fn(x)

too n>0 n>0
converge absolument donc converge par comparaison aux séries géométriques.

e Si |a| > 1, par croissances comparées, liT [fn(x)| = 400 donc 3 fn(x) diverge grossierement.
n—-+oo n>0

e Sia =1, alors fu(x) o 15 0 donc > fn(x) diverge par comparaison a la série harmonique.
oo Mn n>0

=n" 1 _ =" a1 1 _ 1
n x T+ (x/n) +0  n +O<n2) car 14+ (x/n) +_oo]+o(n>' Comme

e Sia=—1,alors fn(x) =

_ n _ n
> =" converge par le critére spécial des séries alternées et > (fn(x) — &) converge par
n>1 n n>1 n
comparaison aux séries de RIEMANN, par somme, . fn(x) converge (mais pas absolument).
n>0
Le domaine de définition de S vaut donc Ds =0 si [a] >1Toua=1,Ds= R\ (=N)si|aj<1oua=-1.

b. Tout d’abord, les fonctions f,, sont toutes continues sur R} pour n € N.

n
Méthode 1 : soit 0 < a < B, alors pour n € N et x € [«; B], comme |fn]|:x — |aJ|r
n

est décroissante sur R,

X
on a [fn(x)| < [fn(x)| donc f, est bornée sur [o; B] et |[fn|oo,[o;p] = |fn(oc)|+: o(Ja|™). Comme > |a|™
o0 n>0
converge, la série ) f, converge normalement vers S sur tout segment de R* . On sait d’apres le cours que
n=0

ceci implique la continuité de S sur R7.

Méthode 2 : fo n’est pas bornée sur R* . Par contre, pour n > 1, comme |f,| est décroissante sur R, on
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|a]™

a ||[fnlloo,rx = lim |fn(x)] = == = o(]a|™). Comme la série géométrique ) |a|™ converge car |a| < 1
+ x—0+ n oo n>1
“+o0
par hypothese, la série ) f,, converge normalement sur R* donc T :x — ) fn(x) est continue sur R’
n>l n=1

d’apres le cours. Comme S = T + fo et que fp est continue sur R’ , par somme, S est continue sur RY .

S +1)= +1)= a™! a? ff le ch d’ind
c. Soit x >0, aS(x+1) = afp(x+1) = = en effectuant le changement d’indice

p=mn+1. Ainsi, aS(x+ 1) = S(x) — fo(x) = S(x) — %

d. ¥x >0, S(x) L aS(x + 1) or S est continue en 1 d’aprés b. donc lim S(x+ 1) = S(1). Ainsi, S est

X x—0+

bornée au voisinage de 1 et S(x) = 1, o(1) = 1, o(l) ce qui montre bien que S(x) ~ 1
400 X +00 X X +o0 X
e. Méthode 1: la borne p n’est pas intervenue dans les calculs de la question b. donc |[fn|oc, [a; 400 = [fn ()]

& nouveau et on a convergence normale de . fn sur [«;+oo[. Comme ¥n € N, 1111 fn(x) = 0, par
X—+00

n>0
+oo
théoreme de la double limite, on en déduit que lim S(x) = >, Um fn(x) =0.
X—+00 n=0 X—+oo
Méthode 2 : Comme ) f, converge normalement sur R* d’apres b. et que Vn > 1, lim fr(x) ={n =0,
nzl x—+00
. . +m
par double limite, XET&T(X) = n§1 ¢, = 0. Comme XET@O fo(x) = 0, par somme XET@O S(x) =04+0=0.
n T n 1
f. Comme f,(x) ~ &~ si on admet pouvoir sommer les équivalents, on aurait S(x) ~ > &= ———.
400 X +o0o0 1 "o X (1 — a)x
+oo n n
Pour le montrer rigoureusement, on écrit x S(x) = ngo gn(x) avec gn(x) = na—i—xx =a" - T?i - la fonction
n
lgn| : x = |a|™ — nfa[ est positive et croissante sur Ry avec lim |gn(x)| = |a|™ donc ||gn]|co, k= = |a|™.
X x—+00 Pt

Comme la série géométrique ) |a|™ converge, ) gn converge normalement sur R donc, par le théoreme

n>0 n=>0
+oo
de la double limite, on obtient lim xS(x)= > a™ = —1_ Par conséquent, S(x) ~ .
X =400 "o 1—a +oo (1 —a)x
Pour étre plus préci 0, |s ‘ (e o LI R
; > 0, - | = a  _a — ,
our étre plus précis, pour x (x) = a)x’ ‘nZ::O (n Favi )‘ car o—— nz::o a™ donc, par
1 1 S 1 e T\.Cl‘rL < e n|a|n A 1= n
inégalité trian uaire,ona’ X —7’:’ 7‘ = % en posant A = nlal™.
& & ( ) (] - (l)X n=0 x(n+x) h nX::O Xz Xz P nX::O | |
Ainsi, S(x) = 1io <L2) ce qui est plus précis que ce qu’on a obtenu avant.
0o X x
a. Soit x € [—1;1], traitons deux cas :
e Six=0,f,(0) =0donc lim f,(0)=0.
n—-4oo
—nXZ

e Si x # 0, par croissances comparées, lim nxe =0 = ¢ car x* > 0 donc, par continuité de la

n—-+oo
fonction sin en 0, on a lim f,,(x) = sin(¢) = 0.
n—+oo

Par conséquent, la suite de fonctions (fn,)n>1 converge simplement vers la fonction F: x — 0 sur [—1;1].

b. Soit a €]0;1[, n € N* et x € [a;1], alors 0 < nxe ™ < ne ™%, Comme liT ne ™" = 0 par
n——+o00

. L na? . .
croissances comparées, il existe un rang ng € N* tel que Vn > ng, ne™ ™% < % Par croissance de sin

sur [O; 72;[}, Vn = np, 0 < fn(x) < sin(ne*naz) donc ||fn — FHoo,[a;l] = HfTLHOO,[a;]] < sin(ne*naz). Comme
lim sm(ne—“az) =0,ona Um |[|fy —F|[oo,[a;1] = O d’0n, par définition, la convergence uniforme de la
n—+oo n—+oo e
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suite de fonctions (fn)n>1 vers la fonction F sur tout [a; 1] avec a €]0;1].
c. Pour n € N¥ fn(l> = sin(e”"/™) > sin(e”") car sin est croissante sur [e~';1[ donc, comme
n

[frlloo,[=151] = fn(%) > sin(e” ") puisque % € [—1;1], la suite (||1Cn|\<)o,[,1;1])n>1 ne tend pas vers 0 et

la suite de fonctions (fn,)n>1 ne converge pas uniformément vers la fonction F sur [—1;1].

a. Soit x € R, un(x) est bien défini pour tout n € N* et, comme In(1+nx?) = ln(n) +1n (xz + %) = o(1),

In(n . N -
on a un(x) ~ (2) = 0(%/2) donc, par comparaison & une série de RIEMANN convergente car = > 1,
+oo n° +oo \n 2
> un(x) converge absolument donc converge. Ainsi, S est définie sur R.

nxl

b. Toutes les fonctions u,, sont continues sur R par opérations. De plus, pour a > 0, comme u,, est paire

et croissante sur Ry pour n € N*, on a Vx € [—a;a], 0 < un(x) < un(a) done |[unl|so,[~a;a] = un(a) et on

vient de voir en a. que Y un(a) converge. Ainsi, Y. u, converge normalement sur tout segment de R, ce
n>1 nzl

qui assure, d’apres le cours, la continuité de S sur R.

c. Les fonctions u,, tendent vers +00 en 400 pour tout n € N* donc ne sont méme pas bornées sur R. On

n’a donc pas convergence normale de > u, sur R.
n>l
2x

d. Toutes les u,, sont de classe C' sur R par opérations. De plus, pour n € N*, Vx € R, u} (x) = m
n nx

et on se rappelle que 2ab < a? + b? pour (a,b) € (R;)? donc 1+ nx? > 2y/n|x|. Ainsi, pour tout entier
2| 1

N* vx € R*, 0 < Ju/ < = d / o<t e /
ne , Vx € , 0< [u,(x)] < vl w3 onc |[uy, [|oo,[—aza] < 372 et, par comparaison, n§1 ul

converge normalement sur R. On pouvait bien siir dériver u}, pour en faire son tableau de variations. Ainsi,

comme Y up converge simplement sur R, d’apres le cours, $ est de classe C' sur R.

n>1
+oo 2
e. $5(0)= > 0=0. Pourne N*et x >0, un(x) > ln(nzx ) _ Zlnz(x) + 1n(;1) (1). Comme ) ln(;)
n=1 n n n n>1 N
+oo
converge car ln(?) = o( 3]/2), en notant A = Y ln(?)7 on obtient en sommant les inégalités (1) pour
n +oo n n=1 N
7 In(x) . . .
ne N* S(x) > —— + A, et comme lim In(x) = 400, par minoration, on a aussi lim S(x) = 4oc.
3 X—>400 X—r 400
, +oo , +oo 2% +oo 1
f. On vient de voir que Vx € R, §'(x) = u (x) = —=r - = 2x ———————. Soit x > 0,
d ( ) nz::1 n( ) nz::1 n(] +nX2) nz:] Tl(] +nx2)
on définit gy : [1;+oo[— R par gx(t) = t(l—fjitz) Alors gy est continue sur [1;+00[ et y est décroissante
x
donc Vn € N*, gy ( +1)<fn+1 (t)dt < gx(n) (2). C (t) ! —o(‘) i
onc Vn , gx(n <) 9 < gx(n - Comme gx(t) ~ -7 = O(3), par comparaison

& une intégrale de RIEMANN convergente, gy est intégrable sur [1;+oo[. En sommant (1) pour n € N*

+oo 2 +oo +oo
on obtient 2x Y gx(n+ 1) = §'(x) — 2xgx(1) = §'(x) — —*5 < 2xf1 gx(t)dt < §'(x) = 2x > gx(n)
n=1 n=1

14+ x

2 2 2 +oo +oo
tout converge). Comme gy(t) = It =tx" 1 x tdt:{lt—l1+t2}
(tout converge). Comme gx(t) = HEEAE = 4 = 9255, [ 00 n(t) — n(1 + )|

+oo t Foo 2 . . N
donc f gx(t)dt = {m( 2)} = In(1 + x*) — 2In(x). En réorganisant les termes, on arrive a
1 T+ tx 1
I'encadrement 2x In(1 + x?) — 4x1n(x) < 8'(x) < 2xIn(1 +x?) — 4xIn(x) + 2x 5. Or on a les équivalents

14 x
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2xIn(1 4 x2) —4x1n(x) o —4xIn(x) et 2xIn(1 +x?) —4xIn(x) + ] ix 75 —4x In(x) donc, par encadrement,
x

on obtient S’ (x)(;\jr —4x1n(x). Ceci montre, par exemple, que S n’est pas deux fois dérivable en 0 car

. S'(x) = S'(0) S'(x) — S'(0) : p

—_— = —_—— Y —4 = .

X117(1)1+ o +oo car o In(x) puisque S'(0) =0
a. Le domaine de définition D de S vaut D = R car :

_ n
Six=0,onaVn e N* u,(0) = =0t donc Y un(0) converge par le critére spécial des séries alternées
n n>1

car (l> : est décroissante et tend vers 0.
nz

n

Six>0,onaun(x) = o(e™™) = o((e ™)) = 0(1—2) par croissances comparées donc la série » | un(x)
n

—+oo —+oo +oo n>1
converge absolument par le critere de RIEMANN car 2 > 1 ou par comparaison aux séries géométriques.

Six<0,o0na liT [un (x)| = 400 par croissances comparées donc Y un(x) diverge grossiérement.
n——+oo
n>0

b. Pour x > 0, la suite (Jun(x)|)nen+ est décroissante, positive et tend vers 0 done, d’apres le critére spécial

+oo
des séries alternées, en posant les restes Ry (x) = >, ux(x), on a |Rn(x)| < [unt1(x)| < ﬁ donc R, est
k=n+1 n
bornée sur Ry et |[Rn||co,r, < %4-1 avec nEToo %H = 0. La convergence de ngl un, est donc uniforme

sur Ry. Comme les u,, sont continues sur R, on en déduit d’apres le cours que S est continue sur R;.

c. Les fonctions u, sont toutes dérivables sur D et on a Vn € N* Vx € D, u/,(x) = (=1)"*1e ™ donc

[luh |loo,0 = [uh (0)] =1 et, comme 21 1 diverge, on n’a pas convergence normale de 21 u,, sur D. On n’a
n= n>=

méme pas convergence uniforme de > ) sur D car la série numérique Y u,n’(0) diverge grossiérement.
n>l1 nxl

On ne peut donc pas conclure facilement que S est de classe C! sur D.

d. Appliquons le théoreme de dérivation des séries de fonctions sur R :

(H1) On a vu en a. la convergence simple de 21 un sur D = Ry donc sur RY.
nz

(H2) Les un sont de classe C' sur R* pour tout n € N* et, pour n > 1 et x > 0, uj, (x) = (—1)" e mx,

(H3) Soit a > 0 et n > 1, comme |un| est décroissante sur Ry, on a [[u}, |[oo,[a;+00] = [un(a)| = e™™¢
et Y. e ™ converge (série géométrique avec 0 < e~ ® < 1) donc on a convergence normale de la
nxl
série de fonctions ) u, sur [a;4o00[ donc sur tout segment de R .

n>l

+00 +oo
D’apres le fameux théoréme, S est de classe C! sur R* et vx > 0, §'(x) = ZI (=1 Hle X = =X ZO(—e’X)p
n= P=
—x
dOI'IC S/(X) = ]—T—? = (— ITL(] + e_x))/.

e. Comme R est un intervalle, il existe donc k € R telle que Vx > 0, S(x) = k — In(1 4+ e~ *). Pour

déterminer la valeur de k, plutét que d’évaluer en une valeur particuliere de x, on va faire tendre x vers +0o0 :

(H7) D’apres la question b., on a convergence uniforme de > wu, sur Ry.
n>l

(H2) Pour tout n € N*, lim up(x) =0 ={y.

xX—-+00

+oo
Par théoréme de la double limite, lim S(x) = > €, =0. Comme lim —In(1+e *) =0, on en déduit
X—+00 n=1 X—+00
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que k = 0 donc que Vx >0, S(x) = —In(1 + e~ ¥).

Comme S est continue en 0 d’apreés b., ona $(0) = lim S(x) = lim (—In(1+e7¥)) = —n(2) = — n(1+e7°)

x—0+ x—0+
donc on peut conclure que ¥x € Ry, S(x) = —In(—e ).

On pouvait constater, ce qui rend ces dernieres questions inutiles, que si x > 0, on a —e™* €] — 1;1[ donc,

comme on reconnait le développement en série entieére de x — In(1 + x) qui est de rayon de convergence T,
+oo (71)n+1 (67X)n
on a directement In(14+e %)= > ~—~——+——2 = —§(x).

n=1 n

a. La suite (an )ne suit une récurrence linéaire d’ordre 2 & coefficients constants et I’équation caractéristique
associée est 12 — 3r +2 = (r — 1)(r — 2). Ainsi, d’aprés le cours, il existe deux constantes A et B telles que
Vne N, a, =A+B.2™". Comme ag =A+B =1¢et aj =3 = A + 2B, on trouve sans peine A = —1 et B =2
donc Vn € N, a, =21 —1.
b. Pour n € N* |an| = an = 2™ —1 < 2™ < 22" = 4™ car n 4+ 1 < 2n. Comme on a aussi

ao=1<4%=1,0nabien ¥n € N, |a,| <4"

c. D’apres le cours, le rayon de convergence de > anx™ est supérieur ou égal a celui de > 4™x™ qui vaut
n=0 n=0
1 car (4™x™)n>0 est bornée si et seulement si |x| < % Par conséquent R >

Comme an ~ 2™ et que le
4 +o00

ENYE

rayon de . 2™FTx™ vaut % pour les mémes raisons, on peut conclure tout de suite que R = %
n=0

+oo
d. Pour x €] —R;R[ D } 1. 411 [ Z (an —3an_1 +2an_2)x"™ = 0 par hypothese donc, comme les trois séries

4
+o00 +oo +oo
convergent, » . anx™ —3 Z an_1x™+2 Z an—2x™ = 0. Posons S(x) = >  anx™ pour des x convenables,
n=2 n=2 n=0

ce qui donne (S(x) —arx— ao) 3(xS(x )—aox)+2x25(x) = 0 ou encore $(x) —3x—1—3xS(x)+3x+2x%S(x) =0

et on a la relation S(x) = Z anx™ comme attendu.

%
2 _3x+1
e. Méthode 1 : comme P = ZX2 —3X+4+1=(2X—1)(X—1), la fraction rationnelle F = % se décompose en
a b a(2X—1)+b(X—1)
+ =
X—1 " 2X—1 2X—1)(X—1)

le systeme linéaire (2a+b = 0 = —1,b=—2). Ai }‘1[ S
e systeéme linéaire 2a+b=0=a+b+1) <= (a=1,b ). Ainsi, Vx € i S(x) TR M —

éléments simples sous la forme F = avec (a,b) € R? qui vérifie donc

+oo —+oo +oo
donc S(x) = 2 3> 2™x™ — 3 x™ et on a bien S(x) = > (2™*! — 1)x™. Par unicité des coefficients du
-0 — n=0
développement en série entiere d’une fonction, on a donc ¥n € N, a, = 2™t — 1 donc an e 21 et on
o0
1

conclut, comme on 'a déja fait, que R = 3

Méthode 2 : comme P = 2X%—3X+1 = (2X—1)(X—1), on a Vx E]fR;R[ﬁ} f%; % {, S(x) = ﬁx : 1 donc,
—2x 1—x
+o00 400 +oo n
par produit de CAUCHY, S(x) = ( > (2x)“> X ( > x“) > ( Z ) ™. Par unicité des coefficients du
n=0 n=0 n=0 “k=0
n+1
développement en série entiere d’une fonction, on a Vn € N, a,, = Z 2k = % =21 — 1 et on

conclut & nouveau que R = %

a. Comme l'intervalle }0; % [ est stable par la fonction sin car sin (] 0; % D =]0; 1[C }O; [ et que ug € ]0; % [,

us
2
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la suite (un)nen est bien définie et on avVn € N, 0 < un < % Par stricte concavité de la fonction sin sur

ug € }0; 721 [, on a Vx € }O; 721 [, 0 < sin(x) < x donc ¥n € N, 0 < sin(un) = unt1 < un et la suite (un)nen

est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel £ € [0;up]. Or sin est aussi continue donc,

en passant & la limite quand n tend vers +oo dans sin(un) = un, on a sin(¢) = ¢ donc ¢ = 1111 un = 0.
n—+oo
b. Comme la suite (un)nen converge, par dualité suite-série, la série Y (un4+1 — un) converge. De plus,
n>0

comme UWm up =0,0n aupi] —uy = sin(ug) —un ~ —lufl < 0. Par conséquent, par comparaison de
n—-+oo +oo 6

séries de termes de signe constant, > u3 converge.
n=0
c. Comme la suite (In(un))nen diverge car elle tend vers —oo d’apres a., par dualité suite-série a nouveau,
u3 11,3
. . Unt1 Un — — + O(J)
la série Y (In(un41) —In(un)) diverge. Or, In(uny1) — In(un) = In (“7"') =1In ( 6 6 ) ce

2
qui donne In(un41) —In(uy) = In (1 - u—”) ~ —1u121 < 0. Par comparaison encore, la série Y. uZ diverge.
+oo 6 /oo 6 n>0
LL3 u3 2
d. En élevant au carré, sin(un) = un — -2 +o(ud), on a sin(uy)? = (un — b 4+ o(ui)> qui se réduit
+00 6 +00 6
u 2 uZ ul
en sin(un)? = ufl(1 - ?“ + o(ufl)> = ufl(1 - ?“ + o(uTzl)) =uZ — ?” + o(ut). Par conséquent,
1 1 1 1 1 u;
- — = ——2:—2< L —l) = —2< s —1) donc, en simplifiant,
Upyq  up sin(un) un o ui \sin(un) Fooun \ 2 u?n +o(ut)
2
lim ( ! —%):lcar 2] -1 = LZ( - —1) = %(H—ufn H—o(uﬁ)) ~ Lavec
noteo UL Ly Uy 3 Unyr  Up toouy 1 -+ o(un) Up
1 1 1y _1
le développement limité =1+u+o(u). Parle théoreme de CESARO, lim — > ( >———7) =%
1—u n—too M 2o \Uey Uy 3
. 1(1 1 . 1 1 Sa 0N 12 3 3
donc 1 7(7_7)=1 1 tél d ~ 3 etun =AUl ~ 3
onc lUm - e R Jdm ol T3 apres télescopage d'oll up, ~ = et un un oy
Bien sir, ceci rend plus facile les questions précédentes car on a alors u3 = O (%) et uZ ~ 3.
+oo n / +oomn

a. e S’il existe n € N* tel que x = ,l’ fn, n’est pas définie en x donc f ne peut pas I’étre non plus.
n

e Six =0, pour tout n € N*, f,(x) = 1 et la série harmonique diverge donc f n’est pas définie en 0.
n

+oo
1
e Pour x € D = R"\ U { - f}, f(x) est bien défini pour tout entier n et fn(x) = ——5 ~ —— >0
e n n+n°x oo nx
donc Y fn(x) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN (2 > 1).
n>l
+oo 1
Par conséquent, le domaine de définition de f est exactement D = R* \ U { — f}.
n
n=1

b. Les f,, sont décroissantes sur R donc f aussi (la convergence simple suffit). En effet, si 0 < x <y,
n n

comme Vk € N*| fi(x) > fx(y), en sommant, on obtient ¥n € N*| S (x) = > fik(x) = Y fi(y) = Sn(y).
k=1 k=1

En passant & la limite quand n tend vers +oo (les limites existent), on a donc f(x) > f(y).

Appliquons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

(Hy) On vient de voir que 21 fn converge simplement sur R} C D.
nz
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1
(14+nx)?
1 T4

~ onc
(1 +na)? +oo na?
> Ifilloo,[a;+o0[ COnVerge par comparaison aux séries de RIEMANN, ainsi ) ], converge
n>0 n>0
normalement sur [a; 4+-00[, donc sur tout segment de R .

(Hz) Pour n € N*, la fonctions f, est C' sur R* par opérations et Vx > 0, fj,(x) = —

(H2) Soit a > 0, comme [f; | est décroissante sur R% , on a ||} ||oo,[a;+00] =

—+oo
D’apres le cours, la fonction f est de classe C! sur R et Vx > 0, f'(x) = — > (]_’_]7)2 < 0 et on retrouve
n=1 nx

le fait que f est décroissante (et méme Strictement) sur l'intervalle R? .

1 1 = 1 1 = n
-1 5 0= £ a1 2 k=] £ ()l -
() X iz 1 n? -1n x+n X né:] n? n§1 n’x+n  n’x nZ::1 (n®x +n)n’x
‘ 2>o<>“z°°1 o RS B C) ta=0(3)~1,2
et, comme n ) —= —| = —_— = 232 = L enposant a = ~1,2.
b T St S e+ nx T ndxe x? 2P ¢ ’
d. On vient de voir que f(x) — 42 _ f(x) — w O(i) ~ o(l) ce qui montre que S(x) ~ s
X 6x +oo  \x?/ +oo \x +o0 6X

e. Pour x > 0, la fonction @y : t — est continue et décroissante sur [1;+oo| done, pour tout

1

t(1 4+ tx)
k+1

entier k € N* on a @x(k+ 1) < fk ox(t)dt < @x(k) par comparaison série-intégrale. On somme ces

inégalités pour k € N* (f(x) existe et @y est continue sur [1;+o0o[ et @x(t) ol x]? donc @y est intégrable

sur [1;4o00[) et Jio(px(k—i— 1) = Jrf:ofn(x) — (1) € f+oo < Z ox(k) = Jrzzfn(x) donc on a

. n=1 i Tt(1 +tx)

(oo} oo

I d t _dt ) < dt o 1 _ 14t —tx _ 1 _ _x

encadremen f1 0 + ) < f(x) < ]er—i-f] ™ T T+ ) W+ o) n T o
400 dt “+o0o t

donc f1 m = [ln(t) —n(1 +tx)}] = In(1 +x) — In(x) car tE—T&]-loo In (1 T tx) = —In(x) donc on

a 'encadrement In(1+x) —In(x) < f(x) < In(14+x) —In(x) + % qui donne f(x) v In(x) par le théoreme

des gendarmes car In(1 +x) — In(x) r(\)lln(1 +x) —In(x) + ﬁ ~—1n(x).

La fonction f est définie sur R* ou elle est de classe C> par opérations.

2
Comme on sait que cos(x)=1—% +o x? ,on a f(x :l+o1 donc lim f(x :let on peut prolonger f
0 2 02 0 2
X—

par continuité en 0 en posant f(0) = % la fonction f ainsi prolongée est maintenant continue sur R.

XZ

_ 1—cos(x) — — 2
Pour x # 0, on a ) Z(O) = 3 2 mais on sait aussi que cos(x) S1- %
X — X

+ o(x3) ce qui donne

) = 0) _ o(1) et on a donc lim 1) =) _  donc f est dérivable sur R et on a /(0) = 0 ce qui logique
x—0 0 x—0 x—0

car f est paire donc f' (quand elle existe) est impaire.
x% sin(x) — 2x(1 — cos(x)) _ xsin(x) — 2(1 — cos(x))
= 3
X X

mais on a le développement

Pour x # 0, on a f'(x) =

?X(X—FO(XZ))—Z(] - (1 —%—i—o()@))) f(\;xz—xz—i—o(x3) = o(x) donc '(x) = o(1)

ce qui montre que Hn}) '(x) = 0 = /(0) donc que ' est continue en 0. Ainsi, f est de classe C' sur R.
X—

limité x sin(x) —2(1 —cos(x))

+oo (7] )nXZn
Mais on sait que cos est développable en série entiere sur R avec Vx € R, cos(x) = >

~—~——. Ainsi, pour
n=0 (Zn)!

_ + 1 \yn+1.2n 4oo (_q\n+1,.2n-2 +oo (_1\k,2k
x € R*, on a f(x) = %:% s EDM X 3 EDM X 2(1#~ En prenant
x X = (2n)! n=1 (2n)! K=o (2k +2)!



20 (—1)ko2*
x = 0 dans cette somme, on obtient Z

_1\0
kT2 = (2(0 jr)Z)' = % donc on retrouve la valeur de f(0) trouvée

+a>(_4)k 2k

Z:: (2k +2)!

ci-dessus. Par conséquent, f est en fait développable en série entiere sur R avec Vx € R, f(x) =

et f est donc de classe C* sur sont intervalle ouvert de convergence R.

a. Pour x > 0 et n € N, on pose fn,(x) = ﬁ qui est bien défini car x +n > 0. Pour x > 0, comme
nl(x+n
fn(x) = o(i> et que la série exponentielle > L converge, par comparaison, » fn(x) converge donc la

fonction f est bien définie sur Rj_.

Méthode 1 : pour n € N* et x > 0, 0 < fn(x) < lim. fn(t) = % car fn est décroissante sur R* donc
=0 n.n!

[[frnlloo, r* = 1 et > —1_ converge car L o donc la série > f, converge normalement sur
T+ nn! S nanl n! 400 \n! >
=

R* . Ceci assure, par théoreme de continuité des séries de fonctions, puisque toutes les fonctions f sont

“+oo
continues sur R* pour n € N*, que la fonction f — fo = > f, est continue sur R*%. Mais fo : x — 1 st
n=1 X
+00
elle-méme continue sur R donc, par somme, f = fo + (f — fo) = fo + > fn est continue sur R .
n=1

Méthode 2 : soit a > 0, pour tout n € N, comme f,, est positive et décroissante sur R, |[fn||oo,[a;400] = fn(a)

et on sait que ) fn(a) converge donc la série ) f, converge normalement sur tout segment de R . Par
n>=0 n>0
théoréme de continuité des séries de fonctions, puisque toutes les fonctions f,, sont continues sur R% pour
“+oo
n € N, la fonction f = ) f,, est continue sur R .
n=0

—+o0
— — _ X
b. Pour x > O, g(X) = Xf(X) = nzom Z gn(X) avec gn(X) = m Pour n € N, gn est
1

positive et croissante sur R* donc ||gn||so, Ry = llm gn(x) = 1 _ . Comme la série Y. — converge, la
x—+400 n! nson!
série ) gn converge normalement sur R . Par théoréme de la double limite, comme g, admet une limite
n=0
fini 1 . . . T pus 1 Ainsi e
nie ¢, = —y en +oo pour tout entier n € N, on obtient xEToo glx) = nZ::O ly = nZ::O 7 = e Ainsi, f(x) fodiet
On éerit 0, h(x) z(f( e) z+°°( 1 1)d n o p
> = — = = _— = — —_— S S
n écrit, pour x > 0, h(x) = x~( f(x) N x= Y Ar ) nlh onc h(x) 2 0+ osons
2
M (x) = — X € N* et x >0 0< hn(x) = — X — n h=_1_
n(x) nl(x +n)x poutr et x > 0, comme 0 < hn(x) nlx+n) nl(T+Mm/x) nl -1V
on a ||hnlfoo, rx < et > converge donc ) h;, converge normalement sur R%. Comme
* (n—1). n>1 (n— )! n>1

—+o00
Yne N*, lim hp(x) = —1 = ¢, par le théoréme de la double limite, lim h(x)=— > 8/, = —=
X—+00 X—+00 —

(mn=1)!

insi. i 2 _ey__1 2 _e)y_ _1 N S (i)
Alnsi, xETooX (f(x) x) . donc x (f(x) ) = + o(1) ou encore f(x) ool +o 2)

On pouvait, mais c’est plus simple a posteriori, majorer la quantité ’f(x) -1y 1—2‘ en ’écrivant sous la
ex  ex

+oo +o0 +oo 2
—x(x+n)+n(x+n)
orme |f(x) ex Tl ex? E ynl(x+n) ZO nlx + 2 Ix? 2 n!(x + n)x* chona
+<>o 2

donc ‘f(x) -1y % =

n donc on a mieux qu’avec la méthode précédente
ex  ex n=on!(x + 3 Z (n—l) d P

X n=1

n)x?
puisqu’on peut conclure que f(x) = ei — % +0 (%)
X
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a. SiR=0, il n’y a rien & démontrer car | — R; R[ est vide.

Si R > 0, par produit de CAUCHY, comme Y. anx™ est de rayon R donc que > anx™ converge absolument

n>0 n=0
+oo n +o0
pour x €] — R;R[ par le lemme d’ABEL, S(x)* = Y ( > akan_k)x“ = a3 + 2aparx + . anx™ par
n=0 k=0 n=2

hypothese, ce qui donne S(x)? = S(x) — x ou encore S(x) = x + S(x)?.

b. A nouveau, si R =0, il n’y a pas d’expression de S(x) & trouver car ] — R; R est vide.

Sinon, pour x €] — R;R[, S(x)? — S(x) +x = 0 donc S(x) est une racine réelle du polynéme Py = X? — X + x.
Comme le discriminant Ay du polynéme Py vaut Ay =1 —4x, et que S(x) est un réel par construction, on
a forcément 1 — 4x > 0 donc R < le et Vx €] — R;R[, S(x) = % ou S(x) = 1+ vI—dx ”2]_4’( Comme
f:x — 25(x) — 1 est développable en série entiére sur | — R; R[, elle y est continue et on sait d’aprés ce qui
précede que Vx €] — R;R[, f(x) = £+/1 —4x. La continuité de f et le fait que f ne s’annule pas sur | — R; R|
montre que l'on a soit ¥x €] — R;R[, f(x) = /1 — 4x soit Vx €] — R; R[, f(x) = —v/1 — 4x. Mais comme f vaut

—1 en 0, elle est négative sur | — R; R[ et on a donc Vx €] — R;R[, f(x) = —v/1 — 4x donc S(x) = 1=vl=4 V2174X

D’apres le cours, on sait que x — /1 — 4x est développable en série entiere sur } — %; 411 [ car u— /1 —ulest
+oo

sur | —1; 1[. Ainsi, il existe une suite (bn)nen € RY telle que Vx € ] —JI; 411 [, T(x) = 1=V —dx V2]_4X = > bpx™.
n=0

On a bien sir Vx € } _éll;éll{’ T(x)?=T(x)+x = 1= 2v1 _44X+ (I—4) 1- V21 —#X 4 x = 0. En effectuant

un produit de CAUCHY sur } — i; éll {, et en identifiant les coefficients (les calculs ont déja été faits ci-dessus),

n
on trouve que vo = T(0) =0, vi =T(0) =1 et Vn > 2, b1 = Y, brbn_k. Ainsi, les deux suites (an)nen
k=0
et (bn)nen vérifient les mémes conditions initiales et la méme relation de récurrence donc, par récurrence

forte, on en déduit que Vn € N, a,, = by,. Ainsi, Y byx™ est bien de rayon R = 411 comme Y. bpx™.

n>0 n>0

4oo (_1\n—1 1,
c. D’apres le cours Vu €] — 131, V1+u =1+ > (D)™ @)t
n=1

= W (on le retrouve assez vite avec le

, . .\ 1 11 = (2n)k™
développement en série entiere de (14+x)* pour o = =) donc Vx € } — ;- [, Vi—dx=1-Y ————
2 4'4 n=1 (2n = 1)(n!)
: — 1= e 2n)x™ 1
ce qui montre que V E}—l;l[ S(x) = 1= VI1=4x _ (— Comme R = - > 0 et que
d due vx 5iap 5K 2 z 2(2n — 1)(nl)? 4 d

Ry T (2n)x™ . . .
Vx €] —R;R[, S(x) = > anx™ = >, ———————, par unicité des coefficients d’une fonction développable
n=0 n=1 Z(ZT‘L — 1)(71')
- s o 1zes 2n)! (2n)(2n — 2)! 1(2n—2
Série entidre, le savait déja) et Vn > 1, ay = — _ _1 .
en série entiere, on a ap (on le savait déja) et V¥n > 1, an = D)) " A (=2 nln—1

Il vient ag =0, a1 =1,a =1,a3 =2, a4 =5, a5 = 14, ag =42 : ce sont les nombres de CATALAN.

a. Soit f, : Ry — R définie par fn(x) = x™ +xy/n — 1. La fonction polynomiale f,, est dérivable sur Ry et

onaVx >0, fi(x) =nx™"! +/n > /n > 0. Ainsi, la fonction f,, est strictement croissante sur l'intervalle

R4, f(0) = =1 < 0 et xEToo fn(x) = 400 done, par le théoréme de la bijection continue, f, réalise une

bijection de R, dans [—1;+00[ donc il existe un unique x,, €]0; +00[ tel que fn(xn) = 0.

b. Comme fj(x) =2x—1,0onax; = % Puisque f2(x) = x> 4+xv/2—1,0onax; = 7ﬁ2+ V6 = \@\5] ~ 0,52.
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La monotonie de la suite (xn )n>1 ne peut donc pas servir ici, ou alors & partir d’un certain rang. Par contre,

n
comme fn<i> = (L) >0 = fn(xn) > —1 = fn(0), on en déduit que 0 < xn, < ]T par stricte
n

Vn vn ]

croissance de f sur Ry. Comme lim ——= =0, on a bien lim x, =0 par encadrement.
n—-+4oo \/ﬁ n—+o0
n
c. Par construction, f; (xn) =0 donc /nxn, =1 —xh. Mais xn < %/» donc 0 < xt < (]T> ce qui prouve
n n

= 1 1 1 L) ce qui montre que

n
que xjy +—Ooo(%). Par conséquent, x,, = ﬁ — X—\/TTLL = e + o(;) = o + O(\/H

Xn ~ 1L Par comparaison aux séries de RIEMANN, la série & termes positifs > x, diverge car

1

1

<.

N [—
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 4

ESPACES VECTORIELS NORMES

pas fait

corrigé en TD et pas encore rédigé

pas fait

On va d’abord montrer que pour A C R, (A dense dans R) <= (V[o;B], a < p = (Ja € A, a € [x;B])).

(=) Si A est dense, A = R donc tout réel est la limite d’une suite d’éléments de A. Soit [«; B] avec « < B,

en posant par exemple xo =

x+ B, il existe une suite (an)neny € AN telle que lim a, = xo. En
2 n—-+oo

prenant ¢ = B-a 3 X0, Ing € N, Vn = ng, |an —xo| < & <= an € [o; B]. Ainsi, an, € AN [x;B].

(«<=) Supposons que A N [«; B] # @ dés que a < B. Soit un réel xg et n € N, prenons a, = xo — ZL“ et

Bn*xo+ ]

> o, alors il existe an, € [on; Bn) N A et Pencadrement *Zin <xo—an < ZL“ montre

que (an)ne N est une suite d’éléments de A qui converge vers xo. Ainsi, A = R et A est dense dans R.

On a montré par double inclusion que (A dense dans R) <= (V[; B], a < p = (Ja € A, a € [x; B])).

Montrons que A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R. Soit un segment [o; 3] C R non réduit a

un point. On cherche un élément de A dans [«; B]. Traitons plusieurs cas :

o <0< B Prenons n =m =0, alors 0 = f(0) — f(0) € A € [e; B].

0<a< P Posons e =p — > 0. Comme 11111 f'(x) = 0, il existe M € Ry tel que Vx > M, |f'(x)| < e.
X—>+0o0

Posons n = [M|+1€ Net m = Min({k =2 n | f(k) > f(n) + «}). Cet entier m existe bien
par propriété fondamentale de N car la partie X = {k > n | f(k) > f(n) + «} C N est non vide
puisque xEToo f(x) = +o00. Montrons que f(m) — f(n) € [«; B] :

e Comme m € X, on a f(m) > f(n) + « donc f(m) — f(n) > «.

e On ne peut pas avoir m = n car on aurait f(m) — f(n) = 0 contredisant f(m) —f(n) > « > 0.

Ainsi, m > n donc m —1 > n et, par minimalité de m, m —1 ¢ X donc f(m — 1) < f(n) + o.
D’apres le théoréme des accroissements finis, comme f est dérivable sur [m — 1; m], il existe
un réel ¢ €jm —1;m[ tel que f(m) —f(m—1) =f'(c)(m—(m—1)) =f'(c). Orc>m—-1>n
donc |[f'(c)] < eet f(m) =f(m—1)+f'(c) < f(n) + a + e = f(n) + p d’otr f(m) — f(n) < B.

Le réel f(m) — f(n) appartient donc & [«; B] et aussi & A par construction car (m,n) € N2

x < B <0 D’aprés le cas précédent, comme 0 < —p < a, AN [—B; —a] # ) donc il existe (m,n) € N? tel

que f(m) — f(n) € [-B; —af et f(n) — f(m) = —(f(m) — f(n)) € AN [o; B].
Ainsi, A = {f(m

pas fait

—f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R car A N [o; B] est non vide dés que o < f.
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a. Soit f € P, comme P = U P par définition, il existe T > 0 tel que f € Pr. La fonction f est continue sur le

>0
segment [0; T] donc elle y est bornée par le théoréme des bornes atteintes et IM € Ry, Vt € [0;T], [f(t)] < M.

Soit t € R, notons n = {;J € Zdesortequen<$<n—|—l et nT <t<nT+Tdoux=t—nTe€0;T[

Comme f est T-périodique, on a f(x) = f(t —nT) = f(t) mais |[f(x)] < M car x € [0; T] et on a donc [f(t)| < M.
La fonction f est donc bornée sur R et elle est continue sur R donc f € E. On a bien établi que P C E.

b. Cas Pt : soit T> 0 fixé et f € Pr. Pour tout réel r > 0, la fonction g, : t — f(t) + rsin (”Tt) n’est pas

T-périodique car g,(t +T) = f(t + T) 4+ rsin (Tt + ﬂ%) = f(t) — rsin (%) # gr(t) dées que t ¢ TZ. Ainsi,

B(f,s) n’est inclus dans Pt pour aucune valeur s > 0 donc aucune f € Pt n’est intérieure a P, ce qui montre
que Pt est tres loin d’étre ouvert.

Cas P : la fonction nulle est périodique de toute période. Pour r > 0, soit la fonction affine par morceaux
ar : R — Rtelle que a,(0) =0, ar(—1) = —1, ar(1) =1, ar(—2) =0, ar(2) =0 et ¥x ¢ [-2;2], ar(x) = 0.
Alors ar € E et ||ar|[oo,r = 1. Comme a, n’est pas périodique, encore une fois, B(0,s) n’est inclus dans P
pour aucune valeur s > 0, ce qui montre que P n’est pas ouvert.

c. Cas Py : soit T> 0 fixé et (fn)nen une suite de fonctions de Pt qui converge vers une fonction f € E. Par

définition, liT [[frn — fllco,k = 0 donc (fn)nen converge uniformément vers f sur R, ce qui montre que
n—-+o0o

(fn)ne N converge aussi simplement vers f sur R. Pour x € R, en passant & la limite quand n tend vers +oo
dans la relation Vn € N, fo(x +T) = fo(x = T) = fn(x) on a f(x + T) = f(x — T) = f(x). Ainsi, f est aussi
T-périodique donc f € Pr. Ainsi, par caractérisation séquentielle des fermés, Pt est fermé.

Cas P : 777.
X —1 3
a. Dansle calculde xa =| 5 X—2 —1 |, on effectue 'opération de GAUss C; «— C; + C, + C3 pour
-5 1 X+6
X+2 —1 3 1 —1 3
avoir xa = |[X+2 X—-2 -1 | =(X+2)|1 X—=2 —1 | par linéarité du déterminant par rapport
X+2 1 X+6 1 1 X+6
a la premiere colonne. On effectue ensuite L, «+— L[y — L7 et L3 «— L3 — L7 et on trouve ’expression
1 —1 3
XAZ(X-FZ) 0 X—-1 —4 :(X—FZ)‘
0 2 X+3

X—1 —4
= (X+2)(X=1)(X+3)+8) = (X+2)(X* +2X+5)
2 X+3
apres avoir développé par rapport a la premiere colonne.
b. Comme xa = (X42)((X+1)2+4) = (X+2)(X+1421)(X+1-2i),ona Spc(A) = {—2,—1-2, —1+2i} et A

est diagonalisable car x A est scindé a racines simples sur C. Il existe donc une matrice inversible P € GL3(C)

—2 0 0

telle A = PDP~! avec D = 0 —-1-2 0 . Il est alors classique que Vn € N, A™ = PD"P~! et,
0 0 —1+2i

comme | —142i|=+5>2=]-2],0ona |[[D"[e = (V5™

Pour M € My, (C), posons le réel positif |[M||o = [[P""MP||. Comme ||.||s est une norme d’aprés le cours :

Séparation : soit M € M, (C) telle que |[M||o = 0, alors |[P""MP||s = 0 donc P"'MP =0 d’olt M = 0.
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Homogénéité : soit M € M, (C) et A € C, [|AM|[o = [[P7T(AM)P||oo = [A||[[P7"MP||0o = |A| [[M]]o-
Inégalité triangulaire : soit (M,M’) € (Mn(C))?, |[M+M|[o = [[P"' (M +M')P||oc = |[P"TMP+P~TM'P||
done [[M + M[Jo < [[P7'MP|lo +[[P7TMP|sc = [[M[[o + [[M/[|o.

Ainsi, 'application M — [|M||o est une norme sur M, (C). Puisque toutes les normes sont équivalentes sur
I'espace My (C) de dimension finie, il existe («, B) € (R*)? tel que YM € Mn(C), «|[M||o < [[M]] < B||[M|lo.
On a donc, Vn € N, «||A™||o < ||A™]] < B||A™||o et, d’apreés le cours, en notant R (resp. Rp) le rayon de

convergence de la série entiere Y [|[A™||z™ (resp. > ||A™||oz™), on a Rp = R > Rp car o« > 0 et B > 0.
n>0 n>0
Comme le rayon de convergence de la série > [|[A™[oz™ = Y. [|ID™|eoz™ = > (v/52)™ vaut clairement
n>0 n=0 n>0
1
7

a. Comme x € Im (u —idg), il existe y € E tel que x = (u —idg)(y) = u(y) —y ce qui s’écrit u(y) = x +y.

Ro = % car ((\@|z|)“)neN est bornée si et seulement si |z| < %, onaR=

b. Comme x € Ker(u —idg), on a u(x) = x. Ainsi, par une récurrence facile, on a Yk € N, u*(x) = x. Soit

n € N, en composant 1’égalité u(y) = x +y par u* pour k € [[0;n — 1], on a u**+1(y) = uk(x) + u*(y) donc
n—1

uWHT(y) — uk(y) = uk(x) = x. Ainsi, par télescopage, on a > (W1 (y) — uk(y)) = u™(y) — y = nx donc
k=0

u™(y) = nx +y (et méme pour n =0 car u®(y) =idg(y) =y = 0.x +y).

n p—
c. Ainsi, Yn € N*, x = w Or ||u(y)|] < [lyl| et, 1 encore par une récurrence simple, on montre que
n

I+l 2l
n n

n
vm e N, [[lu™(y)]] < |lyll, ce qui montre que 0 < [|x|| < it

donc, comme lim 2]l _ 0, en passant & la limite, ||x|| = 0 donc x = O.

n—+oco mN

par inégalité triangulaire

d. On vient de voir avec c. que Im (u —idg) et Ker(u —id g) sont en somme directe mais, avec la formule
du rang, dim(Im (u —idg)) + dim(Ker(u —id¢)) = dim(E). Ainsi, on a Im (u —idg) ® Ker(u —idg) =E et

les sous-espaces Im (u —id g) et Ker(u — id g) sont supplémentaires dans E.
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 5
REDUCTION

pas fait
pas fait
pas fait

a. (=) Supposons que F est stable par M. Montrons que F- est stable par MT. Soit X € F- et Y € F,
alors (MTX]Y) = (YIMTX) = YTMTX = (MY)TX = (MY|X) = 0 car X € F- et MY € F car F est stable par M.
Ainsi, F* est stable par MT. On vient de montrer que, pour tout sous-espace F de E et toute matrice M de
M, (R), on a F stable par M = F* stable par M.

(«<=) On applique ce qui précede & (F-,MT) et F* stable par MT = (F-)* = F stable par (MT)T = M.

Par double implication, F est stable par M si et seulement si F- est stable par MT.

X—=(1/2) o —(1/2) B _
b. On axa = 0 X—1 0 =(X=1) ‘X (1/(52) X J](éi)z) en développant par rapport
(1/2) 0 X=(/2)
A la deuxiéme colonne. Ainsi, xo = (X —1) [(X - %) (X - %) + H = (X —1)3. Soit F un sous-espace de R3 :

dim(F) = 0 Alors F = {0} est stable par A.

dim(F) =1 Alors F est une droite et F est stable par A si et seulement si F est engendrée par un vecteur

-1 0 1

propre de A. Or, comme A — I3 = % 0 0 0],ona Ej(A)=Ker(A—13) = Vect(v,v2)
-1 0 1

avec vi = (1,0,1) et v = (0,1,0). Ainsi, toutes les droites stables F par A sont les droites

F = Vect(v) avec v =avy + by et (a,b) # (0,0). Il y en a une infinité.

dim(F) =2 Alors F' est une droite et F est stable par A si et seulement si F' est stable par AT. Or
-1 0 -1

AT — 13 = % 0 0 0 | doncEj(AT) = Ker(AT —1I3) = Vect(vs,v2) avec vz = (1,0,—1).
1T 0 1

Ainsi, F est un plan stable par A si et seulement si FX = Vect(avs + Bva) avec («, B) # (0,0),
c’est-a-dire si et seulement si F a pour équation F : ax + By — az = 0 avec («, B) # (0,0). Il 'y

en a aussi une infinité.

dim(F) = 3 Alors F = R3 est stable par A.
a. Si A et B dans M, (C) sont semblables, il existe P € GL,(C) telle que A = PBP~! par définition. Soit

A une valeur propre de A, alors il existe X # 0 € My 1 C) tel que AX = AX. On a donc PBP~'X = AX donc
BY = AY en posant Y = P~'X. Comme X # 0 et P inversible, Y # 0 donc A est une valeur propre de B. On
vient de montrer que Sp(A) C Sp(B). Par symétrie, Sp(B) C Sp(A) et, par double inclusion, Sp(A) = Sp(B).

b. Supposons que M admette une valeur propre A non nulle. D’apres la question a., A est une valeur propre
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de 2M, ce qui fait que % est une valeur propre de M. Par récurrence, pour tout n € N, le réel 2% est

une valeur propre de M. Cela ferait une infinité de valeurs propres de M, ce qui est absurde car les valeurs

propres de M sont les racines de xazm, et il y en a au maximum n.

On vient de montrer que M ne peut avoir que 0 comme valeur propre. Comme M admet au moins une
valeur propre avec le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, on a Sp(M) = {0}. Toujours d’apres ce théoréme,
on a donc xp = (X — 0)™ car xm est scindé dans C[X], unitaire et de degré n. D’apreés le théoréme de

CAYLEY-HAMILTON, il vient M™ = 0 donc M est nilpotente.

0 1
0 0

0 2

c.Sth—< 0 0

) =E1,2 # 0 € Mz(C) de sorte que 2M = < ) On a M? = 0 donc M est nilpotente

et non nulle. Si on prend P = (1 O), on a P inversible et P! = <1 0 > et on vérifie facilement que

0 2 0 172
2M = P~ 'MP donc que M et 2M sont semblables.

d. Soit M € M3(C) nilpotente telle que rang (M) = 1.

Méthode 1 : comme la matrice M est de rang 1, il existe une matrice colonne C # 0 € My 1(C) et une
matrice ligne L # 0 € My n(C) telles que M = CL. Ainsi, M*> = C(LC)L = (LC)(CL) = LCM. Or
LC = Tr (LC) = Tr (CL) = Tr (M) de sorte que M? = Tr (M)M. Mais si A est une valeur propre de M, il
existe X # 0 € Mn,1(C) tel que MX = AX et M3X = A3X = 0 donc A> = 0 et A = 0. Ainsi, Sp(M) = {0}
donc, comme M est trigonalisable donc semblable & une matrice triangulaire avec des 0 sur la diagonale, on
a Tr (M) =0 donc M? = 0. Ainsi, comme M x M = 0, on a Im (M) C Ker(M).

Méthode 2 : soit X # 0 un vecteur de Im (M) de sorte que Im (M) = Vect(X2) car Im (M) est une droite.
Comme Im (M) est stable par M, il existe « € C tel que MX; = aX;. Mais comme M est nilpotente, 0 est
a nouveau la seule valeur propre de M donc « = 0 car X, # 0. Ainsi, X; € Ker(M) donc Im (M) C Ker(M).
Dans les deux cas, on a prouvé que Im (M) C Ker(M). Si (X2) est une base de Im (M), par le théoreme
de la base incomplete, il existe X; € C3 tel que (X7,X2) est une base de Ker(M) car Ker(M) est un plan
d’apres la formule du rang. Soit X3 € C3 un antécédent de X, € Im (M) par M de sorte que MX3 = X5. La
famille B = (X7,X2,X3) est de cardinal 3 = dim(C3) et elle est libre car (X7,X2) est elle-méme libre et que
X3 ¢ Vect(X7,X2) = Ker(M) puisque X, # 0. Ainsi, B est une base de C? et, en notant m ’endomorphisme
de C3 canoniquement associé & M, on a E2 3 = Mat g(m) par construction. Comme E; 3 et M représente le
méme endomorphisme dans deux bases différentes, M est semblable a E; 3.

Comme M et 2M sont nilpotentes et de méme rang 1, ce qui précéde montre que M et 2M sont semblables
a Bz 3. Comme la relation de similitude est une relation d’équivalence, M est semblable & 2M.

e. Soit M € M, (C) nilpotente d’indice n, alors M™~T 2£ 0 et M™ = 0. Il existe donc X # 0 € C™ tel que
MMTX 0. Si (X, MX, - -, MM 1X) était liée, il existerait une famille (Ag, -+, An_1) # (0,---,0) € C™ telle

n—1
que Y AgMKX = 0. On pourrait définir entier i = Min({k € [[0;n — 1] | Ax # 0}) € [0;n — 1] de sorte que
k=0

n—1 X n—1 X

I'on aurait Y AcM¥X = 0. On multiplierait (1) par M™~'~1 & gauche pour avoir Y MMM 17HkX =0 et
k=i k=i

il ne resterait que A;M™ "X = 0 car M™ = 0. Or ceci est impossible car A; # 0 et M™~TX # 0 par hypothese.
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On a montré par 'absurde que B = (X, MX, - - -, M™~1X) est libre donc c’est une base de C™ car son cardinal
est égal a la dimension de C™. En notant m I’endomorphisme de C™ canoniquement associé a M, on a
M = PJP~! avec P la matrice de passage de la base canonique & la base B et | = Mat 5 (m) = (84,j4+1)1<i,j<n
la matrice avec des 0 partout sauf sur la sous-diagonale ou il y a des 1. Comme 2M est aussi nilpotente
d’indice n, ce qui précede montre que 2M est aussi semblable a | donc, par transitivité et symétrie de la

relation binaire de similitude, M et 2M sont semblables.

a. Comme xA est unitaire par construction et scindé sur C par D’ ALEMBERT-GAUSS, si ai,- -+, a, sont les

T T
valeurs propres distinctes de A, on peut écrire xa = [] (X — a;)™at) d’ott xa(B) = [[ (B — ajl,)™a: (),
i=1

i=1
Comme GL,(C) est un groupe multiplicatif, on a xa(B) € GLy(C) <= Vi € [1;n], B — ailn € GL,(C).

On peut aussi le justifier par le déterminant (qui est une fonction multiplicative), en écrivant que l'on a

XA(B) € GL,(C) <= det(xa(B)) # 0 < f[ (det(B — ailn))™ei(A) £ 0 <= Vi € [1;7]), det(B — ail,) #O.

i=1

Or B —ailn € GL(C) car det(B —ailn) = (—1)™xp(ai) # 0 puisque a; étant une valeur propre de A, elle ne
peut pas étre une valeur propre de B car on a supposé Sp(A) NSp(B) = ). On a donc bien x (B) inversible.
b. Par hypothése, AX = XB. Alors A?X = A(AX) = A(XB) = (AX)B = XB?. Par une récurrence facile, on

d d a
montre que Yk € N, AKX = XB*. SiP = Y axX* € C[X], on a P(A)X = 3 axA*X = Y axXB* = XP(B).
k=0 k=0 k=0
En prenant P = x, on obtient donc xa (A)X = Xxa (B) ce qui donne, avec CAYLEY-HAMILTON, Xxa (B) = 0.

Or on a vu en b. que xa (B) est inversible. Il ne reste donc plus que X = 0.

c. On définit ¢ : M (C) = M, (C) par ¢(X) = AX — XB. Comme ¢ est visiblement linéaire, ¢ est un
endomorphisme d’un espace de dimension finie, donc ¢ est un automorphisme si et seulement si elle est
injective. Soit X € Ker(¢), on a AX = XB et, avec la question précédente, X = 0. Ainsi, Ker(¢) = {0} ce
qui montre que ¢ est un automorphisme de M, (C). La bijectivité de ¢ permet de conclure que, comme

attendu, YM € M, (C), !X € M, (C), AX — XB = ¢(X) = M.

pas fait

a. P(2) =25-42%42.23+82%-8.2=32-64+16+32—16 = 0 et, comme P’ = 5X* —16X3 +6X? +16X -8, on
aaussi P/(2) = 5.2 —16.23 +6.22 +16.2—8 = 80— 128+ 24 +32—8 = 0. Ainsi, 2 est racine au moins double de
P et 0 est clairement racine de P ce qui montre que P = X(X —2)2Q avec deg(Q) = 2 d’ot1 Q = aX? +bX +c.
En identifiant le terme en X°, on a a = 1, celui en X donne ¢ = —2 et celui en X? permet d’avoir b = 0. Par
conséquent, P = X(X — 2)%(X? — 2) = X(X — 2)%(X — V2)(X + V/2).
b. Analyse : sin € N*, M € Mn(R), P(M) = 0 et Tr (M) = 0, comme P est annulateur de M, on sait
d’apres le cours que Sp(M) C {0,2,v/2,—v/2}. Puisque Sp(M) C R, xm est scindé sur R donc, d’aprés
le cours, Tr (M) = mo(M).0 + m2(M).2 + m 5(M).vV2 +m_ 5(M).(—v2) = 2a + (b — ¢)v2 en notant
a=my(M)e N,b=m 5(M) € Netc=m_ 5(M) € N. Comme Tr (M) =0, on a 2a + (b —c)v2 = 0.
Si on avait a # 0, on aurait /2 = % € Q ce qui est absurde car on sait que v/2 est un irrationnel.

Ainsi, a = 0 donc Tr (M) = (b —¢)v2 et b = ¢. Comme m,(M) = 0, 2 n’est pas valeur propre de M
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donc M — 2I,, est inversible et la relation M(M? — 21,,)(M — 2I,,)? = 0 se résume & M(M? — 2I,,) = 0 en
multipliant par (M —2I,)~2 (tout commute). Le polynéme R = X(X? —2) = X3 —2X = X(X —/2)(X+/2) est
scindé & racines simples et annulateur de M qui est donc une matrice diagonalisable dans My, (R). Comme

On—2b On—2bb On-2b,b
mo(M)+m 5(M)+m_ 5(M) =n,onamo(M) =n—2bet, ennotant D = [ Opn—20 V21 Op
Ob,n-2b Op —V/2Iy

(par blocs), il existe une matrice P € GL,(R) telle que M = PDP~! (P est la matrice de passage entre la

base canonique de R™ et une base de R™ formée de vecteurs propres de M (dans le bon ordre).

On—2b On—2b,p On_2b,b

Syntheése: sin € N*,b € Ntelque2b <netM =P | On_2bp  V2Ip 0p P~T avec P € GL,(R),
Ob,n—2b Op —V/2I
On—2b On-—2bb On—2v,b } On—2b On—2b,b On—2b,b
onaM3="P On—2v,b ﬂIb Op p~l=p On—2b,b Z\ﬁlb O0p P~ = 2M donc
Ob,n—2b Op —V/21y, Ob,n—2b Op —2V/2Iy

R(M) =0 d’olt P(M) = (M — 2[,,)?R(M) =0 et Tr (M) = (v2 —v2)b =0.
Pour n € N*, les matrices M € My (R) telles que P(M) = 0 et Tr (M) = 0 sont donc toutes les matrices de

la forme précédente, ca en fait beaucoup !

pas fait

a. La construction par blocs montre qu’on multiplie par 2 la taille de la matrice a chaque étape, et comme

la taille vaut 1 quand n vaut 0, par une récurrence simple, la taille de A,, vaut 2™ pour tout entier n € N.

b. La matrice Ag = (1) est de rang 1, A1 = <1 (])) est inversible donc de rang 2. Pour tout n > 1,

si on effectue l'opération de GAuss C, «— Cz — C; (par blocs) pour le calcul du déterminant de An41,
An 0

An —An
récurrence, on a donc det(Ag) =1, det(A1) = —1 et Vn > 2, det(A,) =1 # 0 donc A,, est inversible ce qui

on a det(An 1) = donc det(An 1) = det(A,)det(—A,) = (=1)2" det(A,)? = det(A,)?. Par

montre que son rang vaut 2™.

c. Par une récurrence simple, on établit que toutes les matrices A;,, sont réelles et symétriques donc, par le

théoréme spectral, A,, est diagonalisable. Sp(Ag) = {1} et, comme xa, = X*> — X — 1, Sp(A7) = {«, B} avec

N A 1-5
2 2

le nombre d’or) et B = qui vérifient «+p = 1 et af = —1 (relations coefficients/racines).

Apres calculs, on trouve xa, = X* — X3 —4X2 =X +1 = (X +1)2 (X ~3 +2\/§) (X ~3 _2\/§> donc
Sp(Az) = {—1,a?% p?}. Comme ap = —1, on a donc Sp(Az) = {«?, B, p2}. La récurrence arrive :
Initialisation : on vient de voir que Sp(A™) = {«'f) | i +j =n} pour n =0,1,2.

Hérédité : soit n > 2 tel que Sp(A™) = {a'p) | i+j=n}.

(C) Soit A une valeur propre de An4+1. On sait que A # 0 d’aprés b. car A, inversible. Il existe un
vecteur colonne V = (>Y() non nul (écrit pas blocs 2™ 4+ 2™) tel que An41V = AV, ce qui équivaut
aARX+ ALY =AX (1) et ApnX =AY  (2). En reportant (2) multiplié & gauche par A, dans (1)
multiplié par A, on obtient AApRX + AZX — A2X = 0 = (An - %Izn) (An - %Izn)x (car oaf = —1
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= “;B = % = —1). Si on avait X = 0, on aurait aussi Y = 0 d’apres (1) car
o _

A # 0 et on aurait alors V. = 0 : NON ! Ainsi, X # 0 donc (An — Alzn) (An — %Ip) n’est pas
o

et

R |=
>® =

inversible ce qui prouve que An — 2on ¢ GLan(R) ou Ap — %IZH ¢ GLan(R) (car GLzn (R) est un
o

groupe multiplicatif). Par hypothese de récurrence, on a donc 2 € Sp(An) = {«'p) | i+j =n} ou
o

% € Sp(An) = {«'p) | i +j = n}. Dans les deux cas, que A = «**1p) ou A = «*pI*! avec i +j = n,

ona(i+1)+j=n+Tloui+(+1)=n+1etonabien e {a'pl' |1/ +j =n+1}

(D) Réciproquement, soit A € {oci/Bj/ |V 4+j" =n+1}. Considérons deux cas :

e Siiy =0, =n+1etA=p"". Comme p™ € Sp(A,) par hypothese de récurrence, soit
X

X
un vecteur propre X € Egn(An) (donc X # 0), en posant V = | AnX | = | x | # 0, alors
AnX
A X + 42 n n—1 n+1
An_;’_]V: n B — ((B +EX )X> — (B nXX) :Bn-'rlvcar ﬁ2:ﬁ+1 dOnC
AnX R §

A=B™" € Sp(Anyq) car V est un vecteur non nul tel que A, 7 = p"H'V

e Sit'e[l;n+1],onar=a'pl’. Comme «''~'pi" € Sp(A,) par hypothése de récurrence, soit
X
un vecteur propre X € E v—155(An) (donc X # 0), en posant V = | AnX | = | x | #0,
(xi/ BJ/ o

A X ./ Y Iy ./ -/ Y
AT’LX + —n= (OC1 -1 [3] + (Xl 72[‘))] )X 061 [3] X Y,
alors An1V = ( A X o4 > = ( o1 Bj/X = oci/_l(ij/X ="' BV car
n

o? =a+1donc A = ocilﬁj/ € Sp(An+1) car V est un vecteur non nul tel que A4 = oci/BjIV.
Dans les deux cas, A € Sp(An1) et, par double inclusion, on a bien Sp(An41) = {oci/ﬁj/ [+ =n+1}.
Par principe de récurrence, on a établi que ¥n € N, Sp(A,,) = {a'p) | i+j=n}.
a. Posons F = {fqp : 2+ az+ bz | (a,b) € C?} et vérifions que E = F.

(Q) : soit f € E, alors Vz € C, f(z) = f(Re(z).1 + Im(z).i) = Re (2)f(1) + Im

)f(i) car f est R-linéaire et
que (Re(z),Im(z)) € R? et (1,i) € C2. Avec les formules d’'EULER, f(z) = Zf

(z
+

(1) + Zz—ff(i) =az+bz

aveca:@+%e (Cetb:f(z—w—%ec Par conséquent, f =fq, et E CF.

(D) : soit f € F, il existe (a,b) € C? tel que Vz € C, f(z) = fq,p(z) = az+bz. Pour (z,2/) € C? et (A, n) € R?,
f(Az + nz') = a(Az + pz’) + b(Az + puz’) = Aaz + paz’ +Abz + pbz’ = A(az + bz) + p(az’ +bz’) = M(z) + pf(z')
donc f est R-linéaire et f € E. Ainsi, F C E.

Par double inclusion, on a bien établi que E =F = {fq 1 : z+> az+ bz | (a,b) € C?}.

b. Soit B = (1,i) la base canonique du R-espace vectoriel C, comme f(1) = a + b et f(i) = ai — bi

donc f(1) = (Re(a) + Re(b)).1 + (Im(a) + Im (b)).i et f(i) = (—=Im(a) + Im(b)).1 + (Re(a) — Re(b)).i,
~ (Re(a)+Re(d) —Im(a)+Im(b)
Mat 5 (fa,p) = <Irre1(a) + Irs (b)  Re(a)— Re(b)

c. D’apres la question précédente, xr, , = X? — Tr (fq,0)X + det(fq,b) = X? — 2Re (a)X + |a|? — [b|%. Soit A

> d’ott Tr (fa,p) = 2Re (a) et det(fq,p) = |a|* — [b|*.

le discriminant de xr, ,, comme A = 4Re (a)? —4(|a|? — |b|?) = 4(|b|? — Im (a)?), on traite trois cas :
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Si [b| > [Im (a)| , A > 0 donc x¢, , admet deux racines simples réelles ce qui prouve que fq p est diago-

nalisable sur C considéré comme un R-espace vectoriel.

Si [b] < [Im (a)| , A <0 donc x¢, , admet deux racines simples complexes non réelles (et conjuguées) ce

qui prouve que fq p n’est diagonalisable sur C considéré comme un R-espace vectoriel
car xf, , n’est méme pas scindé dans R[X].

Si[b|=|Im(a)|] , A =0etxs,, =(X—Re(a))? donc Sp(fa,p) = {Re(a)}. Or, d’apres le cours, fqp
est diagonalisable si et seulement si fq,p, — Re(a)id ¢z = 0, c’est-a-dire si et seulement
Re (b) —Im (a) 4+ Im (b)
Im (a) + Im (b) —Re (b)
impose Re (b) = Im (a) = Im (b), c’est-a-dire b=0et a € R.

si Mat 5 (fq,p) — Re(a)l2 = ) = 0. Cette condition

Ainsi, fq,p est diagonalisable si et seulement si (|b| # |Im (a)| ou (b = 0 et a € R)). Dans ce dernier cas,

fa,0 est 'homothétie de rapport a.

pas fait

a. Méthode 1 : soit f endomorphisme de Rn[X] dont la matrice dans la base canonique de RynJ[A] est

la matrice A. Par définition, f(1) = X, Vk € [1;N — 1], f(X*) = Kyt 4 %Xk“ et f(XN) = xN-T,

N
N N
Pour P = axX® € Rn[X], par linéarité de f, on a f(P) = apf(1) + ( > akf(Xk)> + anf(XN) donc
k=0 k=0
N—1 K N — Kk 1N N MY
f(P) = apX +anXN"T4+ 3 ak(—xk—‘ +;xk+‘) == 3 kX £ 3 xR - ka NXk+1
k=1 N N N = k=0 N =
/ 2
ce qui donne f(P) = Pﬁ + XP — —XNP =xp+ 1 =Xps
0 & O 0
o . &
Méthode 2 : A7 = Do o se reconnait aisément, c’est la matrice de 'endomorphisme
: . 1
0 -+ -+ 0 0

!
f1 1P Pﬁ de I'espace E = Ryn[X] dans la base canonique B = (1,X,---,XN) car Yk > 1, f1(X¥) = %Xk*].

0 0 e e 0
_ ) .

La matrice A, = | 0 NTA . "+, | est obtenue & partir de A; en échangeant I'ordre des lignes et
: . . .0
0 -+ 0 L 0

des colonnes. Ceci signifie que A; = PA 1P ou P est la matrice qui contient des 1 sur la “seconde” diagonale
et des 0 partout ailleurs : P = (pij)1<i,j<n+1 avec pij = 1 sii+j = N+ 2 et pyj = 0 sinon. Or P
est la matrice de ’endomorphisme g de E qui envoie X¥ sur XN~* et on constate que I'on a l’expression

g:P— XNP(%). Ainsi, A, est la matrice dans la base canonique B de E de f; = go f; og. Or, pour un

polynéme P € E, il vient f; o g(P) = l(XNP(lDI = XN’1P(l) _xn? P’(l) ce qui donne finalement
’ N X X N X/’
2—N 2
12(P) = g((f1 0 9)(P)) = XN (X' NP(x) = X2 (X)) = xP(X) — Xop/(x).
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2
Au final, comme A = A7 + Ay = Mat ¢ (f) ol f = fy +fz:P»—>XP+]_TXP'.

b. Cherchons les éléments propres de f.
Analyse : soit un réel A € R et un polynoéme P € E tels que f(P) = AP, on a donc (1 —X?)P’ = N(A — X)P = 0.

La fonction polynomiale P est donc solution de '’équation différentielle (E) : (1 — t?)y’ = N(A — t)y. Or
A=t _A+1 1 + A—1 _1
11—t 2 T+t 21—t

N+ NO=A) . . . N(A+1)
y:t—=o(lT+t)” 2 (1—t)” 2 quisont des fonctions polynomiales non nulles si a # 0 et —5

. Ainsi les solutions de (E) (sur 'intervalle | — 1; 1] par exemple) sont les

=k

et M =k’ sont des entiers naturels avec k + k' = N. Ainsi, il existe k € [0; N] tel que A = % — 1 est

valeur propre de A associé au vecteur propre Py = (1 + X)*(1 — X)N=% € Ry[X]. A est bien diagonalisable.
Synthése : pour tout k € [0;N], posons Ay = % —Tet P = (1+X)%0 —X)N"* € Ry[X], les calculs
précédents montrent que f(Py) = APy avec Py # 0 donc Ay est une valeur propre de f.

Conclusion : A est diagonalisable car A € Mn41(R) admet N + 1 valeurs propres distinctes, on peut méme

affirmer que tous les sous-espaces propres Ex, (A) sont des droites et Ex, (f) = Vect(Py).

N
De plus, comme A est diagonalisable dans My41(R) donc xa est scindé sur R, on a Tr (A) = > A donc
k=0

N
Tr (A) = kzo (% - 1) = % X w — (N +1) =0 (ce quon savait déja car il n’y a que des 0 sur la

N
diagonale de A) et det(A) = [] (z—k - 1) donc det(A) = 0 si N = 2p est pair car A, = ;JZ —1=0et
p

= N
k=0
N N P . |
_ 2k N k—2p—1 g 2kl @p+1)! ~
det(A) = ( - 1) = =(=1P = calcul classique en
() kl;[() 2p +1 kl;IO 2p+1 =) i=o0 2p +1 Zp(zp+1)p+]P!( a

faisant intervenir les termes pairs manquants) si N = 2p + 1 est impair.

a. Soit M € My (C) nilpotente, il existe p € N tel que MP = 0. Soit A € Sp(M), il existe X # 0 € Myu,1(C)

tel que MX = AX. On montre par une récurrence simple que Yk € N, M¥X = A¥X. Pour k = p, on a donc
MPX = 0 = APX donc AP = 0 car X £ 0 d’ou A = 0. Ainsi, la seule valeur propre de M est 0 et, comme xm

est scindé dans C par le théoréeme de D’ ALEMBERT-GAUSS, on a xpm = X™.

Seul nous intéresse le fait que xm soit scindé dans C, ce qui montre d’apres le cours que M est trigonalisable
dans M, (C) donc qu’il existe P € GL,(C) et T triangulaire supérieure avec des 0 (seule valeur propre) sur
la diagonale telles que M = PTP~!. Alors det(I, +M) = det(I,, + PTP~1) = det(P(I,, + T)P~ ") = det(I,, + T)
car I, + T et P(I, + T)P~! sont semblables. Comme I, + T est triangulaire supérieure avec des 1 sur la
diagonale, on a det(I, + T) =1 = det(In + M).

On pouvait aussi dire que —M est aussi nilpotente donc x_m = X" et det(In + M) =x_m (1) =1" = 1.

b. Si U est inversible, on a U + V = U(I,, + U~'V) donc, par multiplicativité du déterminant, on obtient
det(U + V) = det(U)det(I, + U~"V) = det(U)det(I, + M) en posant M = U~'V. Comme UV = VU,
on a aussi U7V = VU™ en multipliant par U~" & gauche et & droite donc Vk € N, M* = U=*vk par
récurrence simple et, comme V est nilpotente, M est aussi nilpotente car V™" = M™ = 0 par le théoreme de

CAYLEY-HAMILTON puisque xy = xm = X™. D’apres a., det(In + M) =1 donc det(U + V) = det(U).
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c. Soit n € N*, (U,V) € (M, (C))? tel que UV = VU et V nilpotente. Traitons trois cas :
e Si U inversible : dans ce cas, d’aprés b., det(U + V) = det(U).
e Si U =0: dans ce cas, det(U+ V) = det(V) =0 = det(U) car V est nilpotente donc non inversible.

e Si U n’est pas inversible et U # 0: on a det(U) = 0. Comme U et V commutent par hypothese, Ker(U)

est stable par V. Proposons deux approches :

e Soit B1 une base de Ker(U), Ker(U) # {0} car U n’est pas inversible, dim(Ker(U)) =p > 1. On

complete B en une base B de C™ et, si on note u et v les endomorphismes de C™ canoniquement

associés & U et V, Mat g (u) = <g g) et Mat 5 (v) = (g ]]:5)) car Ker(U) est stable par v.

CeMy(C)et (BE) € My_p(C) avecp > 1 et n—p =rang (U) > 1. Comme v est nilpotent, C
CTL

et E sont nilpotentes car V' = 0 = ( 9 ;1 implique C™ =0 et E™ = 0. Ainsi, det(C) =0

C A+D

et, comme U4V = (O B4 E

), det(U + V) = det(C)det(B + E) = 0 = det(U).

e Comme v est nilpotent, w = vker) (I’endomorphisme induit par v dans Ker(u)) est aussi
nilpotent donc non inversible et il existe un vecteur x € Ker(u) tel que w(u) = v(u) = 0. Ainsi,
x € Ker(u) N Ker(v) donc (u+ v)(x) = 0 et, comme x # 0, u+ v n’est pas inversible donc
det(u+v) = det(U+ V) =0 = det(U) + det(V).
Ainsi, pour tout n € N*, si (U,V) € (M, (C))? vérifie UV = VU et V nilpotente, alors det(U + V) = det(U).

a. Soit u un endomorphisme sur un K-espace vectoriel de dimension finie.

CNS 1 : u est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynéme P a coefficients dans K, annulateur de
u et scindé a racines simples sur K.

CNS 2 : u est diagonalisable si et seulement s’il existe x,, est scindé sur K et si pour toute valeur propre A

de u, la dimension du sous-espace propre Ej(u) vat 'ordre de multiplicité de A dans le polynéme xy,.

X+2 —4 -1
b. Dans la calcul de xao = | 1 X—3 —1 |, on effectue l'opération de Gauss Ly «— L; — L, pour
3 -3 X-2
X4+1 =X—1 0 1 -1 0
avoir xa = | 1 X-3 -1 |=(X+1)|1 X—=3 =1 | par linéarité du déterminant par rapport
3 -3 X—-2 3 -3 X-=2

a la premiere ligne. Ensuite, avec C; +— C; 4+ C;7 et en développant par rapport a la premiere colonne,
1 0 0

XxAa=X+D[1 X=2 =1 |=X+1) X—-2 -l = (X +1)(X—2)2. Ainsi, Sp(A) = {—1,2}.
0 X -2
3 0 X—-2
4 4 1
c. —1 est valeur propre simple de A donc E_;(A) est une droite. Comme A —2I3 = [ —1 1 1] est
-3 3 0

clairement de rang 2 car ses deux derniéres sont non colinéaires et ses deux premieres forment une famille
liée, par la formule du rang, dim(E2(A)) =3 —2 =1 # 2 alors que 2 est la multiplicité algébrique de 2 en

tant que valeur propre de A : ceci montre que A n’est pas diagonalisable.
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1 4

d. La valeur de A —2I3 montre que Ez(A) = Vect(v2) avec v = (1,1,0). Comme A+13 = | —1 4
-3 3 3

voit que E_q(A) = Vect(vy) avec vi = (1,0,1) car la somme de la premiere et de la troisieme colonne de A+ 13

1

—_

, on

est nulle. On cherche un vecteur vs tel que Avz = 2v3 4+ v, (par exemple), c’est-a-dire (A —2I3)vz =v;. Oril

est clair que le vecteur ez est un antécédent de v, par A (la troisieme colonne de A —213 vaut v2). On choisit

1 1 0
donc vz = ez = (0,0,1). On pose P = | 0 1 0 | la matrice de la famille B = (vq,v3,v3) dans la base
1 0 1

canonique (e7, ez, e3) de R3. Comme det(P) =1 # 0, la famille B est une base de R> et, par construction,

-1 0 0
A=PTP'avecT=[ 0 2 1| (réduction de JORDAN).
0o 0 2

a. Soit A € C une valeur propre de M, il existe donc X # 0 € My4,1(C) tel que MX = AX. Par une récurrence
simple, on a Vk € N, M*X = A*X donc (M3 —4M)X = M3X —4MX = A3X —4AX = (A3 — 4A)X = 0 alors que
X # 0 donc P(A) = A3 —4A = 0 et A est une racine de P.

b. Comme P = X(X? —4) = X(X — 2)(X +2), on a donc Sp(M) C {—2,0,2} d’apres la question précédente.
Comme P est scindé a racines simples sur R et que P est annulateur de M, la matrice M est donc diagonalisable
dans M4(R). Elle est donc semblable & une matrice D contenant dans sa diagonale les valeurs propres de
M. Mais Tr (M) = Tr (D) = 0 donc la multiplicité de 2 est égale a celle de —2. Il y a donc trois cas :

e Les valeurs propres de M sont 0,0,0,0 donc D =0 et M = 0.

e Les valeurs propres de M sont 0,0, 2, —2 donc il existe une matrice inversible P € GL4(R) telle que

M = PDP~! avec D = diag(0,0,2, —2).

e Les valeurs propres de M sont 2,2, —2, —2 donc il existe une matrice inversible P € GL4(R) telle que

M = PDP~! avec D = diag(2,2, -2, —2) (et M est alors inversible).

Réciproquement, les matrices évoquées ci-dessus vérifiant bien M € M4 (R) avec M3 —4M = 0 et Tr (M) = 0.

X—=1 1 -2
a. Dansxa =| —2 X+4+2 —4 |, on effectue 'opération de GAauss C; «+— C; + C et, par linéarité du
-3 3 X—6
X 1 -2 1 1 -2
déterminant par rapport a la premieére colonne, on obtient xya = |X X+2 —4 |[=X|1 X+4+2 —4
0 3 X—6 0 3 X—6

On effectue L; +— L, — L1 et on développe par rapport a la premiere colonne pour obtenir la factorisation
1 1 -2

xa=X[0 X+1 =2 |=X
0 3 X—6

X+1 -2

3 X—6 :X((X+1)(X_6)+6):XZ(X—S).

Comme 5 est une valeur propre simple de A, E5(A) est une droite. On a clairement A de rang 1 car ses deux
premieres colonnes sont opposées et non nulles et que sa troisieme colonne est deux fois la premiere. Par la
formule du rang, dim(Ker(A)) = dim(Eo(A)) =3 — 1 =2 = mp(A) donc, par un théoréme du cours, A est
diagonalisable dans M3(R).

XIz3 — A —A
0 X3 — A
par blocs. Comme le spectre de C est I’ensemble des racines de xc, on a donc Sp(C) = Sp(A).

b. Comme XIg—C = ,onaxc = det(XI3—A)% = x% avec les propriétés du déterminant
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XI3 — xA  —PBA

VA XL |» On effectue 'opération de GAUSS par blocs C; «— C; + C», et ensuite
- 3

c. Dans xg = ’

XIs —(a+ B)A  —BA = ‘Xb —vA —BA car « + = vy. Par

XI3 — yA XI3 0 XI5 + BA
blocs, on obtient dont xg = det(XI3 —yA) x det(XIz 4+ BA) = y™(—B)"det((X/y)Iz —A) x det((—X/B)Iz3 — A)

done xg = (—1)nﬁnynx,\(§)x,\( - %) Par conséquent, Sp(B) = (—B Sp(A)) U (v Sp(A)) = {0, —5B, 5y}

car A € Sp(B) <= xB(A) =0 <= (XA(%) =0 ou XA(* %) = O) = (% € Sp(A) ou f% € Sp(A)).

On pouvait aussi expliciter xg = X*(X + 58)(X — 5y) mais ce qui précede est plus général.

X . v (A BAY (X) _ (o0
O)' En effectuant un produit par blocs, BY = (YA 0 ) (O) = (O)
0

car AX = 0 donc Y € Ker(B). De méme, VX € Ker(A), Z = <X> € Ker(B). Considérons les parties

[, «— Ly — Ly, on arrive a xg = ‘

d. Soit X € Ker(A) et Y = (

F= { <>(§> ’ X e Ker(A)} et G = { <§> ’ X e Ker(A)}. Comme Ker(A) est un sous-espace vectoriel de
R™, on montre que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R?™ isomorphes & Ker(A) par l'intermédiaire des

applications linéaires ¢ : Ker(A) — F et ¥ : Ker(A) — G définies par ¢(X) = (z) et p(X) = <§> Or Fet

G sont en somme directe car si Y = (i; > €FNG,onaX;=0carY € Get X; =0carY € F. Par conséquent,
avec ce qui précede, F@® G C Ker(B) donc dim(F @ G) = dim(F) + dim(G) = 2 dim(Ker(A)) < dim(Ker(B)).

e. Aveca =1, B =2ety =3,0n abieny = a+ p donc on déduit de d. que dim(Ker(B)) > 4. Or la
multiplicité de 0 dans xp est égale & 4 donc, d’apres le cours, dim(Ker(B)) < 4 et on a donc dim(Ker(B)) =4

et, avec 'inclusion précédente, on a Ker(B) = F @ G avec, puisque Ker(A) = Vect(w7,w3) avec les vecteurs

1 2
wi=|[T1],wa=1{ 0 |,F=Vect(dp(wr),d(w2)) = Vect(vi,v2) et G = Vect(Pp(w1),P(wz)) = Vect(vs,va)
0 —1
1 2 0 0
1 0 0 0
0 —1 0 0 .
avecvi = | o | = d(wi), v2 o | = d(wz), vz = = P(wi) et vg = > | = P(wz). La famille
0 0 1 0
0 0 0 —1
(v1,v2,v3,v4) est donc une base de Ker(B).

Les autres valeurs propres de B dans ce cas sont —10 et 15 et sont simples car xg = X*(X + 10)(X — 15). On

peut chercher des vecteurs propres associés a ces deux valeurs propres de maniere classique en raisonnant

par blocs et en résolvant les systemes BY = —10Y et BY = 15Y en posant Y = <;<<1 ) par blocs. Mais on peut
2

aussi voir la matrice B comme le produit de KRONECKER des deux matrices M = (; g) et de la matrice
—4 -1 2
A, noté B= M ® A (c’est un cas particulier de produit tensoriel). Comme A — 513 = 2 -7 4],o0n
3 =31
1
constate que E5(A) = Vect(w3z) avec w3 = | 2 | ou on le prouve en résolvant un systéme linéaire. De plus,

3

xm = X2 =Tr (M)X+det(M) = X2 —X—6 = (X—3)(X+2) donc Sp(M) = {—2,3}. Comme M+21, = (; ;)
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2 . -2 2 1
E_2(M) = Vect(a7) avec aj = (_3). Puisque M — 31, = < 3 _3>, E3(M) = Vect(ay) avec ay = (1 )
2 1
4 2
Avec le produit de KRONECKER, on considére vs = aj @ w3 = _63 etvg = a @wz = ? et on vérifie
—6 2
-9 3

que Bvs = (—2) x5v5 = —10vs et Bvg = 3 x 5vg = 15v¢ de sorte que E_10(B) = Vect(vs) et E15(B) = Vect(vg).
Ainsi, B = PDP~! avec D = diag(0,0,0,0,—10,15) et P la matrice de passage de la base canonique de R® &

la base B = (v1,v2,v3,Vv4,Vs5,Vs).
a. Si U et V sont semblables, il existe Q € GL,(R) telle que U = QVQ~'. On montre par une récurrence

+00 oo
simple que Yk € N, U* = Qv*Q~" donc, pour un polynéme P = 3> axX¥ € R[X], on a P(U) = > aqUX

k=0 k=0
oo —+oo
donc P(U) = 3 axQVkQ~! = Q( 3 aka)Q’1 = QP(V)Q ™! donc P(U) et P(V) sont aussi semblables.
k=0 k=0
A A% 2A% . .
b. OnaM!' =M = <0 ;t) et on calcule M? = < 0 ?2 > On conjecture et on démontre par une

, . Ak kAk
récurrence facile que Yk € N*, Mk = ( o Ak >
+oo X “+ o0 X
T k too " +o0o Ak KAK kz() axA kzo kaxA
c. Alors, pour P = kZo axX® e R[X],P(M) = kzo axMk = kzo a5 e )= = % )
) - B 0 akA
k=0

qui s’écrit plus simplement P(M) = <

P(A) AP/(A) ) '

0 P(A)
d. Si M est diagonalisable, il existe d’apres le cours un polynome scindé & racines simples P tel que P(M) = 0
donc P(A) = 0 d’apres la relation de la question précédente (voir le bloc en haut & gauche par exemple).

Ainsi, le polynéme scindé a racines simples P annule A ce qui prouve que A est aussi diagonalisable.

e. Si A est inversible et diagonalisable, montrons que M n’est pas diagonalisable. Si elle I’était, il existerait
un polynéme scindé & racines simples P tel que P(M) = 0. Avec les calculs précédents, on aurait donc
P(A) = AP'(A) = 0 ce qui donne P(A) = P/(A) = 0 car A est inversible. Comme A est inversible, il existe une
valeur propre A # 0 (éventuellement complexe) de A, et on aurait donc P(A) = P/(A) = 0 ce qui est absurde

car A est racine simple de P. Ainsi, si A est diagonalisable et inversible, M n’est pas diagonalisable.

f. Avec le méme polynéme P qu’en d., on a aussi AP'(A) = 0 donc XP’ est annulateur de A. Si A est une
valeur propre de A, comme P et XP’ annulent A, on sait d’apres le cours que P(A) = 0 = AP’(A). Mais comme
les racines de P sont simples par hypothése, P et P’ n’ont pas de racine commune d’oi1 A = 0 et 0 est la seule
valeur propre de A. En effet, 0 est valeur propre de A car A n’est pas inversible. Comme A est diagonalisable
et que Sp(A) = {0}, la matrice A est semblable & la matrice nulle donc A = 0.

Réciproquement, si A = 0, alors M = 0 donc M est diagonalisable. Par conséquent, la conclusion de cet

A

exercice est que M = (
On

Q) est diagonalisable si et seulement si A = 0.
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a. Soit A € C une valeur propre de A, il existe X # 0 € Mn,1(C) tel que AX = AX. Une récurrence simple

montre que Vk € N, A¥X = AKX. Ainsi, (A3 — A2 + A —[4)X = 0X = 0 = A3X — A?X + AX + X donc
(A3 = A2+ A+ 1)X =0 et, comme X # 0, on a A> — A2 +A+1=P(A) =0 et A est bien une racine de P.

b. Comme P =X3 = X2 +X—1=(X=1)(X2+1) = (X = 1)(X+1)(X — 1), la question précédente montre que
Sp(A) C {1,i,—i}. Comme P est scindé a racines simples sur C et que P est annulateur de A, la matrice A

est diagonalisable dans M, (C) et on sait qu'alors det(A) = [[ A™ ), Posons a = m1(A), b = mi(A)
AESP(A)
et c =m_i(A). Comme —i est le conjugué de i et que A est une matrice réelle, on sait d’apres le cours que

b =c. On a donc det(A) = 19i?(—1)¢ =1 car i(—i) = 1.

c. De méme, comme A est diagonalisable dans Mn (C),onaTr (A) = >  ma(A)A = ax1+bx(i)+bx(—1)
AESP(A)

carb=cdonc Tr (A)=a€ N.

+oo +oo
a. Soit P = aX* un polynome annulateur de A, alors > axA* = 0. Soit A une valeur propre de A, alors
0

k= k=0

il existe X # 0 € Myu,1(C) tel que AX = AX. Par une récurrence simple, on montre que Yk € N, A*X = AkX,
+o0o +oo

ce qui montre que P(A)X = 0X =0 = > axA*X = Y aA*X = P(A)X. Comme P(A)X =0 et X # 0, on a
k=0 k=0

donc P(A) = 0 donc A est une racine de P : Sp(A) est inclus dans I'ensemble des racines de P.
b. A°%U =U = UB® et AU = A(AU) = A(UB) = (AU)B = (UB)B = UB? car on a AU = UB par hypothése.
Par le méme principe et par une récurrence simple, on a Vk € N, AU = UB*. Soit P € C[X] qu’on écrit

+00 400 +o00 400 +oo
P =Y XX, alors P(A)U = ( 3 akAk)U =Y aqAfU = Y apUBk = u( 3 akBk) = UP(B).
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

c. Sion prend P = xa, d’apres b., on a xa (A)U = Uxa (B) et, comme xa (A) = 0 par CAYLEY-HAMILTON, on
a Uxa (B) = 0. Or la matrice U est non nulle donc cela implique que xa (B) n’est pas inversible ; en effet, si elle
I’était, on aurait Uxa (B)(xa(B))~' = U = 0 ce qui est absurde. Par le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, XA

est scindé sur C et on peut écrire xa = [ (X—A)™ W) ce qui montre que  [[ (B —Aly)™ W) =o.
AESP(A) AESP(A)

Ceci implique qu’il existe A € Sp(A) tel que B — AL, n’est pas inversible. Or AL, — B non inversible se traduit

par det(Al, —B) = xg(A) = 0 donc A est & la fois une valeur propre de A et de B.

d. Soit A € Sp(C) N Sp(D). On sait que Sp(DT) = Sp(D) car xp = xpr donc il existe deux vecteurs
colonnes X et Y non nuls dans My 1(C) tels que CX = AX et DTY = AY. Posons M = XYT € M,,(C), alors
CM = CXYT = (CX)YT =AXYT et MD = XYTD = X(YTD) = X(DTY)T = X(AY)T = AXYT donc CM = MD.
Or, en notant X = (xi)1<i<n €t Y = (yj)1<i<n, il existe ip € [1;n] et jo € [1;n] tels que xq, # 0 et yj, # 0

par hypothese. Ainsi, si M = (my,j)1<i,j<n, O0 & My j = xiy; donc my, j, = xi,Yj, 7 O et on a bien M # 0.

a. Comme XI3 — A est triangulaire inférieure, on a xao = det(XI3 — A) = (X — 1)(X — 4)(X — 9) donc
Sp(A) = {1,4,9} car les valeurs propres de A sont les racines de son polynéme caractéristique.

Comme xA est scindé & racines simples sur R, on sait qu’alors A est diagonalisable dans M3(R) et que ses

0 0 0

sous-espaces propres sont des droites. Or A — I3 = 0 | et on constate que Eq(A) = Vect(vy) avec
8

3 3
5 5
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1 -3 0 0
vi= | —1]. De méme A — 413 = 3 0 0| eton a clairement E4(A) = Vect(v2) avec v = 1
0 5 5 5 —1
-8 0 0 0
Enfin, A —93=| 3 —5 0 | et on voit que E9(A) = Vect(v3) avec v3 = | 0 |. Ainsi, A = PDP~! avec
5 5 0 1
1 0 0 1 0 0
P=|-1 1 0] etD=diag(1,4,9) =10 4 0|.
o -1 1 0o 0 9
b. Si M € M3(R) vérifie M? = A, alors MA = M3 = AM donc, comme A et M commutent, on sait

d’apres le cours que les sous-espaces propres de A sont stables par M. Ainsi, comme v; € E;(A), on a
Mv; € E1(A) = Vect(vy) donc il existe A1 € R tel que Mvy = Ajvy ce qui fait de vi un vecteur propre de M

aussi. De méme, v, et vz sont aussi des vecteurs propres de M associés respectivement aux valeurs propres

Ao 00
A2 et A3. Ainsi, on a M = PD'P~! avec D’ = diag(A1,A2,A3) = [ 0 A2 0 | donc M est diagonalisable.
0 0 Az

c. Analyse : si M € M3(R) vérifie M? = A, on a vu & la question précédente que P~'MP = diag(A1,A2,A3)
avec (A1,A2,A3) € R3 donc P~"M?P = diag(A$,A3,A3) = P"'AP = D = diag(1,4,9) d’apreés b. donc A7 =1,
A3 =4 et A3 =9 en identifiant. Ainsi, M = P diag(£1,£2£3)P~".

Synthese : si M = P diag(£1,42 £ 3)P~! € M3(R), on a clairement M? = P diag(1,49)P~" = PDP~! = A.
Comme @ : M +— PMP~! est un automorphisme de M3(R) et que les 8 matrices diag(41,+2,43) sont

distinctes, il existe exactement 8 matrices M qui vérifient M € M3(R) telles que M? = A et ce sont les

matrices P diag(41,42,43)P~'. On peut les expliciter avec P! = | 1 mais est-ce bien nécessaire 7

1

—_ —_ o
—- O O

a. Déja f est bien un endomorphisme de E car on sait d’apres le cours qu'une application linéaire de E dans
F est entierement caractérisée par les images par f des vecteurs d’une base de E, ici la base B.

n
Soit x = > xie; un vecteur de E et A € K. On cherche les éléments propres de f avec la suite d’équivalences
=1
' n n
f(x) = A = Z xif(ei) = A Z xiey <= ( > xlel) +su= Y (Axi)e; en posant s = Y xi ce qui s’écrit
i=1 i=1
aussi f(x) = Ax <:> (Vie[n; n]] xl +s= ?\xl) en identifiant les coordonnées sur la base B. Deux cas :

Z xi = 0} qui est
i=1

n
e SiA=1,0nadonc f(x) =x < Y x; = 0 donc, en posant H = {x: > xieq
i=1 i=1

n n
un hyperplan de E car @ : > xiei — Y xi est une forme linéaire non nulle sur E (car f(u) =n # 0)
i=1 i=1

et que H = Ker(¢), on a E1(f) = H donc 1 est valeur propre de f car n > 2 donc dim(H) =n—1> 1.
e SiA#1,onadonc f(x) = Ax <= (Vi € [I;n], xi = X 5 1) “— x ﬁu Les seuls autres
vecteurs propres de f, a part les vecteurs non nuls de H vus ci-dessus, sont donc des vecteurs de la

n n
forme au avec o # 0. Or f(u) = > f(eq) = ( > ei) +nu = (n+1)udonc il n’y a qu'une autre valeur
i=1 i=1
propre a part 1 et c’est n + 1 avec En11(f) = Vect(u) d’apres ce qui précede.
b. Comme dim(E;(f)) + dim(En+1(f)) = n = dim(E) et que Ej(f)et Ep1(f) sont en somme directe, on

E = E1(f) © Enyq(f) donc f est diagonalisable avec Sp() = {I,n +1} et xf = (X =)' (X —n —1).

o1



c. Comme x¢ est scindé sur K, on sait d’apres le cours que det(f) = [] A ) = 41 et quion a aussi
AESP(T)
TT(f)= > ma(A=mn—-1)x1+1x(n+1)=2n
AESP(f)
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

corrigé en TD et pas encore rédigé

[0 8
a. Porn >1,ap =1In (WA) =xln (1 + 1—) +1n (u“—“> donc, avec I’hypotheése de 1’énoncé,
n®u, n Un

an = % + O( 1 ) +1n (1 - & O(%)) = X _ & O(iz) = O(%) et, par comparaison aux séries
S n n +oon n n +oo n

de RIEMANN7 la série )" an converge. Par dualité suite-série, la suite (bn)n>1 converge ce qui donne
n>l1
Pexistence d'un réel k tel que liT In(n®u,) = k. Par continuité de I’exponentielle, on en déduit que

lim n%u, = A =e* > 0 donc que un, ~ %
n—-+oo +oomn

_ _ X
1=0-9" est continue sur |0;1].

1
-(1=-1)7%

B; 1 [ par comparaison aux intégrales de RIEMANN.

b. Soit x €] — 1;0], la fonction gy : t —

En 1~ Comme x < 0, HT (1 —t)* = 400 donc gx(t) et, comme —x < 1, gy est intégrable sur
=1 t—

xt + o(t)

En 0T On sait que (1—1t)* ?1 —xt+o(t) donc gy (t) S "

?x—i— o(1) donc gy se prolonge par continuité
en 0 en posant gy (0) = x. Ainsi, g5 est intégrable sur ]O; %]

Par conséquent, gy est intégrable sur ]0; 1] (méme [0;1]) donc f est bien définie sur | — 1;0].

_ JFZ::OX(X—1)"'(X—TL+1)(_

Pour t € [0;1[, on a (1 —t)* t)™ d’apres le cours sur les séries entieres donc

n!

gx(t) =

0
too — 1) (x —
% Z (=1)nt1 e ot ])t“ pour t €]0; 1], ce qui se simplifie en (relation vraie pour t = 0

n!
x) gx(t) = +z:( )n+1x(x—1)~-~(X—n+1)tn,1.

n!

car on a posé gx(0) =

"(X*n+1)tn—1
n! ’

(H1) La série Y un converge simplement vers gy sur [0; 1] (on vient de le voir).
n>l

n=
Posons donc, pour tout entier n > 1, la fonction uy : t + (—1)"*! x(x=1)

(Hz2) Les un, sont continues et intégrables sur [0;1] si n € N car elles sont polynomiales sur le segment [0; 1].
(H3) La fonction gy est continue sur [0;1].

(Ha) Posons I, = fo] lun| = (=) —x) n' =] = o
Ins1 . ()0 =x)--(n—T—x)n—xnn!  nnh-—x) _ x 1 -2
I: (=)0 =x) (=T =x)(nFT1).(n+ 1) (n+1)2 o (] B n) % (] + n)

ce qui donne, par développements limités, I?—'H = (1 — ﬁ) X (1 ~ 24 O(%)) et il vient donc
n [e’e) n

n—1-x) [QT _ (=)0 =x)-(n—=1-%) pour n € N.

On calcule

ITI‘—“ = 1% + 2z O( ) On en déduit d’apres la question précédente qu’il existe A > 0 tel que
n o0

In ot )‘+2 donc, toujours par comparaison aux séries de RIEMANN, n2>:1 I, converge car x +2 > 1.
Par le théoreme d’intégration terme & terme, on a 'intégrabilité de gx (on le savait déja) et surtout la relation

f01 gx(t)dt — f()] ﬂdt — f(X) — J'io(_])th X(X_ 1)(X —n+ 1) -&-zo:o fo1 Up.

t n=1 TLT\.' n=1
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a. Pour x € R, soit gy :]0; 1[— R définie par gy (t) = | n(t)|* = eX™(MM®D | La fonction gy est continue sur

]0; 1 par opérations. Comme In(t) ~t- 1, on a gy (t ) ~(1—1)% % Traitons plusieurs cas :

(-1
® Six <0, 1im+ [In(t)| = +oo donc 1im+ gx(t) = 0 et gy se prolonge par continuité en 0 avec gx(0) = 0.

e Si x > 0, par croissances comparées, g (t) = 5 o(ﬁ) donc gy est intégrable en 0.

e Comme gy (t) ~ ~ (1—1)* W’ par comparaison aux intégrales de RIEMANN, gy est intégrable
en 1 si et seulement si —x < 1 <= x > —1.
Ainsi, gy est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si x > —1. Comme la fonction gy est positive sur ]0; 1], gx

1
est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si fo gx converge. Par conséquent, D =] — 1;4o00][.

—_

b. Posons g :]1; +00[x]0; 1[— R définie par g(x,t) = | In(t)|* = e* UMD de sorte que f(x o g(x

okg
(H1) Pour t €]0;1], x — g(x,t) est de classe C*™ sur D et Vk € N*, 5 S (x,t) = (In(| n(t) |))kg
X

(H2) Pour x € D, gy : t > g(x,t) est continue et intégrable sur |0; 1] d’apres a..

K
(H3) Pour k€ N* et x € D, t — g—%(x, t) est continue sur |0; 1.
x

k
(Hs) Pour [a;b] C D, t €]0;1[ et x € [a;b], on a ‘%@(x,t)\ = [ (| ()| ex 1 n®D. Comme on
X

k
aln(nt)) <0<=t>1 ona ’g—%(x,t)‘ < @ap(t) en définissant @y.ap 0;1[— Ry par
e X

k . k .
Pk,a,b(t) = |ln(|1n(t)\)| b In(nD & ¢ < 1E et @i q,b(t) = ‘ln(|ln(t)|)| eatn(n(®l) gj ¢ > i.

La fonction @y, q,b est continue par morceaux sur ]0;1[ et elle y est intégrable car on a comme

| tn(| (v

. . 1 . . .
a la question a. t)= (—) ar croissances comparées et t) ~ d’ou
q (Pk,u,b( ) o o \/{ p P (Pk,a‘b( )1_ (1 — t)fb
k
In(1 -1t _
Pk,a,b(t) ~ M =0 % par croissances comparées et 1-b 4,
- (1—1) 1- (1-1)"z 2

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C* sur D et, pour tout entier k € N*
1 k

et tout réel x € D, on a f(x) = fo (In(|in(t)])) exntn®Dgz,

c. 777

d. 77?7

a. Pour n > 2, soit fy : Ry — R définie par f,,(x) = H#“ La fonction f, est continue sur Ry et
X

fr(x) ol ’:—n donc fy, est intégrable sur Ry par comparaison & une intégrale de RIEMANN car n > 1. Ainsi,

“+oo
fo 7 _ix converge pour n > 2 et la suite (In)n>2 est bien définie.

b. Utilisons le théoréeme de convergence dominée :

(H1) La suite de fonctions (fn)n>2 converge simplement sur Ry vers la fonction f: Ry — R telle que

f(x) =1six €01, (1) = % et f(x) = 0 si x €]1; 4o0].
(Hz) Les fonctions fy, et f sont continues par morceaux sur Ry.
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1

(H3) Pour tout n > 2, Vx € Ry, [fa(x)| < @(x) avec @(x) =1six € [0;1] et @(x) = f2(x) = e si
X
x € [1; +oo[ avec @ qui est continue par morceaux et intégrable sur Ry car ¢(x) o iz
0o X
D, N 1 h/ N 2 s . +oo 1 .l E
apres le théoreme eévoqué, HE;TOO Ihn = fo f(x)dx = f dx=1=1{(.
1 n +oo
d d
c.Pourn}Z,In—(’.:In—1:f( —1dx—|—f dx——fo 1X+x)i‘+fl ]erxnavecla

1/n

relation de CHASLES. On pose x = u'/™ = on(u) dans les deux intégrales car u — u est une bijection

strictement croissante de classe C' de ]0;1] dans ]0; 1] mais aussi de [1; +oo[ dans [1'4—00[ ce qui donne la

1T..1/n + 1/n
relation I, — 1 = % . LHT?L“—&-% f1 OO (]Tdu) donc n(I f gn(u du—i—f u)du en posant
1/m 1/n
gn(u) 14+u € n( ) (]+u)
(H1) (gn)n>2 converge simplement sur |0;1] vers g :]0;1] — R telle que g(u) = ]_:_ et (hn)n>2
u
converge simplement sur [1; +oo[ vers h: [1;+00[— R telle que h(u) = —1 .
u(l+u)

(Hz2) Les fonctions gn et g sont continues sur |0;1] et les hy, et h sont continues sur [1; +o0].
(H3) Pour tout n > 2, Vu €]0;1], |gn(u)] < a(u) =1 et Vu € [1;400], [|hn(u)] < B(u) = WoTcE)]

avec o continue et intégrable sur ]0; 1] et B continue et intégrable sur [1;4o0[ car B(u) fodbwvs2
oo u

1 1
D’apres le théoréme de convergence dominée appliqué deux fois, lim f gn(uw)du = f g(u)du = n(2)
n—+oo J0 0

X o0 . +o0 . +o0 1 1 _ u +o0 _ o

et nl—1>Toc : hn(w)du = f] h(u)du = f] (u ]+u)du = {ln (*1 —|—u>}1 = In(2). Ainsi,

lim n(l,—1)=-m@2)+mn2)=0doul, -1 = o(l) ne donne pas d’équivalent de I, — 1 : damned !
n—-+oo +oo n

Jo] +oo dx _ l _ e . 1
Changeons de stratégie. Dans : =, Ol pose x = = P(u) avec P une bijection de classe C
u

1+x
400 0 1 n-—2
strictement décroissante de ]0; 1] dans [1; +o0], et D3 i"xn = | W (— ﬁ) du = fo ]u+ — du.
. . 1 n 2 1 . .
Ainsi, pour n > 2, I, — 1 = fo %dx et on pose x = u'/™ = @n(u) car @, est une bijection
1
strictement croissante de classe C' de ]0; 1] dans ]0; 1] pour avoir I,, — 1 = 1 vt U (/m)=Tqy et

n Jo T4+u

—(1/n)
on obtient Iy —1 = —— f Y (u?/"—1)du. Comme Yu €]0;1], u?/™—1 = exp (Ln(u))—] ~ 2in(w)
T+u n foo M

t . - u(/m uz/"—l .

car e ?1 +t+o(t), on écrit plutét In —1 = —-=% f . Sty X n(u)du. Pour tout entier n > 2,
o uam2m . "
posons hy : u +— T < I X In(u) :
n
(H1) (hn)n>2 converge simplement sur ]0; 1] vers la fonction h :]0;1] — R telle que h(u) = hﬂ
u

(Hz2) Les fonctions hy et h sont continues sur |0;1].
w2 In(u)

(H3) Pour tout n > 2, Yu €]0;1], |hn(u)| < 6(u) avec 6(u) = T
u

siu €]0;1] car n > 2 et qu’il

Z/n o
est classique que Vt € R* | et —1 > t donc Yu €]0;1], T(u)] < 1 en prenant t = 21n(u) < 0. De
n

n
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plus, 0 est continue et intégrable sur ]0; 1] par comparaison & une intégrale de RIEMANN (% < 1)

In(u) 1 . .
car on a 0(u) ~ = =" =o( —377 ) par croissances comparées.

0 Ju o

D’apres le théoreme de convergence dominée, lim 5—(1—1,) f h(u)du =7J.
n—+oo
+oo +oo
Or Vu €]0; 1], h(u) =1n(u) > (=1)™u™ = > (=1)™u"In(u). Si an:u— (=1)"u™In(u) pour n € N :
n=0 n=0
—+oo
(Hy) La série > a, converge simplement vers h sur |0;1] car h(1) = > an(1) = 0.
n=0 n=0

(Hz2) Les fonctions a,, sont continues et intégrables sur ]0;1] pour n € N car elles se prolongent par

continuité en 0 avec an (0) = 0des quen > 1 et ap(u) = In(u) So (%) par croissances comparées.
u

(H3) La fonction h est continue sur ]0;1].

+1
(H4) Pourn € Nyuy :um— Wty ues — In(u) sont de classe C! sur ]0; 1] et lm})un(u)v( u) = 0 par
n

+1
croissances comparées donc J, = f lan| = f ul w)du = [un( f un (u du
1 n
donc J,, = Y dqu= 1 . La série de RIEMANN 1 converge car 2 > 1.
Jn fo ne1ct (n+1)? nzzzo n+1)° e
+oo 1 “+o00 (_])n+1
Par le théoréme d’intégration terme & terme, ] = > f an(u)du = ) >——. En séparant termes
n=0v0 n=0 (n+ ])
d’indices pairs et impairs, ] = — — + — = — - +2 ———— et il vient
P P J nz::O (ZTI + 1)2 nZ::O (Zn + 2)2 n=1 nZ (2 +2)2
_ @) _ A i ML 1) — T _ LZ
]=-¢(2)+ =T Ainsi, nl_1>11100 > In—1)=-]= 13 donc I, fodiS

d. Par comparaison & une série de RIEMANN convergente car 2 > 1, la série Y (I, — 1) converge.
n>2

a. Posons un, = Hn —In(n) sin € N*. Pour n > 2, up —un—1 = (Hn — Hn—1) — (In(n) — In(n — 1)) donc

Unp —Un_1 = —Hn ( 1 ) =1_1 +O(i2) = O(%) donc, par comparaison aux séries de RIEMANN,
+oom mn n o0 n

> (un — unq) converge absolument donc converge et, par dualité suite-série, (un)n>1 = (Hn — 1n(n))

n>l
T1>2 ES

converge aussi vers un réel y ~ 0,577 appelé constante d’EULER.

b. f:t > In(t)e” " est continue sur RY, f(t) rgln(t) io(ﬁ> et f(t) = e~'/2 par croissances comparées

o0
donc, par comparaison & des intégrales de référence, f est intégrable en 0% et 4+-o0o donc f est intégrable sur

+oo
R% . L’intégrale fo In(t)e~tdt est donc absolument convergente donc convergente, ainsi I existe.

n—1
c. Pour tout n € N*, la fonction f,, : t — ( - 1) In(t) est continue sur |0;n] et f(t) rgln(t) §0(L)

n Vi

donc, comme avant, f;, est intégrable sur ]0;n] donc I, existe.

Dans l'intégrale I,,, on effectue le changement de variable t = nu = @n(u) avec ¢, qui est bijective et

1 n—1
de classe C' de ]0;1] dans ]0;n], et on obtient I, = fo (1 - @> In(nu)(ndu) donc, par linéarité de
n
1 1
Pintégrale, comme tout converge, I, = nin(n) fo (1 —w™Tdu + nfo (1 — W)™ "in(u)du. Or il vient

1 o n-1l o o n
f 0 —uw'du = {— &} = 1 et, en posant a : u =0-uw" et b :u — In(u) qui
0 n 0 n n

sont de classe C' sur ]0; 1], comme lino1+ a(u)b(u) = 0 par croissances comparées car 1 — (1 —u)™ T
u—
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u)")ln(u)};_fol L L) L, +f”— (1—w* jdu. On

n u (1T—uw)
reconnailt la somme des premiers termes d’une suite géométrique de raison T—u # 1 et on a donc la relation

on obtient I, = In(n) + {(] — (-

1 ,n—1 n— 1
Ihn =n(n) — fo (kZ::O(] - u)k) du=1n(n) — kzz:o T In(n) — Hy = —un.
d. Pour n € N*, soit gn : R} — R définie par gn(t) = fn(t) sit <n et gn(t) =0sit>n. Alors g, est
. * +oo _ n _ 5 N .
continue sur R% et fo gn = fo fn = I, d’apres la question précédente.

n

donc HT gn(t) = f(t) = In(t)e™" par continuité de ’exponentielle car In (1 - 1) ~ =
n—+oo

n—1
(Hy) Pourt € R%, dés quen > t, ona gn(t) = fn(t) = ( _l) n(t) = n(t) exp ((n—l)ln (1-%))
t
n n

(gn)nen- converge simplement vers f sur R*.

(H2) Les fonctions g, sont continues sur R* et y sont intégrables d’apres ce qui précede et la fonction
f est continue sur RY.

(H3) Par concavité de In, Vn > 2, [gn(t)] = [fn(t)] < [n(t)|e™DEYN = Jin(t)|e te’™ donc
lgn(t)] < |In(t)e"tet? = [n(t)|e "% = o(t) si t < n et [gn(t)] = 0 < @(t) sinon. Ainsi,
pour tout n € N* et tout t € R, [gn(t)] < @(t) + [f1(t)] = V(t) et la fonction | est continue et
intégrable (comme somme de fonctions intégrables) sur R avec les mémes arguments qu’avant.

+oo +oo
Par le théoréme de convergence dominée, on a lim f gn(t)dt = lim I, = f f(t)dt donc, avec la
n—+oo J O n—+o0o 0

question a., on a donc I = —vy.
. In(x) In(1 —x) . 1
La fonction f : x — —=———"% est continue sur ]0;1[. f(x)~—1In(x)=o0( —=) car In(1 — x) ~ —x donc
X 0 0 \vx 0
f est intégrable sur }0; ﬂ par comparaison aux intégrales de RIEMANN. De plus, f est intégrable sur B, 1 {

car f(x) ~(x — 1) In(1 —x) car In(x) X 1 donc f se prolonge par continuité en 1 en posant f(1) = 0 par

+oo n
croissances comparées. Comme on sait que Vx €]0;1], In(1 —x) = — Z , il vient, avec f :J0;1] — R

n-1 1 _ 1 +oo
définie par avec f(x) = _ximbc)7 la relation I = fo wdx = f x)dx = f Z fn(x
n X

Le fonctions f sont continues sur ]0;1] et, comme fq(x) rg—ln(x)?o<ﬁ) et que lez)h fn(x) = 0 par

croissances comparées donc que f, se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1] en posant

fn(0) =0 sin > 2, les fonctions f,, sont intégrables sur |0;1].
D’abord, en posant u(x) = x™ et v(x) = In(x), les fonctions u et v sont bien de classe C' sur ]0;1] et

li%1+ u(x)v(x) = 0 par croissances comparées car n > 1 donc, par intégration par parties, on obtient la
xX—
1 1 nql
: _ x Inx 1 15, — 1 |x _ 1
relatlonfo fn—[ 7} f nldx = —[?}0—3817121.
Méthode 1 : par linéarité de 1’1ntegrale, comme la fonction f1 : x — —In(x) est intégrable sur ]0; 1], et donc

“+o00 1 1 +oo
> fu(x) = f — 1 aussi d’aprés ce qui précede, on a I = fo f1+ fo > fa(x)dx.
n=2 n=2

Pour n > 2, f,, est continue sur [0;1] en posant f,,(0) = 0 et fy(1) = 0. De plus, f,, est dérivable sur

10;1] et Wx €]0;1], i, (x) = —l((n — 1)x" 2 1n(x) + x“_z) donc, avec le tableau de variations de f,, on
n
.
trouve |[fnl|oo,0;1] = fn (e (“*‘)) = m ~ nz' Ainsi, ngz fn converge normalement sur [0;1] par
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RIEMANN. Par convergence normale (donc uniforme) de la série de fonctions Y f,, sur le segment [0;1],

n>2
1 400 oo a1 oo | 1
d’apres le cours, f S fn(x)dx = > f fn(x)dx = >, —5 = ¢(3) — 1. Comme f f1 =1, on obtient la
0 n=2 n=20 n=2Tn 0

+oo 1
valeur I =14 Y —5 = ((3) ~1.202.
n=2T

Méthode 2 : utilisons le théoreme d’intégration terme a terme :

(Hy) La série Y fn converge simplement vers f sur |0; 1] (on en vient).
n>1

(Hz2) Les f,, sont continues et intégrables sur ]0; 1] (déja vu).

(Hz) La fonction f est continue sur ]0;1].

1 1
Hy) Vn € N, fa(x)|dx = fa(x)dx = 1. et la série de RIEMANN a1 converge.
o o 3 3
n

n>on
Par le fameux théoréme, on conclut que f est intégrable sur ]0; 1] (on le savait déja) et surtout la relation
1 +o0 1 +o00
[ fax =¥ [ tldx= 3 T3 =¢(3) ~1,202,
0 n=1v0 n=1m

a. Pour x € R, la fonction gy : t — Arctan(xt)e™" est continue sur R et gx(t) = O(e™") car Arctan est
bornée sur R. Comme f;oo e~ tdt converge, par comparaison, g, est intégrable sur R, donc f(x) existe.
Ainsi, le domaine de définition de f est D = R. De plus, comme Arctan est impaire, f est aussi impaire.

b. Soit g: R x Ry — R définie par g(x,t) = Arctan(xt)e™ " :
(H1) Pour t € R, la fonction x ~ g(x,t) est de classe C' sur R par opérations.

(Hz) Pour x € R, la fonction gy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur R, (voir a.).

. a te_t .
H3) Pour x € R, la fonction t — 2 (x,t) = —€ — est continue sur R.
( 3) ax( ) ) ]+(Xt)2 +
—t
(H4) Pour (x,t) € Rx Ry, %%(x, t)’ = ﬁw < @(t) = te ' et @ est continue et intégrable sur R
X
par critere de RIEMANN car ¢(t) = o(tlz) par croissances comparées.
oo
PP /. . . 1 , +oo teit
Par théoreéme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur Ret Vx € R, f'(x) = j; Wdt
X
—t
c. Comme f’ est strictement positive sur R car t — ]fw est positive, continue et non nulle, la fonction
X

f est strictement croissante sur l'intervalle R. Puisque f(0) = 0, on a Vx > 0, f(x) > 0 donc R’ est stable

par f. Comme 1o > 0, cette stabilité montre que la suite (un)nen est bien définie et que VYn € N; u, > 0.

—+oo —t
De plus, ¥x € R%, 0 < f'(x) < fo te~tdt car la fonction t — te™t — ]fw est continue positive et non
x
oo 4 —t]+oo /
nulle sur R;. Or fo te”tdt = [—(t+1)e”']7 =1 donc ¥x > 0, 0 < f'(x) < 1.

Pour n € N, par le théoréme des valeurs intermédiaires, comme f est de classe C' sur R, il existe c¢,, €]0; 1|
tel que f(un) — f(0) = f'(cn)(un — 0) d’olt upny1 = f'(cn)un < un. Alnsi, la suite (un)nen est strictement
décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ € R..

Enfin, en passant & la limite quand n tend vers +oo dans la relation un41 = f(un ), comme f est continue
sur R, donc en particulier en ¢, on a { = f({) donc £ = 0. En effet, si on avait ¢ > 0, par le théoréme des

valeurs intermédiaires, il existerait un réel ¢ €]0; €] tel que f(€) — f(0) = f'(c)({ — 0) et on aurait £ < ¢, BOF !
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Par conséquent, (un)nen tend vers 0.

d. 777

a. Pour x > 0, la fonction fy : t — t*~ e~ est continue sur R%, elle vérifie fy(t)

t
donc fy est intégrable en 0 par comparaison aux intégrales de RIEMANN et fy(t) = o(lz) par croissances

comparées donc fy est aussi intégrable en 400 toujours par critere de RIEMANN. Ainsi, f, est intégrable sur

R* donc I'(x) existe : I" est bien définie sur R . Comme fy est positive et continue sur R*, I'(x) > 0.

De plus, si on avait I'(x) = 0, comme f, est continue et positive sur R, on aurait f, = 0 sur R ce qui est

absurde car fy reste strictement positive sur R’ . Ainsi, I' est strictement positive sur R .
Soit f: (R%)? — R définie par f(x,t) = t*"Te ™t = e(x~DInMte-t
(Hy) Pour t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C? sur R? par opérations.

of

)
Hy) Pour x > 0, la fonction fy;t — f(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir).
+
2
Pour x > 0, les fonctions t — 2 (x,t) = In(t)t* Te t et t > 07 (x,t) = (In(t))?t* Tet sont
ox ox2
X

(Hs
continues sur R* par opérations.

2% f

(H4) Pour [a;b] C R%, ¥x € [a;b], ¥Vt € RY, a—z(x, t)‘ < @ap(t) avec @qp(t) = (In(t))2t¢ Te t si
x

t €]0;1] et @q,u(t) = (In(t))?tP"Te "t sit € [1;+00[ et @q,p est continue et intégrable sur R par

comparaison aux intégrales de RIEMANN car @q,p(t) F(ln(t))zt‘“1 = o( 112) avec 1 — % <let
t 2

©a,b(t) = o(tPe™) = o(%) par croissances comparées.
+o0 +oo t
Par théoreme de dérivation sous le signe somme, I' est de classe C? sur R% et on a les expressions des

+ +
dérivées T'(x) = [ () Tetdt et TV(x) = I " (in(t))2*~Te~tdt pour x € R*.

+oo
b. I est de classe C? sur l'intervalle R et, avec la question a., Vx > 0, I'(x) = f (In(t))*t* Te tdt > 0
0

donc, d’apres le cours, I' est convexe sur R* . Par composition, comme I' et In sont de classe C? sur R%
!
et que I' est strictement positive sur R}, g = Inol est de classe C? sur R et Vx > 0, ¢'(x) = I;((X))
X
I"()T(x) = I'(x)?
I (x)
+oo +oo +oo x—1 x—1
I (x)| = ]fo m(t)txwftdt‘ < [T m(leTetar= [ \/|1n(t)|t Tet/2 x \/t'T e-t/2dt, on
X

+ —1 2 + —1 2
a par inégalité triangulaire |IV(x)|* < <fo = (\/| ln(t)|tXTe—t/2) dt) X (fo OO( tTe—t/Z) dt) ce

qui donne [I"(x)|? = I"(x)? < I"(x) x I'(x) puis g/(x) = 0. Ainsi, g = InoI est convexe sur R .

donc g”(x) = D’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour les intégrales, comme

n
c. Pour n € N*, définissons g, : R} — R par gn(t) =t~ (1 - i) site0;n]etgn(t)=0sit>n. La

11_X donc gn, est intégrable en 0 donc sur R* par RIEMANN car

fonction g, est continue sur R et gn(t) ¥
n n —+o00 n
gn est nulle au voisinage de +oc. De plus, on a J,, = f 1 (1 — l) dt = f 1 (1 — l) dt.
0 n 0 n
(H1) La suite de fonctions (gn)nen+ converge simplement sur RY vers la fonction fy : t — t*~Te™" car

n
gn(t) = 7! (1 — l) = t*Texp (nln (1 — i)) dés que n > t, que exp est continue sur R et
n n
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que lim nin (1 — l) = —t puisque In(1 +u) ~u.
n—+oo n 0

(Hz) Les fonctions gn et la fonction fy sont continues sur R%.

(Hz) Pour tout n € N* et t € R%, sit < m, [gn(t)] = t* Texp (nln (1 - L)) <Ax(t) =t Te " car
n

exp est croissante et que, par concavité de ln, on a In (l - l) < -1t De plus, fy est bien continue
n n

et intégrable sur R d’apres a
5 N , N .z +oo . too
D’apres le théoréme de convergence dominée, on a I'(x) = fo fx(t)dt = nEToo o gn(t)dt = HETOO Jn-

n n
d. Dans 'intégrale convergente fo 1 (1 - L) dt, on pose t = nu = ¢(u) avec @ qui est une bijection de
n

1
classe C! strictement croissante de ]0;1] dans |0;n] et on a J, = fo (nu)*~T(1 — u)™ndu par changement de

variable donc J, = fon . (1 - l) dt =n* f w1 (1 —u)™du.

n
e. Posons Ky (x f w1 —u)™du pour n € N et x > 0 (elle existe méme si n = 0). Pour n € N*

X
et x > 0, dans l'intégrale Ky (x), on pose a : u — Y et b : u — (1 —u)™ de sorte que a et b sont de
x

classe C' sur ]0;1] et que a(1)b(1) = lim a(u)b(u) = 0 car x > 0. Par intégration par parties, on a donc
u—0

1 1
Kn(x) = — fo %( n(1—uw™ Ndu = %Kn_1 (x+1). Par une récurrence facile, comme Ko(x) = [L;—X}O = 1;,
K =0 x = 1><-~-><+><K = n! . Ainsi
on a Ky (x) < < Xt —— o(x +mn) Y R § PO e oy insi, comme
X
Jn = n*Kn(x) = r)- (;!_:n_ N avec d. et que I'(x) = nLiTm Jn avec c., on obtient la
relation I'(x) = lim nin® pour tout x > 0.

notoo x(x + 1)+ (x + 1)

—xt
a. Soit x € Ret fy : t tf T la fonction fy est continue sur R et fy(t) ox te~(** Dt De plus, comme
— o0

et —1 ~t on a 11181 fx(t) = 1 quelle que soit la valeur de x ce qui fait que fy est toujours intégrable en 0%.
t—

e Six < —1, on a donc th-T fx(t) = +00 et fy n'est donc pas intégrable en +oo.
—+oo

o Six>—1,f(t) e te~ (DL = o(t] ) par croissances comparées donc fy est intégrable en +oo.
o0 oo

+oo
Ainsi, fy est intégrable sur R si et seulement si x > —1, et comme f est positive, j; fx converge si et
seulement si x > —1. Par conséquent, le domaine de définition D de f est D =] — 1; +o0].
t
T

b. Méthode 1 : la fonction g : t — ; est continue sur R% . La convexité de la fonction exponentielle

montre que Vt > 0, e* > t+ 1 donc e* —1 >t et on a ¥Vt > 0, g(t) < 1. Par conséquent, par croissance

—xt]+oo
de l'intégrale, comme e~ *' > 0, f e xXtdt < f e Xtdt = {— € ] = 1. Ainsi, puisque
x Jo X

Vx>0, 0 < f(x) < 1 comme tim 1 =0, par encadrement, lim f(x) = 0.
x X—+o00 X X—+00

—xt +

Méthode 2 : soit g : Ry x RY — R définie par g(x,t) = te X] de sorte que f(x) = fo = g(x,t)dt :
(Hy) Vte R%, XBTOO g(x,t) = 0 = h(t).
(H2) ¥x € Ry, la fonction t — g(x,t) est continue sur R* et h 'est aussi.
(M3) V(x,t) € Ry x RY, [g(x, 1) < -

e fo(t) et on a vu que fo est continue et intégrable sur R .

“+o0
Par le théoréme de convergence dominée & paramétre continu, lim f(x) = f h(t)dt = 0.
X—+00 0
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c. Pour x > 0, x —1 € D donc f(x — 1) et f(x) existent et, par linéarité de l'intégrale, on a la relation

+ (x=1)t _ _—xt + —xt
f(x71)7f(x):fooot(e et_]e )dt:fooote*"tdt. Onposeu:tr—>tetv:tr—>fexx,

les fonctions u et v sont de classe C' sur R, et tliT u(t)v(t) = 0 par croissances comparées donc, par
—+00

+ +
intégration par parties, f(x—1)~f(x) = [ T u(tv (t)dt = [u(t)v(t)]$> - [ wopwar=1 f *extat

+oo

[ —eX P _ 1
done 1)t = [ - =T L1
x
n n ]
d. SoitxeDetne N, 3 (fx+k—1)—f(x+k)) =f(x) —f(x+n) = Z ! par télescopage donc,
k=1 =1 (x
en faisant tendre n vers +o00, comme tim f(x+n) =0 d’apreés b. et que la série Y > converge par
—+too 1 (x+k)
+oo 1
comparaison aux séries de RIEMANN, on a f(x) = >, ———.
k=1 (x+%)
—xt —(x+1)t +oo
e. Pour t € R%, on a fy(t) = L& x1 = t? - —— = te"(XFDE ™ (e7H™ car |e7t < 1 (série géométrique).
e — —€ n=0

+oo
Ainsi, £ (t) = 3 gn(t) avec gn(t) = te” (xFT+mt,
n=0

(Hy) La série ) gn converge simplement sur R* vers fy (on vient de le voir).
n>0
(Hz) Les fonctions g, sont continues et intégrables sur R car elles se prolongent par continuité en 0

en posant gn(0) =0 et qu'on a gn(t) = = O(t] ) par croissances comparées.
o

(Hz) La fonction fy est continue sur RY.

(Ha) Powr n € N, [ lga(vlat = [T wvar = vl - [

. u(t)v/(t)dt en posant

pry — € T £t qui sont C! sur R lim w(v() = lm w(t)v(t) = 0
tt= — t—= = =
u 1 n et v qui son sur R avec t_l)rgm+ u(t)v t_}Toou v par
+00 oo ,—(x+1+n)t 1
croissances comparées car x-+1-+n > 0. Ainsi t)dt = dt =
p ’fo on(t) fo X+1+n (x+1+n)?
et la série dt converge par comparaison car S B i.
Eof 9n (0)] ge par comp e

D’apres le théoreme d’intégration terme & terme, la fonction f, est intégrable sur R (on le savait déja) et on

+oo 1 oo
z = >
k=1

avx>0, 160 = [ r(t)ar = zf Hat= 5

en posant k =n 4+ 1.
n:O(X+1+n) - P

1
(x+ %)
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

a. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans M;(R) d’apres le théoréme spectral et il existe
M0
0 A
aTr (A)=Tr (D) =Dy + Dz = A + Az et det(A) = det(D) = D1D; — a? = AjA;.

donc une matrice P € 0,(R) telle que A = PDPT avec D = ( ) Comme A et D sont semblables, on
Méthode 1 : comme (Eq, E;) est une base orthonormale de R? euclidien canonique, on sait que D7 = (E1|AE7)
et Dy = (E2|AE2). Soit (Vq,V2) la base orthonormale de R? telle que V; est la premiére colonne de P € O(2)
et V, sa seconde. Les vecteurs colonnes Vy et V, sont donc des vecteurs propres de A associés respectivement

aux valeurs propres A1 et Az. On peut décomposer E; = x1V; + x2V2 dans la base (V4,V2), ce qui revient
X1

N ) =P~ TE; = PTEy, ce qui équivaut & E; = PX (formule de changement de coordonnées).
2

a poser X = (
Ainsi, D7 = (E] |AE1) = (X1V1 +X2V2|A(X]V] JerVz)) = (X]V] +X2V2|7\1X1V1 +)\2X2V2) = 7\]X% + ?\zxé, ce
qui donne Dy < A1(x3 +x3) = Ay car A2 < Ay et x3 > 0 et que x2 +x3 =1 car ||[E1||? = 1. On pouvait aussi

écrire D1 = (E1|AEq) = E]AEq = EJPDPTEy = XTDX et effectuer directement le calcul matriciel.

On a donc A7 +A2 =Dj + Dy, A7 > Dj et A =D, — (Ay — D7) < D».
4 . . _fax B [ axAr BA2 T Ao + A2 * _
Méthode 2 : en posant P = <y 5 ), PD = <Y7\1 - donc PDPT = . A2 gt ) = A

et, en identifiant, D1 = Ao + A2B2 < A1l +MB2 =N (oc2 + [32) = A car o2 + B2 =1 car PPT =1,. De
méme, Dy = A1y? + A28% = Ayy2 + 282 = A, car y2 4 8% = 1.

b. Soit A € M,(R) symétrique telle que A7 et A, soient ses deux valeurs propres réelles (pas forcément
distinctes - grace au théoréme spectral) et Dy > D3 des réels tels que Ay > Az, Ay +A2 = Dy + D2, Ay > Dy,

. . ) . N . D
on va montrer qu’il existe un réel a tel que A soit orthosemblable a la matrice < a1 Da )
2

Posons m = A FA2 — D14+ D2 14 itiey commun des segments [A2;A1] et [D2;D1] car Ay +A2 = D7 + Dy,

2 2
leréel c =D1—m >0carDy > D et p =M —m > acar Ay = Az et Ay > Dy (tracer Az < D2 < D7 < M\q).

Alors, D1D2 —MAz = (m+ a)(m — &) — (m+ B)(m — ) = m? — «? — (m? — p2) = p2 —«? > 0. On

peut donc poser a = 4/D1D2 — A1A2 de sorte que D1D, — a? = AA;. Comme on a D1Dy; — a2 = A\,

et D1 + D2 = A1 + A2, on est en bonne voie pour montrer que D = (M 0 ) et M = (D1 Da ) sont
2

0 Az a
semblables car Tr (M) = Tr (D) et det(M) = det(D).

0 A2
A1, A2 sont les deux valeurs propres de A. Or xpm = X% — Tr (M)X + det(M) = X? — (D7 + D)X+ D7D, — a?

N PR . . . A
D’apres le théoréme spectral, il existe une matrice P € O2(R) telle que A = PDPT avec D = ( 10 > car

donc xm = X2 — (A1 +2A2)X+ 222 = (X — A1) (X —A3). Traitons deux cas :

Si A1 = Ay, alors A et M sont orthosemblables & D = A1l donc A=M =Ml etonai; =Dy =D =)\
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dans ce cas avec a = 0 donc M = IZAI;r avec I3 € 02(R).

SiA1 >As, Aet M étant symétriques réelles avec xao = xm = (X —2A1)(X —A3), il existe deux matrices P, Q
orthogonales telles que A = PDPT et M = QDQT donc M = (QPT)D(QPT)T avec QP € 0,(R)
par stabilité e O, (R) par produit donc A et M sont orthosemblables.

Ainsi, M et D sont orthosemblables dans les deux cas. 1l suffisait de montrer que A et D (resp. M et D) sont
orthosemblables, et comme la relation binaire d’orthosimilitude est une relation d’équivalence car O, (R) est
un groupe multiplicatif, M et A sont elles aussi orthosemblables.

Pour aller plus loin : si on veut expliciter une matrice P € 0,(R) telle que M = PDPT, on peut chercher P

sous la forme d’une matrice Rg (le faire aussi avec des Sg). Pour 6 € R, on pose Mg = ReDRg = RgDR_g donc

M <cose sine) <7\1 0>( cos 0 sin9> (McoszeJr)\zsinzB (7\1)\2)sin6c056>
0 = = .

sin® cos6 0 A —sin® cosH (A1 —A2)sinBcos® Aqsin?@ 4 Azcos? 0
Traitons deux cas :
Si A1 = Ay, alors A est semblable & D = A1I; donc A = AjI. De plus, comme Ay < Dy < D7 < Aj,ona
D1 =Dy = A7 donc a =0 et M =D et on peut prendre P = I, = Rp.

Si A > Ay, avec le calcul précédent, on veut prendre 6 € R tel que (A7 — A2)sinBcos® = a, ce qui

s’écrit aussi sin(20) = 7\27%\. Il faut donc vérifier que 2a < A1 — A2. Ces quantités étant
1— A2

positives, 2a < A — Az <= 4a? < (A1 — A2)? <= 4(D1D2 — A1A2) < A3 — 2A1A2 + A3 donc
on a encore 2a < A7 — Ay <= 4D1Dy < (A1 +A2)? = (D7 + D3)2. Or, il est classique que

4D1Dy < (A1 +A2)2 = (D7 + D32)? <= (D7 — D3)? > 0 est vrai. Ainsi, : 2“}\ € [0;1],
1T — A2

posons donc 6 = %Arcsin (7\1 2_(1}\2) € [O; %} d’on sin(20) = }\12%}\2. Comme 20 € {0; 721},

A1 — A2 A —A2

1—cos(20) _ Ay 422 A —A
2 2 2

[ 2 A —2A2)% —4a?
cos(20) > 0 donc cos(20) = /1 —sin?(20) = /1 — ( 2a ) _ \/( 1—2A2) ot on

1+ cos(20)
2

trouve Aj cosZ 0+Az sin? 0 = A +A2 2 cos(20), ce qui

—25)2 442 _ 2
D1 +D; S _Dy+D, V(D1 -D2)
2 2 2 2
(voir ci-dessus). On obtient, par un calcul analogue, A1 sin® +A; cos? 6 = D,. Par conséquent,

D
onaMe:M:( ! a):ReDRg.

donne A; cos? 042, sin? 0 = =D,

a D3

a. La norme [.|; est la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique de My 1(R), elle est donc

définie, pour X tel que XT = (x1 -++ xn), par |X|2 = /x? +--- +x2.

Soit E = {% ‘ Xe MnJ(R)\{O}} et F= {|MX|2 | [X|2 =1}, ce sont deux parties non vides de R car

Mn,1(R)\ {0} # 0. De plus, comme M représente un endomorphisme en dimension finie, d’aprés le cours,

M est lipschitzienne donc continue, ce qui montre que E est majorée. Ainsi, ||[M||2 = Sup(E) est bien défini.
De plus, comme la sphere unité $;(0,1) = {X € Mn,1(R) | |X|2 = 1} est incluse dans M, 1(R) \ {0}, on a

F C E donc F est aussi majorée et on a Sup(F) < Sup(E). Enfin, si r € E, il existe X € My, 1(R) \ {0} tel que
- IMX|> _ IMX|>
X2 X|2

X_onaYes,(0,1) et MY,

X2

, alors en posant Y = =, ce qui justifie que E C F. On
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|MX|2

a donc E = F donc |[M]|2 = Sup(E) = Sup(F) =  Sup = Sup |MX|z.
XENn 1 () X|2 X[2=1

b. Séparation : soit M € My, (R) telle que |[M||2 =0 = Sup(E). OnaE C Ry, E # 0 et Sup(E) =0, ce qui
IMX|2
X[2

implique que E = {0}. On a donc ¥X € M, 1(R) \ {0}, = 0 donc |[MX|2 =0 d’olt MX = 0 car |.|2 est

elle-méme une norme. Comme MX =0 si X = 0, il vient ¥X € My 1(R), MX = 0, ce qui montre que M = 0.
Homogénéité : Soit M € M, (R) et A € R. Traitons deux cas :
e Si A =0, il est clair que [[AM[|2 =0 = |Al.|IM]]2.
e SiA#0, ennotant F= {|MX|2 | [X]2 =1} et ¥ = {(AMX]|2 | X2 =1} = {|]AlIMX]2 | [X[2 =1}, on
a F' = |A|F donc, d’apres le cours, |[AM||2 = Sup(F') = |A| Sup(F) = [A].|[M]]2.
Dans les deux cas, on a la relation attendue, |[AM|]2 = [A|.|[M]|2.

Inégalité triangulaire : .

On peut donc bien conclure que M — ||M||2 est une norme sur My (R).

Soit (M1, M2) € My (R)2, pour X € My 1(R) \ {0}, on distingue deux cas :

. MM, X
e Si MyX =0, ona$:0<||Ml||z\|MzH2~
. MiMoX My (MaX)]a  [MaX]a
Si M2X #0 [MiMaX]s _ <M M| |5.
e Si MX #0, 0on a XD IMaX)2 X Xo S [IMi[2]M2][2

IMia M2 X2

Ainsi, B/ = {
X2

‘ X € Mn1(R)\ {O}} est majoré par |[M1||2||[M2]|2 donc, comme |[M1M;]|; est le

plus petit des majorants de E' par définition, on a |[|[M1M2]|2 < [|M1]]2||M2]]2-

c. L’application f : X — |[MX], est continue par composition car X — MX est linéaire en dimension finie donc

continue et Y — |Y|2 est 1-lipschitzienne donc continue. Comme S;(0,1) est un fermé borné en dimension

finie, f est bornée sur S2(0,1) et y atteint ses bornes et il existe donc un vecteur Xo € S2(0,1) tel que

Max (f) = f(Xo) = [MXo|2 = p?lup](|MX|2) = |IM]|2. Pour tout vecteur X = AXp avec A # 0, on a donc
2=

52(031)

[IM]|2 = [IMXo|2 = [MXol2 _ AlMXo[2 _ ‘MX|2. Il existe donc méme une infinité de vecteurs X € My, 1(R)
Xol2 AlXol2 X[2

non nuls tels que |MX|2 = ||[M]]2|X]2.

d. La matrice ATA est symétrique car (ATA)T = AT(AT)T = ATA. De plus, pour X € My, 1(R)\ {0}, on a
XT(ATA)X = (AX)T(AX) = |AX|] > 0 car AX # 0 puisque A est inversible donc Ker(A) = {0} et X # 0 par
hypothese. Ainsi, ATA est bien symétrique définie positive.

e. Puisque ATA € ST+ (R), ses valeurs propres A sont toutes strictement positives et on a 01 < A < oy, d’apres
I’énoncé. D’apres le théoreme spectral, il existe P € O(n) et D = diag(o7,---,0n) telles que ATA = PDPT.
Ainsi, pour X € $S2(0,1) tel que X" = (x1 ---xp), on a |AX|3 = (AX)T(AX) = XT(ATA)X = XTPDPTX = YTDY
en posant Y = PTX et on a aussi |[Y[3 = YTY = XTPPTX = XTX = |X|2 = 1 donc |Y|2 = 1 et Y € $5(0,1).

n n n
Par conséquent, |[AX|3 = Y oxyi (par calcul matriciel) d’ott o7 = o1 Y. yi < |AX|Z < on Xy = on
k=1 = k=1

et on a |AX|2 < \/on. On en déduit que /oy est un majorant de F = {|AX|; | [X|2 = 1} mais c’est aussi

un élément de F car en prenant un vecteur propre unitaire X de ATA associé & la valeur propre oy, on a
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|AX|3 = XTATAX = XT (0 X) = on|X|3 = o donc |AX|; = \/on. Ainsi, [|A]|2 = Sup(F) = Max(F) = ,/on.
Les matrices ATA et AAT sont toutes les deux symétriques définies positives (mémes arguments pour AAT) et
elles sont les mémes valeurs propres. En effet, si A € Sp(ATA), il existe X # 0 € My,1(R) tel que ATAX = AX

d’on (AAT)(AX) = A(AX) et le vecteur AX est non nul car A est inversible et X non nul ce qui fait de AX
un vecteur propre de AAT associé & la valeur propre A. On vient d’établir que Sp(ATA) C Sp(AAT) et, par
symétrie en remplagant A par AT, on a Sp(AAT) C Sp(ATA). Au final, Sp(AAT) = Sp(ATA).

Puisque (A~")TA™! = (AAT)~T et que les valeurs propres de (AAT)~! sont les inverses de celles de AAT,

donc les inverses de celles de ATA d’aprés ce qui précede, et que la plus grande de ces valeurs propres est

07", on a comme avant [|AT|[; = 1

V01
On a bien, par définition, k(A) = [|A]|2||A~ "]z = /2N,
\/ o1

f. Si A est symétrique définie positive, d’apres le théoréme spectral, il existe P € O(n) et D = diag(A1,--+,An)
telles que A = PDPT. Alors, ATA = A2 = PD?PT avec 0 < A? < --- < AZ. D’apres la question précédente,

_ 1 . A
1Allz = VA = et [JA~" || = —= = =L done k(A) = [|A||2]A~"||2 = 2=
\/ M 1 1

g. 777
h. 777
i 777

jom
D’abord, fq est clairement un endomorphisme de E pour tout réel a.

a. Pour (q,b) € R? et x € E, fq 0 fp(x) = fa(x + b(x|u)u) = fa(x) + b(xJu)f(u) par linéarité de u. Or
fa(u) = (1 + al[u||?)u = (1 + a)u car u est unitaire, donc on a bien la relation fq o fy = faibiba Car on a
faofp(x) =x+ax|u)u+b(1+a)(x|u)u =x+ (a+ b+ ba)(x|u)u = fatrviba(x).

b. Comme a + b +ba = b + a + ab pour tout (a,b) € R? par commutativité de la somme et du produit
dans R, on a bien fy o fy, = fp o fq.

c. Soit a € R, on a bien f = idg = fo = flagryo—1 €t fl = fq = f(a1)—1- Soit un entier p € N*
tel que 'on ait f& = f(at1)p—1, alors d’apres la question a. et par hypothese de récurrence, on obtient
Bt =faofh =fqo0 flarnyr—1 = fat(at)p—1+((a+1)p=1)a = fat1)p+1-1-

Par principe de récurrence, on a Va € R, Vp € N, fh = flar1yp—1-

d. Sia# —1,ilexiste btel que a+b+ba=0,cestb=——2—onafqofy =fpofq =fo=ide donc fq

a+1
est un automorphisme de E. Si a = —1, f_7(u) = u — |Ju||*u = 0¢ donc Ker(f_7) # {0g} donc f_; ¢ GL(E).

Ainsi, f, est inversible si et seulement si a # —1.

e. Pour a € R et (x,y) € E2, on a (fa(x)ly) = (x + a(xlu)uly) = (xly) + a(xh)(uly) = (xly) + al(xfu) ()
donc (fq(x)|y) = (xly + a(ylu)un) = (x|fo(y)) par symétrie du produit scalaire, donc f, est autoadjoint.

f. Analyse : soit a € R tel que fq € O(E). Alors fq(1t) est unitaire car u l'est. Comme fq(u) = (1 + a)u, on
en déduit que ||fq(w)|| = |+ al|[u]| = |1+ a| = 1. Ainsi, 1+ a = £1 ce qui donne a =0 ou a = —2.

Synthese : @ Sia =0, fqg =id g donc fo € O(E) (isométrie directe s’il en est).
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e Sia= -2, fz_z =f_3_ 244 = fp =1id ¢ donc f_, est une symétrie, et comme c’est aussi un endomorphisme
autoadjoint, c’est une symétrie orthogonale d’apres le cours. Or f_5(x) = x <= (xJu) = 0 & x € Vect(u)*
ce qui montre que Eq(f_3) = Vect(u)t. Comme f_, est orthogonale, E_1(f_3) = Eq(f_2)%) = Vect(u).
Dans ce cas, f_> est la réflexion d’hyperplan Vect(u)*.

Conclusion : il existe donc seulement deux isométries parmi les fo : fo =idg € SO(E) et f_, € O(E) \ SO(E)
qui est la réflexion d’hyperplan Vect(u)*.

Pour aller plus loin : toutes les questions précédentes justifient qu’en posant F = {fa |ae R\ {-1 }} :

e La loi o est interne dans F d’apres la question a. car si a # —1 et b # —1, fg o fp = fatbtab €t

(a+b+ab)+1=(a+1)(b+1)#0donca+b+ab#—Tetfqofy, €.

La loi o est commutative dans F d’apres la question b..

La loi o est toujours associative.

fo = id g est neutre pour o dans F car —1 # 0.

Tous les éléments f, de F (avec a # —1) sont inversibles dans F car en posant b = — , on a

a
a—+1

faofp =fpofq =idg = fo d’apres d. et ——2 —l—l:L#Odoncb;é—L
a—+1 a—+1

Ceci justifie que F est un groupe abélien pour la loi o.

De plus, l'application 8 : R* — F définie par Va € R*, 0(a) = fq_1 est bien définie d’apres d. car
a—1=%# —15si a # 0. Elle est surjective par définition de F, injective car fq = fp, équivaut & a = b
(évaluer par exemple en x = u), ainsi 8 est bijective. Enfin, pour (a,b) € (R*)%, 8(a x b) = fap_1 et
0(a)oB(b) =fq—10fp_1 = fla—1)+(b—1)+(a—=1)(b—1) = fab—1 donc 6(a x b) = 6(a) 0 6(b), ce qui montre que
0 est un isomorphisme de groupes entre (R*, x) et (7, 0).

Question supplémentaire : d’abord, A = |_| An est un évenement (A € A) car il est une réunion d’un
neN

+oo
nombre dénombrable d’événements (axiome d’une tribu) et IP’( |_| An) = Y P(An) <1 par c-additivité
nenN n=0
donc, comme la série > P(A,) converge, on a lim P(A,)=0.
n>0 n—-4oo

corrigé en TD et pas encore rédigé

pas fait

corrigé en TD et pas encore rédigé

pas fait

a. A est diagonale propre, par définition, si et seulement si xo = (X — a)(X — d). Or on sait d’apres le cours
que xa = X2 —Tr (A)X + det(A) = xa = X*> — (a + d)X + ad — be.
Ainsi, comme X% — (a +d)X+ad —bec = (X —a)(X —d) = X2 — (a+ d)X + ad si et seulement si bc = 0, on en
déduit que A € M2 (R) est & diagonale propre si et seulement si b = 0 ou ¢ = 0, c’est-a-dire si et seulement
si A est triangulaire inférieure (si b = 0) ou triangulaire supérieure (si ¢ = 0).

b. Si A est symétrique, pour le produit scalaire canonique sur les matrices défini par (A|B) = Tr (ATB), on
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allAlP =T (ATA) = X aiz‘j. Or, d’apres le théoréme spectral, on a A = PDPT avec P orthogonale
1<ij<n
et D diagonale contenant les valeurs propres de A (comptées avec leurs ordres de multiplicité). Ainsi,

il vient ||A[|*> = Tr (ATA) = Tr (PD?PT) = Tr (D?) car deux matrices semblables ont méme trace. Or

Tr (D?) = 3. ma(A)A? ce qui donne bien la relation  >>  af; = > ma(A)A (1)
AESP(A) 1<ij<n 7 AeSp(A)
SiA€Dn(R)NSy, onadone [|Al[?= > ma(A)A? mais, par hypothese, les valeurs propres de A sont
AESP(A)
n
ar1,yann done YT ma(AAZ = S a?, (2). Ainsi, Y (1%j =0 (1) — (2) ce qui montre que
AESP(A) i=1 I<igign

V(i,j) € [1;n]?, i #j = ai,j = 0 et enfin A diagonale. Ainsi, Dy,(R) NS, = Dy (les matrices diagonales)

car réciproquement, les matrices diagonales (donc triangulaires) sont symétriques et & diagonale propre.
n

c. Si A € Dn(R) N Ay, alors par hypothese xa = [ (X —0) = X™ car les termes diagonaux d’une matrice
k=1

antisymétrique sont nuls. Par CAYLEY-HAMILTON, A™ = 0 donc A est nilpotente. Comme A? est symétrique
réelle donc diagonalisable par le théoreme spectral et qu’elle est aussi nilpotente, elle est forcément nulle car
elle est semblable & une matrice diagonale avec des 0 sur la diagonale. Ainsi A2 =0 = —ATA donc ATA =0
ce qui donne ||A[|? = Tr (ATA) = 0 donc A = 0. Par conséquent D, (R) N A, = {0}.

d. Soit F un sous-espace de My (R) tel que F C My (R), d’apres la question précédente, F N Ay, = {0}. Par

la formule de GRASSMANN, on a dim(F) = dim(F+ Ap) — dim(A,) = dim(F 4+ A;) — @ (classique).

Or F+ An C Mu(R) donc dim(F + An) < n? et on obtient donc dim(F) < n? — n(nz— ) _ n(nz—I- ]).

On a obtenu un majoration de la dimension des sous-espaces de My (R) ne contenant que des matrices
a diagonale propre, mais ¢’est un maximum car le sous-espace des matrices triangulaires supérieures (par

exemple) est un sous-espace de My, (R) de dimension w

pas fait

D’abord, on constate que ® est une forme linéaire sur M;, (R) par linéarité du produit scalaire en la premiére

et il est inclus dans Dy, (R).

variable donc, comme dim(R) =1 donc rang () < 1, on a deux cas :
e soit rang (®) = 1 donc dim(Im (®)) = dim(R) alors que Im(¢) C R donc Im (®) = R.
e soit rang (®) = 0, alors ® = 0 donc Im (®) = {0}.

De plus, si X" = (x7 -- xn) et M = (mi,j)1<i,j<n, Par calcul matriciel, (M) =< MX, X >= Y~ my;jxixj.
1<i,jsn

a. Comme X # 0 et que ®(I,,) =< X|X >= [|X||? # 0, on a rang (®) = 1 donc Im (¢) = ®(M,(R)) = R.

b. Pour M € O, (R), d’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a |[P(M)]| = | < MX, X > | < |[[MX]] ||X]].
Comme M € On(R), [|[MX|| = ||X]| donc [@(M)] < [|X]|? et @(On(R)) C [—||X||%; [|X||?]. Traitons deux cas :
Sin=1,ona01(R)={l;,~I1} donc ®(01(R)) = {< X|X >, < —=X|X >} = {—||X||%, |IX]|*}.

Sin>2, posons X; = X comme la famille (X1) est orthonormée, on peut donc la compléter en une base

[IX”
orthonormale B = (X1, X2, X3, -+, X ) de R™. Soit u I'isométrie de R™ dont la matrice dans la base

R 02 n— . . o
B est ( 0 0 12 =2 ) avec 0 € R, on note M la matrice de u dans la base canonique. Ainsi,
n-2,2 In-2
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MX = u(]|X||X1) = [IX][w(X1) = ||X[|(cos(8)X; — sin(8)Xz) donc &(M) =< MX, X >= [|X]|| cos(0).
Pour tout y € [—|X||?;||X||?], en posant 8 = Arccos (HJXW), on a < MX,X >=y € (0, (R)).
Par conséquent, par double inclusion, on obtient ®(0,(R)) = [—||X||?; ||X]|?].

a. La suite (fn)nen est appelée suite de FIBONACCI et ses premiers termes sont fo = 0, f1 = 1, f; = 1,

0 0 11 T2
f3 =2,f4 =3, f5 =5, fg = 8. Ainsi, Ay = ,A3= | 1T 1 2 ) et Ay =
11 1 2 3 12 3 5
2 3 5 8
b. Les deux premieres colonnes de A, forment une famille libre car fop = 0 et f; = 1. De plus, par

construction, en notant Cj la j-ieme colonne de A, on a Vj € [1;n—2], Cj12 = Cj41+ Cj ce qui montre que
les colonnes C3, - - -, C,, sont des combinaisons linéaires des colonnes précédentes donc des colonnes Cq et Cj.
Ainsi, rang (Ay,) = 2 de qui montre, avec la formule du rang, que dim(Ker(Ayn)) = dim(Eo(An)) = n — 2.
Comme A, est symétrique réelle car fiyj_» = fji—2, la matrice A,, est diagonalisable d’apres le théoreme
spectral. Par conséquent, I'ordre de multiplicité de 0 dans xa,, est égal & dim(Eg(An)) =n — 2.

c. D’apres la question précédente et toujours grace au théoreme spectral, xo,, = X 72(X — An) (X — 1n ) avec
des réels An, pin car on sait que xa, est scindé sur R, et qu’il est unitaire de degré n.

e Soit X € My 1(R) défini par XT = (1 —10 -+ 0) # 0. On a X"AyX = —1 < 0 donc A, n'est pas
symétrique positive, il existe donc d’apres le cours une valeur propre «,, < 0 de Ay,.

e Soit X € My,1(R) défini par XT = (110 --- 0) #0. On a XTApX =3 > 0 donc A, n'est pas symétrique
négative, il existe donc d’apres le cours une valeur propre B, > 0 de Ay.

Les valeurs propres de A;, sont donc 0,0,---,0, &n, Pn-

n—2 fois
d. Soit Xy, € My,1(R) un vecteur propre unitaire de A, associé a la valeur oy, d’ot AnXn = anXn. On

1 X A
considere le vecteur Yn41 = ( 0”) € Mn41(R). Par un calcul par blocs, comme A, 1 = ( *n f* >,
2n

Y 1 Ang1 Yngt = XFAnXn = anX] Xn = an|[Xn|[? = an. Grace au théoréme spectral, les espaces propres

de A, 41 sont supplémentaires orthogonaux et R™! = Eo(An1) © Eonsi (Ang1) @ B,y (Ang1). Ainsi,
Y1 = Unis1 4+ Vg1 + Wiyt avee (Unit, Vg1, Wns1) € Eo(Ans1) X Eapyy (Ang1) X Epoyy (Ang1) et
an = Y1 A1 Yt = a1 (Va1 [P 4 Bn 1 [Waia |12 2 ani1 [V 12 + a1 [[Wair |2 = angr carona
Vi1l + [Waa [P < [Ungt |2+ Vi [P+ (Wit [12 = Yo [P = [Xal]? = 1.

Ainsi, an > any1 et on peut conclure que la suite (on)n>2 est décroissante.

Avec la méme méthode, la suite (Bn)n>2 est croissante.

Comme f1 =1 € N*, f; =1 € N*et que Vn € N*| f,,42 = 41 + fn, par récurrence, on montre que
Vn € N*, f, € N*. Ainsi, comme ¥Yn > 2, f41 —fn = fn_1 > 1, la suite (fn)n>2 est strictement croissante

n—1 n
etVn =2 fn="f2+ > (fkq1 —fk) 2n—1donc lim f, = 4oco. Comme Tr (An) = > fax > fon, On &
k=2 n—+oo k=0

im Tr (An) = +00. Or Tr (An) = an + Bn < Pn done, par encadrement, lim B, = +oo.
n—-+4oo n—-+4oo

Il semble que (an)n>2 soit convergente, mais c’est une autre histoire !
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a. Soit x € F, alors Vy € FX, (x]y) = 0 donc x est orthogonal & tous les vecteurs de F*, ce qui est la définition

de x € (F*)+. On a donc bien F C (F1)*.

b. On vérifie d’abord que I’application proposée est bien un produit scalaire sur R[X]. En effet, comme le

+o00
degré d’un polynome est fini, la suite (P (1)Q™)(1))xen est & support fini donc 3 P (1)Q)(1) existe

k=0
bien si (P,Q) € E2. La bilinéarité de (.|.) provient de la linéarité des dérivées successives, la symétrie est claire
+oo +o0o p(k)
et,siP€E, (PIP)= 3. PM@1)2>0et (PIP)=0<=Vke N, PK(1)=0doncP= P kp) (X—1k=0
k=0 - !

avec la formule de TAYLOR : (.|.) est bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur E.

Détermination de FL :

+oo
(C) :soitPeFr onadoncVQ €F (PIQ)=0= 5 PX(1)Q™M (1) car Q(1) = Q’(1) = 0. Pour un entier
k=2

—+o0
n > 2, prenons Q = (X — )™ € F, Pégalité > PI)(1)Q™) (1) = 0 se résume & P (1)QM™ (1) = 0 car
k=2
Yk #n, Q1) =0. Or QM (1) = n! donc P(M(1) = 0. Avec la formule de TAYLOR en 1 pour les
—+oo
polynémes, P = S PR (1)(X — 1)k = P(1) + P/(1)(X — 1) donc P € Ry[X]. Ainsi, F- C Ry[X].
k=0

(D) :soit Pe Ry[X] et Q €F,alors P=P(1)+P'(1)(X—1)et Q = EO:O QM (1)(X — 1)* par la formule de
TAYLOR car Q(1) = Q’(1) = 0 et on a bien (P|Q) = 0 car Q(l)kz_zQ’U) =P'(1)=---=PM1) =0
donc P € F+. On peut donc affirmer que Ry[X] C F*.
Par double inclusion, on a F+ = Ry[X].
Détermination de (F1)* :
(C) : soit P € (F5)L, on a donc VQ € FX, (P|Q) = 0 = P(1)Q(1) + P/(1)Q’(1) car Vk > 2, QM(1) = o.
Prenons Q = 1 puis Q = X — 1, on a donc P(1) = 0 et P/(1) = 0 donc P € F. Ainsi, (F*)- CF.

(D) : Pinclusion F C (FY)* a été établie a la question a..
Par double inclusion, on a (F)* =F.
c. On vérifie d’abord que Papplication proposée est bien un produit scalaire sur R[X] : classique !
Soit P € F*, alors VQ € F, (P|Q) = 0 par hypotheése. Prenons en particulier Q = (X — 1)?P € F, on a donc
(PIQ) = j: (t—1)?P(t)?>dt = 0. Comme la fonction t — (t —1)?P(t)? est continue et positive sur le segment
[0;1], on en déduit qu’elle est nulle donc que Vt € [0;1], (t — 1)2P(t)? = 0 puis que YVt € [0;1], P(t) = 0. Le
polynome P admet ainsi une infinité de racines, ce qui montre que P = 0. On vient de montrer que F- = {0}.
D’aprés le cours, on a donc (FY)t = {0}+ = R[X] #F.
d. On a vu en cours que si F est de dimension finie, on a F = (F+)=.

e. D’aprés la question b., comme F = Vect({(X —1)™ | n > 2}) est de dimension infinie car ((X —1)") .,

est une famille libre de cardinal infini dans F et qu’on a quand méme F = (F1)L, la condition suffisante de
la question d. n’est pas nécessaire.

Analyse : soit M € M, (R) telle que MTMMT = I,. La matrice A = MM est symétrique réelle, et on
a M = A~! par hypothese. Ainsi, MT = (A=")T = (AT)=! = A=! = M ce qui justifie que M est aussi
symétrique réelle. Par conséquent, on a MTMMT = M3 = I,. D’apres le théoreme spectral, il existe

P € O(n) et une matrice diagonale D € M, (R) telles que M = PDP', ce qui donne M3 = PD3PT =1, = PPT
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donc D3 = 1. Mais comme les termes diagonaux de D sont des réels et que P’application t — t3 est bijective

de R dans R, on a forcément D = I,,. Par conséquent, M = PI,PT =PPT =1,.
Synthese : si M = I,,, on a bien MTMMT = I;”l = In.
Conclusion : la seule matrice M € Mn (R) telle que MTMMT =1, est M = I,
a. Les vecteurs (2,1,—2) et (1,—2,2) sont dans F et sont de norme v/12 4 22 422 = 3 donc (v1,v2) est une
base orthonormale de F si vi = %(2, 1,=2) et v; = %(2, —2,1). Comme w3 = (1,2,2) est normal & F par car

x4+ 2y +2z =0 <= (vjwz) = 0 avec v = (x,y,z), et que ce vecteur w3 est aussi de norme 3, si on pose

vz = %(1,2,2), la famille B’ = (v1,v2,v3) est une base orthonormale de R3.

b. F = Ker(p—id p3) = Ker(s —id g3) et F- = Ker(p (s+1id g3 ) d’apres le cours, B’ est une base de R3
1 0 0 10 0

formée de vecteurs propres de p et de s, et Mat 5/ ( 01 0|=A"etMatg/(s)=[0 1 0 |=B8.
0 0 0 0o 0 -1

c. Méthode 1 : pour v = (x,y,2) € R3, p(v) =v — v |3|) 3 car lapplication p’ : v — v — ‘(r‘vﬁgvs est aussi

v3 v3

2

un endomorphisme de R? qui vérifie p(v) = 0 si v = Av3 € Vect(v3) = F* car p(Avs3) = Avz — )\‘1‘\)\5“2 vz =0et

p(v) =vsiveF«<=v L v;zcaralorsp(v) =v— T OHZV3 =v. p et p’ coincident donc sur F et sur F- donc sur

v3

R? = Fo P Ainsi, p(?) = (1,0,0) = 1(1,2,2) = £(8,-2,-2), p(7) = (0,1,0) = 2(1,2,2) = J(~2,5,~4) et

§ -2 =2
p(¥) =(0,0,1)=2(1,2,2) = L (=2,-4,5) donc Mat 5(p) =1 | =2 5 —4 | = A. Puisque s = 2p—id s,
9 9 9 2 4 5
8§ -2 =2 7 -4 —4
onaMatg(s)zé —2 5 —4 —13:% —4 1 -8|=8
—2 —4 5 —4 -8 1
2 2 1
Méthode 2 : par formule de changement de base, si P = l 1 =2 2] estla matrice de passage de B a
-2 1 2
B, A =Matg(p) =P TA'P et B =P~ 'B’P. Or P est la matrice de passage entre deux bases orthonormales
2 2 10 0 2 2 1 8§ -2 =2
dou P =pPTetA=1[2 — o1 o]x |1 =2 2]=1-2 5 -4 (caleul
1 0 0 0 -2 1 2 -2 -4 5
-2 1 0 2 1 7 -4 —4
facile) et B = § 2 —2 1 x 10 1 ) ] 2 2| = % —4 1 —8 | ou B =2A —
1 2 2 0 0 2 —4 -8 1

pas fait

On constate que @A est bien définie par définition du produit matriciel et que c’est un endomorphisme de
Mn (R) (facile). On munit espace vectoriel My, (R), d’aprés I’énoncé, de sa structure euclidienne canonique,
c’est-a-dire du produit scalaire (M, N) — (M|N) = Tr (MTN). Ainsi, p est une isométrie de M, (R) si et
seulement si YM € Mn(R), (9a(M)|ea(M)) =Tr (AMTATAMAT) = Tr (MTM) = (M|M).

Synthese : si A € O(n),ona ATA =1, donc Tr (AMTATAMAT) = Tr (AMTMA 1) = Tr (M"M) pour toute
M € Mn(R) car AMTMA ™! et MTM sont semblables et @ est bien une isométrie de M, (R).

Analyse : si @A est une isométrie, par exemple pour les vecteurs Ei, j, de la base canonique de My (R), on doit
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avoir ||@a (Eig,jo)ll = I[Eiqjoll = 1. Posons A = (aij)1<ijen €t Bigj, = EigjoAT = (81,5055, ) 1<i,j<n, On &

n
L) — .o.oAT L. = L. = .. .. L — . s e — A e s s
donc @A (Eiy,jo) = AEiy,joA" = ABiyj, = Migjo = (Mij)i<ij<n avec mij = 3 aikdk,ioqj,jo = i igGjjos

n n
de sorte que ||@a (Eigj0)|[P = 2 miz’]. = ( > aiz’io) ( > ajz’jo) = ||Ci,|[?]|Cj, ||* en notant Cy, la m-ieme
1<ij<n i=1 =1
colonne de A. En prenant iy = jo, on a donc Vip € [1;n]], ||Ci,||* = 1 donc ||Ci, || = 1.
777

a. Pour (P,Q) € E?, la fonction t ~ P(t)Q(t) est continue sur le segment [—1;1] donc I'application < .,. >

1
est bien définie sur E2 et & valeurs dans R car le réel < P,Q >= f ! P(t)Q(t)dt existe.

Symétrie : pour (P,Q) € E2, comme PQ = QP, on a < P,Q >=< Q,P > donc < .,. > est symétrique.

1
Bilinéarité : pour (P1,P2,Q) € E3 et A € R, < AP +P2,Q >= f 1()\P1 (t) + P2(t))Q(t)dt donc on obtient

< APy P2,Q 5= [ AP + P2a0)QM + [T (AP1(1) + P2)QAL = A < P1,Q > + < P2,Q > par

linéarité de l'intégrale et < .,. > est linéaire en la premiere variable ce qui montre, par symétrie, que < .,. >

est aussi linéaire en la seconde. Ainsi, < .,. > est bilinéaire.

1
Définie positivité : pour P € E, < P,P >= f : P(t)2dt > 0 par positivité de I'intégrale car P(t)? > 0 pour

t € [~1;1] et que —1 < 1. De plus, si < P,P >= 0, comme la fonction t ~ P(t)? est continue et positive sur
[—1;1], elle y est nulle donc le polynéme P admet une infinité de racines et P = 0.

Ainsi, < .,. > définit bien un produit scalaire sur E.

b. Soit (P1,P2) € E? et A € R, par définition de fa, on a P; = AQq + Ry et P2 = AQ2 + Ry ot Ry = fa(P7)
et Ry = fa(P2) donc APy 4+ P2 = A(AQ1 + Q2) + (AR + R2) donc R = ARy + Ry est bien le reste de la division
euclidienne de APy + P, par A car deg(ARy + R2) < Max(deg(Ry1),deg(Rz2)) < deg(A) < n—1 < n, ce qui
montre la linéarité de fa car fo(AP7 + P2) = ARy + Ry = Afa(P1) + fa(P2). Comme VP € E, fa(P) € E par
construction, fa est bien un endomorphisme de E.

c. Soit P € E et R = fa(P) de sorte que P = AQ+R avec Q € R[X]. Comme R = A.0+R avec deg(R) < deg(A),
R est le reste de la division euclidienne de R par A donc fa(R) = R = f4 (P) = fa(P) ce qui montre que fa
est un projecteur de E quelle que soit la valeur de A. Notons p = deg(A) € [0;n].

Méthode 1 : on procede par analyse synthese :

Analyse : supposons que fa est un projecteur orthogonal, on sait d’aprés le cours que fao est alors un
endomorphisme symétrique. Ainsi, pour (P1,P2) € E?, en notant P = AQ7 + Ry et P, = AQ2 + R, ol

R1 = fA(P1) et Ry = fA(Pz), ona< fA(P1),P2 >=< P],fA(Pz) >=donc < R1,AQ2+Ry >=< AQ1+Rq,R2 >
qui devient, apres simplification, < R1,AQ2 > — < AQ1,R2 >=< A,R1Q2 — R2Q7 >= 0. Si on pose .

Synthese 777

Méthode 2 : pour P € E, fo(P) = 0 <= A divise P car fa(P) est le reste de la division euclidienne de P par
A. Ainsi, Ker(fa) = Eo(fa) = ARy [X] (les multiples de A de degrés inférieurs ou égaux & n). On trouve
Im (fa) = E1(fa) = Rp_1[X] et on conclut (a rédiger).

d. Dans cette question, on prend n = 3 et on cherche A = aX® + bX? 4+ cX + d € R,[X]*.
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Méthode 1 : A € Ry[X]* si et seulement si < A,1 >=< A, X >=< A, X? >= 0 car (1,X,X?) est une base de

Ry[X]. Or < A1 >= 22 42d, <A X>=28 4 Lo <A x2>=22 4 2 Or 284 X mp o= 38 o

z?b—i—Zd: Z?b—&—z?d =0<=b=d=0. Ainsi, A € Ry[X]" si et seulement si A = a(X3— %) avec a # 0.

Méthode 2 : avec l'algorithme de GRAM-SCHMIDT, on orthogonalise la base canonique (1,X,X?,X3) de

E = R3[X]. On prend Ey = 1, puis E; = X — g’@Eo =X- QEO = X (on ne norme pas les vecteurs),puis

|[Eoll® 2
X2, Eqg > <X*Ey > 2 (2/3) 0 21 .
By = X2 - S00x0 2, SO0t 2f — x2 3 2g;  _ U = X2 — 1 et enfin le dernier vecteur
|3|Eo|\2 3HE1II2 \ 2 (2/3) 3
2/5) 0 3X
Bmxdo<XhBa g < XWEy>p < XEp>p y3 Op  (2/5)p B, =x3-3X ¢
: Bl TEF Rl T 27023 (8 R

R, [X] = Vect(Eo, E1,E2) et que (Eo,Eq,E2,E3) est une base orthogonale de E = R3[X], Ra[X]t = Vect(E3).

Quelle que soit la méthode, les polynomes A tels que fa est une projection orthogonale sont les polynémes

3X.

non nuls proportionnels au polynéme Ez = X3 — .

(=) Si p est le projecteur orthogonal sur un sous-espace F de E, pour tout vecteur x € E qu’on écrit

x=y+zavecy € Fet z€ F-, onap(x) =y donc |[[p(x)||* = |ly||* < ||y]|* + ||z]|*> = ||x||* par PYTHAGORE.

Ainsi, en passant & la racine, on a ||p(x)|| < ||x||. Par conséquent, pour tout (x,y) € E?, par linéarité de p,
llp(x) —pW)|| = Ilp(x —y)|| < ||x — yl| ce qui prouve que p est 1-lipschitzien.

(«<=) Supposons que p est 1-lipschitzien, alors ¥x € E, |[p(x)|| = ||p(x) — p(0e) < ||x — 0¢|| = ||x||- Notons
F et G les sous-espaces de E tels que G = Ker(p) et F = Im(p) = Ker(p —idg) de sorte que p soit la
projection sur F parallelement & G. Soit y € F et z € G, alors pour tout réel t, on a p(ty + z) = ty donc
[Ip(ty + 2)|| = [[tyl] < ||ty + 2] done t*[ly[|* = [|ty]|* < [Jty +z||* = t[[y[|* + 2t(ylz) + [|z]|* ce qui prouve
que la fonction affine t — 2t(y|z) + ||z||? reste positive sur R. Or ceci n’est possible que si cette fonction
est constante, donc si (y|z) = 0. Par conséquent Ker(p) L Im(p) d’ott Ker(p) C (Im(p))* mais ces deux
sous-espaces ont la méme dimension par la formule du rang donc Ker(p) = Im (p)* et p est orthogonale.

Par double implication, on a bien p est un projecteur orthogonal si et seulement si p est 1-lipschitzien.

a. (C) Comme ATA = AAT par hypothese, si X € My,1(R) vérifie X € Ker(A), on a AX = 0 donc
ATAX = AATX = 0 donc [|ATX||2 = (ATX)T(ATX) = XTAATX = XT0 = 0 ce qui montre que ATX = 0 et que
X € Ker(AT). Ainsi, Ker(A) C Ker(AT).

(D) Par symétrie des roles joués par A et AT dans les hypotheses de I’énoncé, la premiere inclusion montre
aussi que Ker(AT) C Ker((AT)T) = Ker(A).

Par double inclusion, on a donc I’égalité Ker(A) = Ker(AT).

b. Soit X € Ker(A) et Y € Im (A), alors il existe Z € My,1(R) tel que Y = AZ et X € Ker(AT) d’apres a..
Ainsi, (X|Y) = XTY = XTAZ = (ATX)TZ = (ATX|Z) = (0|Z) = 0 donc Ker(A) et Im (A) sont orthogonaux
donc en somme directe. Comme dim(Ker(A)) 4+ dim(Im (A)) =n = dim(R™) par la formule du rang, on en
déduit que Ker(A) et Im (A) sont supplémentaires orthogonaux.

c. Prenons une base orthonormale B de Ker(A) et une base orthonormale B, de Im (A) (il en existe), alors la

famille concaténée B = B L1 B, est une base orthonormale de R™ d’apres la question précédente. En notant
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a I'endomorphisme canoniquement associé & A, comme Im (A) = Im(a) est stable par a, on peut écrire

B = Mat g(a) = <8 3) par blocs avec U qui représente d’apres le cours la matrice de I’endomorphisme

induit par a dans Im (A). Par la formule de changement de base, en notant P la matrice de passage entre
la base canonique de R™ et B, on a donc A = PBP~'. Comme la base canonique et B sont des bases
orthonormales de R™, on sait d’apres le cours que P est orthogonale donc que P~" = PT. Comme Im (A)
est un supplémentaire de Ker(A), on sait d’apreés le théoréme du rang que a induit un automorphisme entre

Im (A) et Im (A), donc que U est une matrice inversible de M, (R) en notant r le rang de A, donc la dimension

0 0

de Im (A). Ainsi, il existe r € [[0;n] et P € O(n) tels que A = PBPT avec B = <O u

) et U € GL,(R).

a. Pour x € E, (p(x)|p(x)) = (p(x) —x+x|p(x)) = (p(x) —x|p(x)) + (x|]p(x)) par bilinéarité du produit scalaire.

Or p est un projecteur orthogonal, donc la projection sur F = Im (p) parallelement & Ker(p) = F*, ce qui

assure que x — p(x) € F- et que p(x) € F, donc que (p(x) — x|p(x)) = 0 et on a bien (p(x)|p(x)) = (x|p(x)).
b. Soit A = (aij)1<ij<n = Mat (p), comme B est une base orthonormée, on sait que ai j = (p(vj)|vi) donc

IPOIP = (pO0IPED) = (ulp(v)) = ave dapris a. Ainsi, Tr () = Tr (p) = ¥ avs = 3 [fo(vo)-

Or, si B" = (w1, -, Wy, Wri1, -+, Wy ) est une base de E adaptée a la décomposition E = Im (p) @ Ker(p)
avec Im (p) = Vect(wq, -, w;) (car r = rang (p) = dim(Im(p))) et Ker(p) = Vect(wy41, -, wn), o0 a
n
A’ = Mat 5/ (p) = (IOT g) donc Tr (p) = Tr (A’) = r. Par conséquent, >_ |[p(vi)||? =1 =Tr (p).
i=1

a. Pour (P,Q) € R[X]?, la fonction t — P(t)Q(t) est continue sur le segment [—1;1] donc f_]] P(t)Q(t)dt
existe et I'application ¢ est bien définie. La symétrie de ¢ provient de la commutativité du produit dans R
(P(t)Q(t) = Q(t)P(t)) et sa bilinéarité découle de la linéarité de 'intégrale (il suffit de ’écrire). De plus, pour
P € R[X], (P,P) = f; P(t)?dt > 0 par positivité de I'intégrale et, si on a @(P,P) = 0, la fonction t ~— P(t)?
étant continue et positive sur [—1;1] et que f_11 P(t)?dt = 0, d’apres le cours, Vt € [~1;1], P(t)> = 0 donc P
admet une infinité de racines ce qui montre que P est le polynome nul. Comme ¢ est bilinéaire symétrique
définie positif, c’est un produit scalaire sur le R-espace vectoriel R[X].

b. Pour n € N, en restreignant le produit scalaire ¢ dans Ry [X], cet espace devient devient un espace
euclidien muni du produit scalaire @, : (R,[X])?> — R défini par ¢n(P,Q) = @(P,Q) et I'application
P : Ry[X] — R définie par ¢(P) = P(0) est une forme linéaire sur R, [X]. Le théoreme de représentation

1
montre qu’il existe un unique U, € Ry [X] tel que VP € Ry [X], (P) = ¢(P,U,) = P(0) = f_1 P(t)U, (t)dt.

1
c. Posons Uy = aX? +bX + ¢ € Ry[X] avec (a,b,c) € R3. Comme VP € Ry[X], P(0) = f : P(t)U(t)dt,

1 1 1
avec P =1,X ou X2, onaf1(at2+bt+c)dt:1,f1t(at2+bt+c)dt:06tf]tz(at2+bt+c)dt:0

cequidonne23—a+2021,b:06tzs—a—i-zs—c:Odonca:—%,b:Oetc:%d’oﬁU2:%(3—5X2).

a. La matrice S = MM est symétrique car ST = (MTM)T = MT(MT)T = MM = S et elle est & coefficients

réels donc elle est diagonalisable d’apres le théoreme spectral.
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b. Ona $?2 = (M™™M)(M™) = MT(MMT)M = MT(MTM)M par hypothese car MTM = MMT. Comme
on a M? = —2I,, $? = (MT)2M? = (M?)TM? = (-21,)? = 41,. Ainsi, le polynéme X? —4 = (X — 2)(X +2)
annule S et on sait d’apres le cours que ceci implique que Sp(S) = Sp(MTM) C {-2,2}.

c. Soit A € Sp(MTM), il existe par définition un vecteur X € Mz,1(R) non nul tel que SX = MTMX = AX.

2
Ainsi, XTMTMX = AXTX donc ||MX]]2 = A||X||? d'ott A = |||7‘\§(>‘<|Q

et Sp(MTM) C {-2,2} implique Sp(MTM) = {2} car Sp(MTM) # () d’apres le théoréme spectral.

> 0 car [|X||?2 > 0. Or, Sp(M™) C Ry

d. Comme S est diagonalisable et n’a qu’une valeur propre, S est semblable & la matrice diagonale avec des 2

T
sur la diagonale. Comme $ est semblable & 21, on a S = P(ZIZ)P*‘ =21, = M™™ donc (M) (M) =1

vV2/) \V2
: M
ce qui montre que —= € 0(2).
q que 77 €0(2)
e. Posons A = %, on a donc A € 0(2) et A2 = —I, d’apres d. et par hypothese, donc det(A) = 1
car si on avait det(A) = —1, on aurait A? = I, (réflexion) d’apres le cours. Ainsi, il existe 8 € R tel
que A = Rg et A2 = Ryg = —I; = R donc 20 = m 2n1] <= 6 = % [r] donc 6 = :I:g [27]. Ainsi, les

¢ ﬁ) et

matrices M € Mz (R) telles que MTM = MMT et M2 + 21, = 0 sont M; = ﬁRn/z = <ﬁ 0

My = V2R ) = <_Oﬁ ?) (elles conviennent).

Comme S est symétrique réelle, il existe une matrice diagonale D € My (R) et une matrice orthogonale
P € O(n) telle que S = PDPT. Puisque S est définie positive, VY € My 1(R) \ {0}, YTSY > 0. Soit A
une valeur propre de S, alors A € R par le théoreme spectral et il existe Y # 0 tel que SY = AY. Ainsi,

T
YTSY = AYTY = A||Y||? donc A = HY|S|\2( > 0. Classons les valeurs propres de S, notons-les 0 < A < -+ < Ay

.
(avec r < n). On sait d’apres le théoréeme spectral que R™ = @ Ex, (S).
i=1

r

Pour tout vecteur X # 0 € My, 1(R), on le décompose X = >~ Xj avec (X1,---,Xy) € Ex, (S) & --- & Ex, (S).

i=1
T
Ainsi, pour tout entier k € N, S¥X = Y~ S¥X;. Or SX; = A;X; par définition donc, par une récurrence simple,

i=1

.
on a Vk € N, S¥X; = AFX;. Par conséquent, S*X = 3 AFX;.

i=1

Soit j = Max ({i € [1;7] | Xi # 0}) le plus grand entier tel que X; est non nul, j existe bien car, comme

j
X # 0, il existe forcément un indice i € [1;7] tel que que X; # 0. Par définition de j, S*X = > AKXy # 0

i=1

j
pour k € N. Par PYTHAGORE, comme (X1,---,X;) est orthogonale, on a ||S¥X||? = > AZ¥||X;||? donc
i=1
||SkxX]|? +’\;o}‘1‘2k||xi||z et ||S¥X|| +rzo7\}‘||Xj|| (tout est positif). Comme Vi € [[1;j — 1], kET@o W
K jf AK AK X;
—J X + — X, ce qui précede montre que lim Yy = lim X; =
IS*X177 & I K s

k
=0 car

Ai < Ajet que Yy = S k—+00 ||SkJX\|

(car [|S*X|| o )\}‘||Xj ||) qui est bien un vecteur propre (et méme unitaire) de S associé a la valeur propre A;.
oo
a. Soit v = (x,y,z,t) € R} alorsv EF <= x—t =y —z =0 < (x,y,2,t) = (x,Y,Y,x) = xv1 +yv2
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en notant vi = (1,0,0,1) et v2 = (0,1,1,0). Ainsi, F = Vect(vy,v2) et, comme (v1,v2) est libre, F est de
dimension 2. En notant s la symétrie orthogonale par rapport & F, on sait que Vv € R*, s(v) = 2p(v) —v en

notant p la projection orthogonale sur F. Or vi,v, sont orthogonaux la structure euclidienne canonique de

i), (o)

R* (on admet que c’est celle qu’on utilise dans R?) et de norme /2 donc p(v) = vy d’apres

le cours car | YL, YZ ) est une base orthonormée de F. Ainsi, si on prend un vecteur v = (x,y,z,t) € R*, on
V2' V2

as(v) = (vpvi)vi+ (v2)va —v=(x+tvi+(y+zva—v=(x+ty+zy+zx+t) - (xyzt) = (t,z,y,%).
0 0

Ainsi, on a donc A = Mat g, (s) =

— © O O

1
01 0
10 0
0 0 0
b. On constate que A est symétrique. C’était effectivement prévisible car s est une symétrie orthogonale

donc un endomorphisme autoadjoint et que la base canonique est une base orthonormée pour la structure

euclidienne canonique de R*.
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

a. Comme Z est bornée, Z admet une espérance finie et, par définition, E(Z) = > zP(Z = z) ce qui

z€Z(Q)
m m
donne E(Z) = Y «iP(Z = i) avec les notations de ’énoncé. On a donc E(Z) = > oc-l( > ]P’({w}))
i=1 i=1 weQ
- Z(w)=ay
en écrivant (Z = oy) = |_| {w}. Comme Q = U(Z = «q) car Z(Q2) = {1, - am} d’aprés I’énoncé,
Z(‘:)E:Q“i =1
n n
ona E(z) = > Z(w)P{w}) = > Z(wk) P{wy}) = 1 > Z(wy) puisque P est uniforme sur 2. Par
weN k=1 N k=1

conséquent, on a bien E(Z) = 1< z,xn > avec le produit scalaire canonique sur R™.
n

b. Les deux conditions imposées & w = (B1,--+,Bm) € R™ sg’écrivent aussi (ulv) = (ulw) = 0 avec
v=(P(Z=o1),"+, P(Z=om)) et w= (01 P(Z= 1), tm P(Z = ayy)) dans R™ euclidien canonique.
Or F = Vect(v,w) est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension d au plus 2 donc F* est un sous-espace

de R™ de dimension m —d > m —2 > 1 car m > 3. Il suffit donc de prendre u # 0 dans FL pour avoir un
m m

vecteur w= (B, -+, Bm) # (0,---,0) tel que (ulv) = > P(Z = oax)Bx = (ulw) = > P(Z = ay)oxPx = 0.
k=1 k=1

c. Soit Q € Ryy—1[X] le polynéme d’interpolation de LAGRANGE vérifiant Vi € [1;m], Q(«i) = Bi. On
m

mox
sait d’apres le cours que ce polynome est unique et que son expression est Q = Y Bi [] X~ o . Par le
i=1 Jl;: K — &j
m m
théoréme de transfert appliqué & Q(Z) et ZQ(Z),ona E(Q(Z)) = > Q(i)P(Z =) = >, P(Z = a;)Bi =0
i=1 i=1

et E(Q(2)z) = i Q)i P(Z = oy) = i P(Z = oi)xiBi = 0 d’apres la question b..

d. Pour i€ [1;n — 1], < xi,xi >= |[xi||* = i Xi(wy)? = n(% i Xi(wk)2> = nE(X?) car, comme en
question a., E(X?) = Y Xi(w)?P({w}). C]c:rznlne E(X;) =0 patzflypothése, ona V(Xi) = E(X}) =1
d’apres 1’énoncé et on o%ii%nt bien < xi,x; >=n.

Pour (i,j) € [lim —1]%, sii #j, < xq,% >= i Xi(wi)Xj(wyk) = nE(XiX;j) car, comme avant, on a la
relation E(XiXj) = > Xi(w)Xj(w)P({w}). M;i:s]comme Xi et Xj sont indépendantes, d’apres le cours, il
vient E(X{X;) = E(;}j%(x]) = 0% par hypothese donc < xi,%; >= 0.

e. Par linéarité de ’espérance, E(:g: Xi) = :g: E(Xi) =n — 1 mais je doute fort que :g: X% =n-—1.
77?7 L’énoncé doit étre faux.

a. Pour tout entier n € N*, posons Y, = X“2+ 1 On a donc Ya(Q) = {0,1} et (Yn =1) = (X = 1),

(Yn =0) = (X, = =1) donc P(Y, =0) = P(Y, = 1) = % de sorte que Yy, suit la loi de BERNOULLI de

parametre % De plus, par transfert d’indépendance, les variables aléatoires Y;, sont indépendantes car les
o 1
Xn le sont. Posons Ty, = Y Yy, on sait d’apres le cours que Y;, suit la loi binomiale de parameétres n et 7
k=1
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OrT, = % + 57“ donc Sy, = 2T, — n. Comme T, (Q2) = [0;n], on a Sp(2) = {-n,—(n —2),---,n —2,;n} et

Wk e [oin], P(Sn = 2k —n) = P(Tp — k) = ( )()k(;)“ : ( )

Par linéarité de l'espérance, comme E(Xy) =1x = +( 1) x = = 0 pour tout k € [1;n], on a E(Sn) = 0. Par

w1

2
n

indépendance des Xy, on a V(Sp) = > V(Xy) =n car V(Xy) = E(XZ) — E(Xx)? = E(X2) et que X2 = 1.
k=1

b. Par BIENAYME-TCHEBYCHEV, pour a > 0, on a P(|Sy — E(Sn)| = na) < = Lz Or E(Sn) =0

et (Sn = na) C (|Sn| = na) donc, par croissance de P, on a P(Sy > na) < P(|Su| = na) < %

c. Pour a > 0 et s > 0, par stricte croissance de la fonction t — e, on a (X > a) = (e5X > e%¢). Or la

variable aléatoire eSX est positive donc, méme si e5X admet une espérance infinie auquel cas I'inégalité est

sX
triviale, on a P(X > a) = P(esX > e%%) < E(ia ) d’apres 'inégalité de MARKOV.
e

n
d. Pour s > 0, on a e%5» = [] e%Xx or, par transfert d’indépendance, les variables aléatoires eSX1, ... esXn
k=1
n
sont indépendantes donc, d’apres le cours, E(er) = [] E(es*x). Mais, par théoreme de transfert,

k=1
E(esXx) = %eSXI + %esx(_” = ch(s) donc, en prenant X = S, dans la question précédente, on obtient

n _ h(S) n
2 1 eh(s) = ()

€

la majoration P(Sn > na) <

7 7 3 N 52 S_ 52 . Z n'
e. IV{[etllode l . I our tOth Ieel S, d apIeb le COLlIS, Cll S) = E et € 2 = n . Sl an = 5

2(n+1)an _ _an
(2n+2)(2n+1) 2n+1
S

VneN, ap <1< (2‘), < zn‘ . Dot Vs € R, ch(s) <eZ.
n:

onaany = < an done (an)nso décroit et ap = 1. Ainsi, on obtient l'inégalité

N

2
Méthode 2 : la fonction f : s — 37 —1In(ch (s)) est bien définie sur R car ch (s) > 0, deux fois dérivable par
opérations et '(s) = s—th (s) et f”(s) = th*(s) > 0 pour s € R donc, comme f'(0) = 0, f' est négative sur R_
et positive sur R ce qui montre que f est minimale en 0 et, comme f(0) = 0, que f est finalement positive sur

2
R. Ainsi, ¥s € R, In(ch(s)) < 57 et on conclut par croissance de 'exponentielle que Vs € R, ch(s) < es’/2,

n 2
f. Avecd. ete.,ona P(Sy > na) < (%(as)) < en(s?/2)=sna_ posong g:s— 57 —sa, alors g est dérivable
e

sur R et ¢'(s) = s — a donc g est décroissante sur ]0; a] et croissante sur [a; +oo[ donc elle est minimale

ens=aoug(a) = 77 En prenant s = a dans la majoration précédente, on obtient bien la majoration

71’1(12

P(Sqn 2 na)<e” 2 pour a > 0.

Pour x > 0, on sait que g(x) = 1 ( 3% X 1) = 3% X2 3 X" g la fonct
g. Pour x > 0, on sait que g(x) = —2( - — —x) = = —>——. Ainsi, comme la fonction
X n=0 n! n=2 n! n=0 (Tl + 2)'

R - R défi Py

h : — éfinie par h(x) = —
par hx) = 2. T )

classe C*°, la fonction g, qui en est sa restriction & R* | se prolonge bien en une fonction continue (et méme

est développable en série entiere sur R donc qu’elle y est de

+oo n—1
C™) sur Ry telle que ¥x € Ry, ¢'(x) = > % > 0 donc g est croissante sur I'intervalle R
n=1 1 :

corrigé en TD et pas encore rédigé
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corrigé en TD et pas encore rédigé

pas fait
pas fait

On modélise ce probléme en associant chaque vote pour A & un déplacement dans Z? de vecteur (1,1) et
chaque vote pour B & un déplacement de vecteur (1, —1). On part du point (0,0) et le dépouillement permet

donc un chemin qui va de (0,0) & (1000,400) selon les regles ci-dessus. On cherche le nombre de chemins qui
restent au dessus (au sens strict & part bien sir & lorigine (0,0) de ce mouvement) de 'axe des abscisses.

On prend (p,q) € (N*)? avec q < p et on note ap,q le nombre de chemins dans Z? qui partent de (0,0)
et qui arrivent en (p + q,p — q) en restant toujours au dessus (au sens large) de l'axe des abscisses. Dans

notre cas, on a p = 700 et q = 300. Le nombre total des chemins qui partent de (0,0) et qui arrivent en

(p+4q,p—q)est by q= (p * q> car il faut choisir parmi les p + q déplacements les p qui se font vers le
P

haut (en complémentaire ceux qui vont vers le bas).
Les ap,q chemins qui restent au dessus de 'axe des abscisses doivent commencer par un déplacement vers le

haut donc passer par le point (1,1). Le nombre total de chemins qui vont de (1,1) & (p+q,p —q) est, comme
p+tq—1

ci-dessus, égal a <
p—1

)- Pour un chemin ¢ = ((1,1), (x2,42),-*, (kp+q-1,Yp+q-1), (P + 4,P — q))

qui part de (1,1) et arrive en (p + q,p — q) et qui touche I’axe des abscisses, on définit 'entier k > 1
qui est l'indice du premier (k minimal tel que yx = 0) passage par Iaxe des abscisses et on associe a c le
chemin ¢/ = ((1, 1), (x2, =y2), - -5 (xk=1, =Yk—1), (X1, 0), (Xk41, Yk1), - -+ (Xp+q—1vyp+q—1 ) (p+a,p—q)).
Réciproquement, pour un chemin ¢’ = ((1, =1), (x3,45), "+, (Xp 1 q—1>Yp+q—1)> (P+d,p—q)) qui va de (1,—1)
a (p+4q,p — q), on définit k qui est le premier passage par 'axe des abscisses et on associe & ¢’ le chemin
c=((1,1), (X/Z) _ylz)» Tt (X%71 ) —HLA ) (X{o 0), (X{ur] »U%Jr] )yt (X;+q71 ,y;+q,1 ), (p+4,p—q)) qui est un
chemin allant de (1,1) & (p 4+ q,p — q) et qui croise ’axe des abscisses.

Ce procédé, appelé principe de réflexion, réalise une bijection entre les chemins allant de (1,1) & (p+q,p—q)

et touchant 1’axe des abscisses et les chemins allant de (1,—1) & (p + q,p — q). Mais comme il existe, comme

—1
précédemment, <p +a ) chemins qui vont de (1,—1) & (p + q,p — q), la bijection permet d’affirmer qu’il
P

—1
y a aussi (p +ad ) chemins allant de (1,1) & (p + q,p — q) et touchant ’axe des abscisses.
P
— 1 —1
En passant par le complémentaire, il existe donc ap q = (p T 1 ) - (p T ) chemins allant de (1,1)
p— p

a (p+q,p — q) qui ne croisent pas I’axe des abscisses car un chemin qui va de (0,0) & (p + q,p — q) sans
croiser ’axe des abscisses est un chemin qui va de (1,1) & (p + q,p — q) sans croiser 1’axe des abscisses.
En considérant que tous les chemins sont équiprobables (on peut prendre les bulletins de vote dans un ordre

()07

quelconque et de maniere équiprobable), la probabilité cherchée est o« = 9p.q — ——
P.a ( )

P
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. (P+q—1> (p+q—1>_(P+q—1)! (P+g—1!'_ (p+a-—1p—q)
qul vaut, comme on a — = — = et
p—1 P (p—1lq! pl(qg—1)! plq!
! . - 1! _
(p+q> = (p+a) = (pta)lpra=1) , plus simplement, « = E—9.
P plq! plq! P+q

Dans notre cas, comme p = 700 et q = 300, cela donne o = 0, 4.

a. Comme X et Y sont a valeurs dans N, on a 2 = |_| (X =1,Y =) donc, par c-additivité, on obtient

1,j=20
+oo0 /400 Too 4
> ( > PX=1iY= ))) =1donca), ] 9 — 4 _ —1 (séries gbométriques) donc a = p2.
i=o0 ‘=0 izo1-a (-q)
+o0 4oo )
b. Pourie N, (X =1) = |_| (X =1,Y = j) donc, toujours par o-additivité, P(X = i) = p2q* 'Zo ¢ =p(1—-p)"
j=0 =

Comme X + 1 est & valeurs dans N* et que Yk € N*, P(X+1=k) = P(X =k —1) = p(1 —p)*~ ', la variable
aléatoire X+ 1 suit la loi géométrique de parametre p. Par symétrie, Y+ 1 suit aussi la méme loi géométrique

de parametre p. D’apres le cours, E(X 4+ 1) = 1 done E(X) = I-p_4a par linéarité de l’espérance et on
p p p
sait aussi que V(X +1) = ];ZE = V(X).
P

c. Soit f : N? — N définie par f(a,b) = ab de sorte que XY = f(X,Y). Par théoréme de transfert, la

variable aléatoire XY admet une espérance finie si et seulement si (ij P(X = 1,Y = j))1,j)en2 est sommable.

. . o 2
Or ¥ §PX=iY=j)= Y up’q = 3 ipPqT =p> ¥ (id")(d) = PZ( ) qu)
(i,j)eN? (i,j)eN? (i,j)e N2 (i,j)e N2 kEN
+oo
(famille produit). Or on sait que Vx €] — 1;1], ] 1= > x™ qu’on dérive terme a terme sur l'intervalle
—x ~
1 +o0 " +o00
ouvert de convergence pour avoir ———— = » nx™~! donc —*— = > nx™.
(1—x) n=1 (1—x) n=0

2 2 2 2
Par conséquent, E(XY) = p? (ﬁ) = 95 et Cov(X,Y) = E(XY) — EX)E(Y) = 45 — (%) =0.
—q p P

Mais c’est bien siir, comme V(i,j) € N2, P(X =1,Y =j) = p2q*" = (pq})(pq’) = P(X = i) P(Y = j), par
définition, les variables aléatoires X et Y sont indépendantes et, d’apres le cours, Cov(X,Y) = 0.

d. Soit n € N, les valeurs prises par U sachant que X+Y = 2n+1 sont tous les entiers de n+1 a 2n+1. Pour
k € [n+1;2n+1], ona (U = Max(X,Y) = k)N(X+Y =2n+1) = (X =%, Y = 2n+1-k)U(X = 2n+1-k, Y = k)
car 2n+1—k <kdonc PU=kX+Y=2n+1)=PX=kKP(Y=2n+1—-k)+ P(X=2n+1-k)P(Y =k)
par indépendance de X et Y donc P(U = k,X +Y = 2n + 1) = 2(pq*)(pg?™*'7¥) = 2p2q?™*+!. De plus,

2n+1
X+Yy=2n+41) = |_| (X = kY = 2n + 1 — k) donc, par o-additivité et indépendance de X et Y,
k=0
2n+1 2n+1
PX+Y=2n+1)= > PX=KPY=2n+1-k) = > (pq")(pq?™'7%) = (2n + 2)p?q>"™*1. Ainsi,
k=0 k=0
P(U=%X+Y=2n+1) 2p2 g ! 1
k 1;2 1], P(U=Kk|X+Y =2 1) = : = = .
pour k € [n+1;2n+1], IP( X+ n+1) PX+Y=2n+1) (2n+2)p2q2“+] n+1

Par conséquent, la loi de U sachant X + Y = 2n 4 1 est uniforme sur l'intervalle [n + 1;2n + 1].

corrigé en TD et pas encore rédigé

a. Notons P, = “on fait pile au lancer numéro k” (le premier lancer est de numéro 1). On pose X = +o0

si on ne fait pas deux fois pile au cours du processus. On a X(Q2) = NU {+o0} et, pour tout k € N,
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k+1 /i1 K1
(X = k) = |_| (( ﬂPi) NPiN ( ﬂ Pj) N Pk+2> (en notant i € [1;k + 1] et k + 2 les numéros des

i=1 j=1 j=i+1
deux lancers donnant pile). Comme ces événements sont incompatibles et que Py, -+, Pxi2 sont supposés
k+1 i1 k+1
indépendants, on a P(X =k) = 3 ( (- p))p( I « _p))p — (k+ 1)p2(1 — p)*.
i=1 \j=1 j=i+1
+o0 +oo
(X =+4x) = |_| (X = k) donc, par o-additivité, on a 1 — P(X = +00) = p? >_ (k+ 1)(1 —p)¥. Or on sait
k=0 k=0

—+o0
1= 3 x* qu’on dérive & lintérieur de I'intervalle ouvert de convergence pour avoir

que Vx €] — 1;1], r—
- k=0

+oo 2
— 1 . _ _ % _ _ —
Y (k+1)x* = ———. Comme 1 —p €]0;1[, 1 — P(X = +00) = =1 donc P(X = +o0) = 0.
k=0 (1—x)? ’ (1—(1-p)?
b. Par définition, X admet une espérance finie si et seulement si Y kP(X = k) est absolument convergente.
k>0
Or kP(X = k) = k(k + 1)p?(1 — p)¥ =0 (#) par croissances comparées donc Y. kP(X = k) converge par
o0 k>0
comparaison aux séries de RIEMANN, ce qui prouve que X admet une espérance finie.
+00
On dérive une fois de plus terme a terme la relation ¥x €] — 1;1[, > (k+ 1)x* = a 1 72 dans 'intervalle
k=0 - X
+o0 2 + oo 2
ouvert de convergence et Vx €] — 1;1[, > k(k+ 1)x*"! = —=—= donc Y k(k+ 1)x* = —=% . Ainsi,
K=1 (1—x) K=0 (1—x)

+o0 400 400 ZPZU _]ﬂ
E(X) = 5 KB(X =) = 5 k(k+Dp2(1 = p)* = p? 5 k(k+1)(1 —p) = 22U ZBL ey o1

k=0 k=0 K=0 (1=(-p)

esDé 2(1 —p)
et on a l'espérance attendue, E(X) = =——.

P

c. On suppose que la boule piochée dans I'urne l'est de maniére uniforme. On a Y(Q) = NU {400} en
convenant que Y = 400 si X = +00. Comme on a vu que (X = 400) est négligeable, (Y = +00) = (X = +00)

lest aussi. Pour k € N, comme ((X = n)) est un systéme quasi-complet d’évenements, par la formule

neN
+oo

des probabilités totales, P(Y = k) = Y. P(X =n)P(Y =k[]X =n). Or P(Y =k[]X =n) =0si k > n et
n=0

+oo 2 n “+o00 2 k
. +1 1— 1—
P<v=k|x=n>=n1ﬂs1k<ndoncP<v=k>=zk“‘ PO _ 2 zku—p)“:%
n= n=

(série géométrique) donc P(Y = k) = p(1 —p)*.
d. Comme (Y +1)(Q) = N* U {+o0c} et que Yk € N*, P(Y+1 =k) = P(Y =k —1) = p(1 —p)*', la
variable aléatoire Y + 1 suit (presque strement) la loi géométrique de parametre p. On sait d’apres le cours

que E(Y+1)=E(Y)+1= é et que V(Y +1)= V(Y) = 1—_29 Ainsi, E(Y) = ]—;E et V(Y) = 1—_29
p p

Comme Y w est une série a termes positifs pour w € €2, elle converge si et seulement si la suite de ses

k>1
—+oo
sommes partielles est majorée. Ainsi, en discrétisant les majorants M € N* on a I'expression A = U AM
M=T
™ Xi(w) A
oﬁAM:{wEQ’V‘nE N*) Sp(w) = > kk SM}Z ﬂ B, avec By = (Sn < M).
k=1 n=1

Soit M € N*, comme la suite (Sy (w))nen+ est croissante pour tout w € €, la suite (By )ne n+ est décroissante

pour Uinclusion car By 11 C By, puisque si Spiq1(w) < M, alors Sy (w) < Spt1(w) < M. Par le théoreme de
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continuité décroissante, on a donc P(Apm) = lim P(By).

n—-+oo

n n
Par linéarité de Pespérance, E(S,) = > E(]z(k) = pH;,, en posant H,, = 5 % la somme partielle de la série

k=1 k=1

i indg¢ —o3 V) g 1
harmonique. Par indépendance de X1, -+, Xy, V(Sn) = > 2z p(1 —p)Ty, en posant T,y = 2 la
k=1 k=1
o2

somme partielle de la série de RIEMANN iz qui converge et dont la somme est ¢(2) = o
n>1n

Comme S,, admet un moment d’ordre 2, d’aprés I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV, pour tout & > 0,

2
on a la majoration P(|S, — E(Sn)| = ¢) = P(|Sh — pHa| = ¢) < p(] ZZP)T“ = V(gn) < p(] _f)ﬂ .

€ 6¢
Soit M € N*, puisque HT Hp = +00, il existe np € N tel que Vn > ng, pH, > M. Pour tout n > nog,
n—+oo

comme M < pHp, on a (S, < M) C (|Sn — pHn)| = pHn — M) donc, en posant ¢ = pHy, — M > 0 dans

N2 N2
la majoration précédente, on obtient 0 < P(S;, < M) < p(l ;3)7[ = p(1 —p)m 5. Par encadrement,
6¢ 6(pHn — M)
comme Um Hp =-+oo,ona lim P(S, < M)=0donc P(Apm) =0.
n—-+oo n—+oo
+o0 +o0
Méthode 1 : par sous-additivité, comme A = U Am,ona P(A) < > P(Am) =0 donc P(A) =0.
M=1 M=1

Méthode 2 : Pour M € N*| si la suite (Sp(w))nen- est majorée par M, elle est a fortiori majorée par
M + 1 donc Apm C Am1. Ainsi, la suite d’événements (Apm)men+ est croissante pour U'inclusion donc, par

continuité croissante, on a P(A) = Mlim P(Am) = 0.
—+o0

On note qu’ici A, > 0 contrairement a ce qu’on a vu en cours ou on a imposé que le parametre d’une

variable aléatoire suivant une loi de POISSON soit strictement positif. Il est donc possible, si A, = 0, que Xy,

. N 67000 6700k
soit presque siirement nulle car alors on a P(X;, =0) = =TletVk 21, P(Xy =k) = =0.

0! k!
+oo +o0o n
Ona(S=0) = m (Xn = 0) car les Xy, sont & valeurs positives. Comme (S =0) = ﬂ ( Xk = O)) et que
n=1 n=1 k=1
n
la suite (In = ﬂ Xy = 0)) e est décroissante pour l'inclusion, par théoreme de continuité décroissante,
k=1 "

n n
ona P(S=0)= nEToo P(I,). Par indépendance des Xy, P(In) = k]:[1 P(Xx =0) = kl:[] e M =e k=1

On a donc deux cas :

+oo
e Si > An converge, on a P(S =0) = exp (— > ?\k) > 0.
k=1

n>1
e Si Y A diverge, on a P(S=0)=0.
n>l
n
Dans le cas général, pour p € N, en posant les sommes partielles S;, = > Xy, on constate que la suite
k=1
(Sn(w))nen+ est croissante pour tout w € Q et que (S < p) = ﬂ (Sn < p). Or ((Sn < p))neN* est
ne N*
décroissante pour I'inclusion donc, par le théoréme de continuité décroissante, P(S < p) = lim P(Sn < p).

n—+oo

On a vu dans le cours que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de POISSON
de parametres respectifs A et u, alors X + Y suit la loi de POISSON de parametre A + .

Initialisation : X; suit la loi de POISSON de parametre A7 par hypothese et, avec ce qui précede, X1 + X5 suit
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la loi de POISSON de parametre A1 + Az.

Hérédité : soit n > 2 tel que la variable aléatoire S, suit la loi de POISSON de parametre A = Z Ak. Comme
k=1
Sn et Xn 41 sont indépendantes par le lemme des coalitions, Sy, + Xn4+1 = Sn41 suit la loi de Poisson de

n+1
parametre A +Anqp1 = Y Ax.
k=1

n
Par principe de récurrence, pour tout n € N*, S;, suit la loi de POISSON de parametre . A.

k=1
n n i

P P eXp(_Z)\k)(Z)\k)
Pourn € N*, (Sp <p) = | |(Sn =) donc P(Sn <p) = Eo P(Sp =1) = EO k=1 5 k=1 (1).

i=0 = =
Traitons deux cas :

+oo i
e Si > Ax converge, en notant S = > A € Ry, par continuité de t — e* et de t — t' pour i € [[0;p]]
K> k=1
N . . P 7Ss1
en S, en passant & la limite quand n tend vers 400 dans (1), on obtient P(S < p) = Z

e Si > Ay diverge, comme lim e 'ttt =1sii=0et lim e
k>1 t—+o0 t—+oo

“H=0sii>1,en passant a la limite

quand n tend vers +oo dans (1), on obtient P(S < p) =1.
Pour avoir la loi de S, on écrit (S =0) = (S <0) et, pourp e N*, (S<p)=(S=p)U(S<p—1) de sorte

que, en traitant a nouveau deux cas :

P =S¢l st —Sgp
e Si > A converge, P(S=0)=e Set P(S=p) = e S Z e S — % sip e N%.

K1 = i 1!
e Si Y Ay diverge, P(S=0)=1et P(S=p)=1-1=0 51p€N*.
K>1

“+o00
Dans les deux cas, S suit la loi de PO1SSON de parametre S = > Ay.

k=1
corrigé en TD et pas encore écrit
pas fait

a. Pour que l'on ait Sy = 0, il est nécessaire et suffisant qu’il y ait k indices i € [[1;2k] tels que X; = 1
(considérés comme des réussites) et que les k autres indices i € [[1; 2k] vérifient X; = —1 (échecs). Ce schéma
binomial se traduit par le fait que p(k) = P(Sx =0) = ( ) (1 —p)k.

2k 2k K
Ei:‘)) k(] . )k o \/7((22k]<))k2k pk(1 _p)k _ (4'P(I/TEP))

b. Notons R le nombre de retours a l’origine, c’est-a-dire R = card ({k € N* | S = O}) € NU {+o0}.

Avec I’équivalent de STIRLING, p(k) =

On revient une infinité de fois a l'origine si et seulement si, pour chaque entier i € N*, il existe un entier

+oo +oo
j > i pour lequel S; = 0. Ceci se traduit par (R = +o00) = m < U (S5 = O)) Comme la suite

i=1 \j=i+1
400
d’éveénements | A; = U (S5 =0) est décroissante pour l'inclusion, par le théoreme de continuité
j=i+1 i€ N*

+o00
décroissante, on a P(R = 4+00) = lim P(A;). Or, par sous-additivité, on a P(A;) < > P(S5 = 0).
i—+oo P
j=i+1
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2
Comme p # % dans cette question, 4p(1 —p) < 1 car (p — %) > 0 donc, avec la question précédente,

p(G) = P(S5 =0) = o((4p(1 —p)))) et la série géométrique > (4p(1 —p))’ converge donc, par comparaison,

=1
+o0
la série ) P(S; = 0) converge. En notant Ry = »_ P(S; = 0) son reste d’ordre i, on a donc 0 < P(A;) < Ry
ji=1 j=i+1
donc, par encadrement, lim P(A;) =0et P(R = +o00) =0.
i—+oo

a. Sip est injective, pour x € E, pop(x) = p(p(x)) = p(x) donc p(x) = x par injectivité de p donc p = idg.

b. Si p est surjective, soit x € E, Ja € E, x = p(a) d’ou p(x) = p(p(a)) =pop(a) =p(a) =x donc p = id¢.
c. Si E = {a,b} est de cardinal 2 avec a # b, soit p : E — E telle que p(a) = b et p(b) = b. On a bien
p(p(a)) =p(b) =p =p(a) et p(p(b)) = p(b) donc p op = p et p est idempotente alors que p # id g.
d. Si E = {a,b} est de cardinal 2 avec a # b, parmi les 4 = 22 applications de E dans E, seule f: E — E telle
que f(a) =b et f(b) = a n’est pas idempotente, les trois autres le sont, c’est-a-dire

ep:E —E telle que p(a) =b et p(b) =b et

ep:E—Etelle que p(a) =aet p(b) =a et

e p:E — E telle que p(a) = a et p(b) =b.
e. Si E = {a,b,c} est de cardinal 3 avec a # b, a # ¢ et b # ¢, parmi les 27 = 33 applications de E dans E,

les 10 qui sont idempotentes sont les applications suivantes :

e p:E — E telle que p(a
e p:E — E telle que p(a
e p:E — E telle que p(a

e p:E — E telle que p(a

e p:E — E telle que p(a
e p:E — E telle que p(a

e p:E — E telle que p(a E

(a) = )

(a) = )

(a) = (b)

(a) = (b)

ep:E —E telle que p(a) = a et p(b) = a et p(c) =c avec p(E) = {a ch.
(a) = (b)

(a) = (b)

(a) = )

e p:E — E telle que p(a) = a et p(b)

f. (=) Si lapplication p : E — E est idempotente, soit x € p(E), alors il existe a € E tel que x = p(a), alors
p(x) =p(p(a)) =pop(a) =p(a) =x donc x est un point fixe de p.

(<) SiVx € p(E), p(x) =x, soity € E, comme p(y) € (E), on a p(p(y)) = p(y) par hypothese donc pop =p
et lapplication p est idempotente.

Par double implication, si p : E — E, on a p idempotente si et seulement si (Vx € p(E), p(x) = x).

g. Le nombre d’applications idempotentes d’'un ensemble de cardinal n ne dépend que de ce cardinal, et pas

de l’ensemble lui-méme. Soit n € N* le cardinal de E (car E est non vide), I, = {p : E — E | p idempotente}

et, pour tout k € [1;n], Inx = {p : E = E | p idempotente et card (p(E)) = k}. Ainsi, I, = |_| I car
k=1
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le cardinal de I'image de E par p idempotente est forcément un entier de [1;n]. Comme cette réunion est
n
disjointe, en notant an, = card (In) et an,x = card (In,x), on a an = Y. an k.
k=1
Protocole de choix pour les éléments p de I, i avec la question précédente :

. 212 . n .
e On choisit les k éléments de p(E) : il y a 5 choix.
e Pour les k éléments x de p(E), on a p(x) = x d’aprés f. : 1 seul choix.
e Les n — k autres éléments ont pour image un des éléments de p(E) : k™~* choix.

Ainsi, par indépendance de ces nombres de choix, on a an x = (k) Kk,

no/n
Par conséquent, le nombre d’applications idempotentes d’un ensemble de cardinal n est a, = > 5
k=1

2 2 3 3 3
On vérifie bien que a; = (])11 + <2>20 =3 (voir d.) et a3 = (]) 12 + <2>21 + (3)30 =10 (voir e.).

Pour k € N*, on note By = “on tire une boule blanche au tirage k”. Il n’y a pas indépendance des tirages

kK.

puisque si on tire une boule blanche, on arréte le jeu.

Pour n € N*, on a donc (Y =n) =By N---NBy_1 NBy et, d’apres la formule des probabilités composées,

ona P(Y=mn)=P(By) x P(B2|B1) X - x P(Bn|B1N---NBn_1) ce qui donne, avec les régles des tirages,
Py=n)=1xlx..x1lx-n —_mn
273 n n+1  (n+1)!
+o0 +oo
Comme (Y =0) = |_| (Y = n) d’apres I'énoncé, par c-additivité, on a 1 — P(Y =0) = > ﬁ donc
n=1 n=1\n
+oo _ too
Py—0)=1— s> (et -1 _ 4 §1 +§; 1= (e—1)4(e—1—1) = 0 et Pévenement
n=1 (TL + 1)' n=1T1 ( )

(Y =0) = “jamais de boule blanche” est négligeable.

D’apres le cours, Y admet une espérance finie si et seulement si la série (nP(Y = n))nen est sommable,

2 2
ce qui revient & la convergence (tout est positif) de la série n§1 (n1 ik Or (n]—li— I s (nl I et la
1 =2
série exponentielle 35 ———< converge. Ainsi, Y admet une espérance finie et E(Y) = 37 —"— donc
n>1 (Tl—]). n=1 (Tl-i—]).
+00 _ “+ o0 “+ o0
E(Y)= Y nnt)—(n+h+1 _ Z -3 l|+z — 1 e (e—N)+(e=T1-1)=e—1~1,72.

n=1 (n+1)' = (TL—]) n=1T" n=1 (n+1)'
+oo
a. On connait le développement en série entiere géométrique de rayon R = 1: ¥x €] —1;1], % = > x™
-X m=0

b. Soit un entier d € N*, on peut dériver terme a terme d—1 fois le développement de la question précéaente.

(@
Une récurrence simple montre que Vd € N*, Vx €] — 1;1], ( ) d+1 Ainsi, avecr=d — 1,

—x
r—1 +oo +oo r—1
ona( 1 )( ):(T_l)i: 3 m! —(r— 1)7(me>( ).
T—x (]—X) m=r—1 (m—r+]) m=0
+oo too
1. 1 _ m! m—(r—1) _ (TL—|—T )
c. Pourx €]—1;1[etr € N, 7(1 o _m:zrl] (r—])!(m—r+1)!x —nZ::O = 1) x" en posant
1 T Mm+r—1\ , :
n=m-—r+1 donc = = > x™. En prenant x = p €] — 1;1[ dans cette relation, on
— X n=0 n

oo —1 1 T —1 -1
obtient donc Y <n—|—r )p“ = —, Clest-a-dire ) pn =1 car (n+r ) = (n—i—r ) alors que

n=0 n q n=0 n r—1

¥n € N, pn > 0. Par conséquent, (pn)nen est une distribution de probabilité.
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d. La série génératrice de X est de rayon R > 1 d’apres le cours et Vt €] —R;R[, Gx(t) = > P(X =n)t™ donc

n=0
oo —1 —1
Gx(t) = Z pnt™ =q" Z <n+r >(pt)“. On a donc R = 1 puisque le rayon de Y <n+r )t“
r—1 P n>0 r—1

.
vaut 1 d’apres la question b.. Ainsi, Vt € } -1 7[ Gx(t) = —4—.
PP (1—pt)"

e. Comme R > 1, Gx est dérivable deux fois en 1 donc, d’apres le cours, X admet un moment d’ordre 2 donc

une espérance et une variance finies et que E(X) = G4 (1) et V(X) + E(X)? — E(X) = E(X(X — 1)) = G%(1).
1.1 pq” r(r 4+ 1)p2q" . N r

Or Vt € ] - 7;7[, Gh(t) = — PRI+ et GY(t) = TP don E(X) = P = TR ¢
P

(1—pt)™*! (1—pt)2” 1-p)™" " q
2.2 2 2 22 _
V(X) + ~ Pz B LqB _ r(r +21)p done V(X) = rr4+1)p” —r g +1p(1 —p) _ H%
q q q q

a. On note Tg le numéro de la boule tirée au tirage k. On admet l'existence d’un espace probabilisé
qui supporte cette suite (Tx)x>1 de variables aléatoires mutuellement indépendantes (remarque du cours).

D’abord X, (2) = (N*\ {1}) U {+o0} car on rajoute la possibilité de ne jamais avoir une autre boule

—+oo
que la premiere tirée, qu’on note X;, = +oo. De plus, (Xn = +o00) = m (Xn = k) par convention et
k=2
n
U ( Ty =1) N (Tkoy =) N (T # 1)) € A pour k > 2 donc X, est une variable aléatoire

car les T; le sont. Par incompatibilité de ces n événements, indépendance mutuelle des Ty qui suivent toutes

n k—1
la loi uniforme sur [1;n], on a P(X, =k) = > (l) (L_]) = n];11 pour k > 2.
i=1 n n

Xn-] 11y —1 1
On vérifie la cohérence de ces résultats car y D—g = 21— (—) =10 X = 1. Ceci
k=2 n no n 1—(/n)

justifie que I’événement (X, = +00) (toujours la méme boule) est négligeable comme attendu.
b. kP(X;, = k) = % et Y w converge car le rayon de la série entiere > kx¥~! est égal a 1
k=2 N k>1

+oo 1
, on obtient en dérivant Y kxk~! =

+oo
et que’l‘<1. De plus, comme Vx €] — 1;1[, > x* =
n k=0

1—x k=1 W

donc %kakq = —1 1. Ainsi, E(Xp) = (n— 1) x (niz - 1) = 2 =1 Par conséquent

= (1—x)* ’ " (n—1)° n—1 ’

liT E(Xn) = 2 ce qu’on subodorait car plus n augmente, plus I’événement (X, = 2) devient presque sfir.
n——+oo

Comme (X, —1)(Q) = N*U {400} et que Vk > 1, P(X,, —1=%k) = PXp, =k+1)=1

P(Xn—1=%) = (l>k71 (l—l> ( ( )) (]—7) avecp = l—l €]0; 1], la variable aléatoire Xy, —1

n n
1

suit la loi géométrique de parametre p = ce qui simplifie les calculs car alors E(X, — 1) = 1__n_

donc, par linéarité de l'espérance, E(X,) =1+ 7] = @
_ n—

c. Comme Xz =Y, pour k > 2, on a (Y2 =k) = (Xz = k) donc P(Y; =k) = 2k1_1 d’apres a.. On reconnait

k=1
cette loi, Y2 —1 suit la loi géométrique de parametre % car P(Y2—1=%) = P(Y, =k+1) = Z]—k = %( —%) .

d. Pour k > 3, en notant i le numéro de la premiere boule tirée, r le premier rang pour lequel on tire une

boule de numéro j # i, comme 6 —i—j est le numéro tiré autre que i et j (car i+j+(6—i—j) = 14243 = 6),
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k

|;|1 ((h i))ﬂ(Tr=i)ﬁ( kﬁ] ((Tkzi)U(Tij))))ﬂ(Tk=6—i—j).

a=1 b=r+1

33
ona (Y3 =k)= |_| |_|
=T
Ainsi, par incompatibilité de tous ces éveénements, indépendance mutuelle des tirages et symétrie entre les

k=1 71 k—r—1 k=1 k-2 _
numéros, P(Yz =k) =3 x2x (l) X <l> X (;> X (l) e L Lkl)
3 3) 73 3) T35

r=2 3

\ - too to (22 -1)
A nouveau, comme Y3(Q2) = {3,4,5,---, 400}, on vérifie que > P(Y3=k)= > 3K = 1. En effet,
k=3 k=3
k-2 3 3
on a Z pIcuEL (6/4)5 2/ (32) 36 {0/ (31)/3) =3 -3 =1. Ceci justific que I'événement (V3 = +00)

(maxmlum deux numéros tirés éternellement) est négligeable comme attendu.

a. Par définition, comme X est une variable aléatoire a valeurs dans N, sous réserve de convergence, on

Gx(t) = 5% B(X = n)t™. O te R, lasuite (B(X = n)tn) = (00" t borné
a Gx(t) = Y P(X =mn)t™ Or, pour t € R, la suite (P(X = n) )n>0* Tn>oes ornée par

n=0
croissances comparées. Ainsi, le rayon de convergence de la série génératrice Y, P(X = n)t™ vaut R = +o0
n>0
+oco —A n
etonaVvVte R, Gx(t)= > e Tt e MMt = M),
n=0 n!
b. Soit a >0ett>1, comme (X > a) = |_| (X = k), par o-additivité, et car t > 1 donc Vk > a, t¢ < t¥,
k>a
ona BX>a)= ¥ PX=k =L S °Px=k) < & 5 BX=k) . Ainsi, P(X > a) < Gx(t) oy
= = a . ’ = X a
k>a k>a k>a t
Gx(t)z(z ]P’(sz)t) (z P(X = k)t )etque z P(X = k)t* > 0.
k<a k>a k<a
. L, A(t=1)
c. D’aprés les questions précédentes, en prenant a = 2A > 0, P(X > 2A) < € = A=) =22 () oy
tout t > 1. Soit f : [1;4+00[— R définie par f(t) = A(t — 1) — 2AIn(t), alors f est dérivable sur [1;+oo|
et f'(t) = A — 2% = @ donc f est décroissante sur [1;2] et croissante sur [2;+oo] et elle atteint son

A
minimum en t = 2. En prenant t = 2 dans la question b., on a donc P(X > 2A) < ef(2) = A-2AIn(2) — (%) .

a. Soit By = “on tire une boule blanche ou tirage k” et Ny, = By = "on tire une boule blanche ou tirage k”.
Cas r =1: ily a N—1 boules blanches et une seule boule noire dans I'urne. On a XN () = [1;N] dans ce cas

k—1
et, pourk € [1;N],ona (Xny =k) = ( ﬂ Bi> NNy donc, avec la formule des probabilités composées en tenant

i=1
compte de la composition de I'urne & chaque étape, P(Xn = k) = P(B1) x P(B2|B1) x -+ - X P(Nk‘ ﬂ Bi)

ON 1
doncP(XN=k>:(-H1N—i—i—l)XN—k-F]
=

N
: N(N+1) N1
NP (ZN - 2
k=1

# apres télescopage. Ainsi, Xy suit la loi uniforme sur

[1;N] et on a E(Xn) = g: KP(Xn = k) =
k=1

Cas r =N : il n’y a que des boules noires dans 'urne : Xy = N est certain, Xn(2) = {N} et E(Xn) = N.

b. On peut modéliser cette expérience par des N-uplets comme BNNBBNN - -- BN, celui-ci signifiant que la
premiere boule tirée est Blanche, les deux suivantes Noires, etc..... sachant qu’il doit impérativement y avoir
N — r fois B et r fois N dans cette suite de lettres : en d’autres termes I’ “évenement” BNNBBNN - -- BN est

égal a BN N2 NN3NBsNBs MTNgNN7N---NBn_1 N Ny. On note 2 I’ensemble des tous ces N-uplets, il
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N
yen a ( ) car il faut choisir les r tirages qui vont donner une boule noire parmi les N tirages. On prend
T

aussi la tribu pleine A = P(Q) et pour P la probabilité uniforme (par symétrie) sur Q. On a Xn(2) = [r;N]
car il faut au moins r tirages pour prendre toutes les boules noires et au plus N.

card (XN = k))

Soit k € [[r;N], alors P(Xn = k) = card ()

(loi uniforme sur ©). Or on a card (2) = <N> et

T

r—1
card (X = k)) = (k 1) car il faut forcément tirer une boule noire au tirage k, des blanches a tous les

tirages suivants et il faut choisir parmi les r — 1 premiers tirages les k — 1 tirages qui donnent une boule noire.
k— 1)
- —1 (k—1DIN=—7)lr!  r(k—1I(N—1)!
Ainsi P(Xn = k) = (T = =
nsi P(Xn =) (N) (r— 1)!(k — 1)INI (k —1)IN!

T

Autre méthode : pour k € [r; N]] = Xn(£2), on pouvait aussi décrire, avec la définition de Xy, I’événement

(Xn = k) par (Xn = k) = | ] ((HNJ-)O( N Bp)>m\1km( F) Bm),ce qui

1<ip<<ip_1<k—1 j=1 pe[l;k—1] m=k+1
pé{i1, i1}

fait une réunion de ( ]> évenements incompatibles car il faut choisir les r — 1 entiers iy,--+,i,_7 parmi

r—
les k — 1 entiers de [1;k — 1]. Le premier (dans l'ordre lexicographique par exemple) de ces événements est
r—1 k—1 N k—r k—1 N
U= (ﬂNj)m(ﬂBp)mem( N Bm> et le dernier V = ((ﬂ Bp)m N Nj)mem( N Bm>.
j=1 p=r m=k+1 p=1 j=k—1+1 m=k+1
Pour le premier de ces deux évenements, avec la formule des probabilités composées, on obtient la relation
T—1 ) k—1 o N | — |
P(u):(Hr—L]>><(H N-p )x 1 ><( 11 N_m+1):r‘(N r)‘.Pourlesecond,
S N—j+1 e N=p+1/ N—k+1"\ 2 N—m+1 N!

k—r o k—1 ] N | _ 2\
]P(V):<HN T p-i-l)X( o X )'+1)X 1 X( I N—m+1>:1‘.(N'r)..On
p=1 N—p+1 jek—r 1t N=j+1/ 7 N —k+41 mekp1 N—m+1 N!

se rend compte que pour chacun des évenements dont (Xn = k) est la réunion incompatible, on va avoir

les mémes dénominateurs allant en décroissant de N a 1 et les mémes numérateurs mais pas dans le méme

I(N —1)! k—1
ordre. Comme tous ces évenements ont pour probabilité r(]\i\Ii'T) et qu’ils sont au nombre de ( 1), il
! T —

k— 1> " PI(N=7)!  r(k =N —1)!

r—1 N! (k —7)!IN!

vient P(Xn = k) = <

N ON k- 1N/
c. Par définition, E(Xn) = > kP(Xn = k) = << D k( ) = —— > r( ) avec la formule du
T

k=r B N k=r
T

capitaine, ce qui se simplifie avec la formule des colonnes en E(Xn) =

1) _r(N+T1)

= < N comme il
) r+1

se doit. La formule est aussi valable pour les cas limites r =1 et r = N de la question a..

a. Comme S est symétrique réelle, ses valeurs propres sont réelles par le théoreme spectral. Pour A € R,
xsA) = (A =X)2=Y2=(A—=X+Y)(A—X~—Y) donc S$p(S) = {X —Y,X + Y} donc, puisque Y(Q2) = N* par
définition donc Y > 0, il vient A =X —Y et u =X+ Y.

b. S est inversible si et seulement si det(S) = X?> — Y2 = (X — Y)(X +Y) = 0 donc, puisque X +Y > 0, S
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—+o0

est inversible si et seulement si X # Y. Ainsi, (S ¢ GL(N*)) = (X =Y) = |_| (X =k, Y = k) et, puisque
k=T

ces évenements sont incompatibles et que X et Y sont indépendants et de méme loi, par o-additivité et car

H—pl<1,oma PS¢ GLa(N)) = 53 P(X = k)2 = S p2(1 — p)20=) = p2 S¥((1 = p)2)i = — (]2_ 7
k=1 k=1 j=0 )

simplifié en P(S ¢ GLy(N*)) = ﬁ. Ainsi, P(S € GLy(N¥)) =1-P(S ¢ GLy(N*)) =1-F P . 2(21 _;’)

c. On sait d’apres le cours que S, étant déja symétrique réelle, est définie positive si et seulement si ses
valeurs propres sont strictement positives donc (S € STT(R)) = (A > 0) = (X > Y) = DO(X >k, Y = k)
car on a toujours p > 0. A nouveau, par incompatibilité de ces évenements et indépenda];;:a de X et Y, par

—+oo —+o0
o-additivité, on a P(S € S;T(R)) = > P(Y=K)P(X>k) = > p(1 —p)* (1 —p)* qui se calcule comme
k=1 k=1

X : - ++ tor 2\ k-1 p(l—-p) _1-p
a la question précédente, P(S € ST (R)) =p(1 —p) Z ((1 -p) ) =3 i 7o
k=1 -(1-p p’

1l est logique de trouver P(S € S3T(R)) = - P(S € GL(N*)) car (A < 0) et (A > 0) sont deux éveénements

N [—

de méme probabilité par symétrie entre X et Y.

On note X le résultat du dé lancé par le joueur 1 et Y celui du dé lancé par le joueur 2. Soit A et B

les évenements A = “le joueur 1 gagne”. On suppose que, pour le dé noir, les autres faces a part 6 sont
équiprobables, de sorte qu’elles apparaissent avec une probabilité 1 (1 — %) = %

Stratégie 1 : le joueur 1 lance le dé blanc, alors A = (X > Y) = | [(X =1,Y < i) donc, par incompatibilité

Hl:mm

de ces évenements et, pulsque X correspond au dé blanc et Y au de noir, que les deux dés sont supposées

indépendants, P(A) = Z PX=1)P(y<i)=PX=6)+ Z P(X = i) P(Y < i) en mettant a part le cas

5
X = 6 ou le joueur 1 gagne quel que soit le résultat du dé noir, et P(A) = % + % E 12—1 = %
] -
Stratégie 2 : le joueur 1 lance le dé noir, alors A = (X > Y) = |_|(X = 1,Y < i) done, par incompatibilité
i=1

de ces évenements et, puisque X correspond au dé noir et Y au dé blanc, que les deux dés sont supposées

indépendants, P(A) = Z PX=1)P(Y<1i) = .26: L % et P(A) =

Ainsi, la meilleure strategle pour le joueur 1 est de lancer le dé blanc car

1
3
1
7 >

UJ\—‘
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PREPARATION ORAUX 2025 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

a. Comme ¢ est continue sur R, cette équation différentielle linéaire normalisée d’ordre 2 vérifie les

hypotheses du théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ. Pour tout (to,yo,y)) € R3, il existe une unique solution y
de (E) telle que y(to) = yo et y’(to) = yj. Ainsi, en prenant to =0, yo = 0 et yy = 1, il existe une unique
solution y; : R — R de (E) telle que y1(0) = 0 et y;(0) = 1. De méme, en prenant to =0, yo =1 et yy =0,
il existe une unique solution y, : R — R de (E) telle que y2(0) =1 et y5(0) = 0. En notant S I'ensemble des
solutions réelles de (E) définies sur R, on a vu dans le cours que S est un sous-espace vectoriel de C?(R, R)
et que I'application 6 : S — R? définie par 6(y) = (y (0),y’(0)) est linéaire et bijective d’apres le théoreme de
CAUCHY-LIPSCHITZ. Ainsi, dim(S) = 2 car 6 est un isomorphisme de S dans R?. SiAjy;+Ay2 =0 (R) avec
(A1,A2) € R?, en évaluant (R) et sa dérivée en 0, on a A7 = A, = 0 donc (y1,y2) est libre. Par conséquent,
(y1,y2) est une base de S et on a donc S = Vect(y1,y2).

b. Comme f est deux fois dérivable sur R par hypothese, g l'est aussi par opérations. De plus, pour tout
réel x, on a g’'(x) = f'(x + 2m) et g”(x) = "' (x + 2n) donc, comme ¢ est 2n-périodique, on obtient la relation
Vx € R, g”(x) + ¢(x)g(x) = ' (x + 2m) + @(x + 2m)f(x + 2m) = 0 car x + 2w € R et que f est solution de (E)
sur R. Ainsi, g est aussi solution de (E) sur R.

c. On vient de montrer que P envoie toute fonction f € S sur P(f) = g € S. La linéarité de ¥ est claire
donc ¥ est un endomorphisme de S. Soit f € Ker(y), on a donc Vx € R, g(x) = f(x + 27) = 0 donc, comme
x > x + 21 = y est surjective de R dans R, il vient Yy € R, f(y) = 0 donc f = 0. Alinsi, P est injective, et
comme S est de dimension finie, P est un automorphisme de S.

d. La fonction z1 = ¥ (y1) : x — yi(x + 2m) appartient & S d’apres la question précédente et zq(0) = yq(27)
et 2(0) = v (2n) donc 0(21) = (y1(27), v} (21) = w1 (2)(1,0) + y; (2)(0,1) = y1(270(y2) + v/, (2m)0(y1)
ce qui montre, par linéarité et bijectivité de 0, que z1 = yj(2m)y1 + y1(2n)y2. De méme, on obtient la

relation z; = P(y2) = y5(2n)y1 + y2(2n)y2 car ces deux fonctions sont solutions de (E) avec les mémes

¥} (2m) y’2<zw>>.

y1(2m)  y2(27)
)| = X2 — (y} (2m) +y2(2m)) X + (y] (2n)y2(27) —y5 (2m)y1 (27)),

conditions initiales. Par conséquent, la matrice de ¢ dans la base (y1,y2) de S est A = (

X—yi(2m)  —y5(2n)
—Y1 (27‘[) X — yz(ZT[

les valeurs propres de { sont les racines de xa. Ainsi, si A est une valeur propre de {, A est solution de

Comme xaA = xy =

I’équation polynomiale (P) : x* — (y}(2m) +y2(2m))x + (v} (2m)y2(27) — v (2m)y: (27m)) = 0.

corrigé en TD et pas encore rédigé

a. La surface S est définie implicitement par S : F(x,y,z) = 0 avec F(x,y,z) = f(x,y) —z = xy + 1,1,
Y

X
La fonction f est de classe C' par opérations sur (Rj_)z et, de méme, F est de classe C! par opérations sur
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(R%)?x R. Comme Y(x,y,z) € (R%)3 grad’F(x,y,z) = (yfiz,xfiz, 71) # (0,0,0), la surface S n’admet
x Yy

que des points réguliers donc gF (a,b,¢)(x—a)+ %(a, b,c)(y—b)+ g; (a,b,c)(z—c) = 0 est une équation du

plan tangent P & S en (a,b,c) € S. Ceci se simplifie en P : (b - iz)(xf a)+ (a - b—z)(y —b)—(z—c)=0.
a
b. Comme la fonction f est de classe C' Touvert (R%)?, si elle admet en un point (x,y) € (R%)? un

extremum local, c’est forcément en un point critique de f d’apres le cours. Or, pour tout x > 0 et tout y > 0,

2
Vi(x,y) = (y - iz,xf Lz) =(0,0) <= (y?> =xy? =1). Orsiyx? =xy? =1, ona L5 = X =
x Y Xy Y

x =y et x> =1 impose x = 1 donc y = 1. Comme réciproquement, si x =y = 1, on a bien Vf(x,y) = (0,0),
le seul point critique de f sur (R*)? est (1,1).

0% 0%f o f %f -
Orr= g(hl) =2= ay—z(L]) =tets= axay(] 1) = 6yax(] 1) = 1 donc la hessienne de f en (1,1)

1 2 et elle est symétrique (normal avec le théoreme de SCHWARZ car f est de classe

2 par opérations sur (R*)?) et elle est définie positive car x = X* —4X +3 = (X — 1)(X — 3) donc

est la matrice H = (2

Sp(H) = {1,3} € R%. Ainsi, f admet en (1,1) son unique extremum local et c’est un minimum local.

c. Soit ((X“’y“))neN une suite de points de K qui converge vers (x,y) € R?, alors Vn € N, xpyn <
Xn = % et yn = % par définition de K donc, en passant a la limite dans ces inégalités larges, on a xy <
X = % ety > % donc (x,y) € K. Ainsi, K est fermé. De plus, si (x,y) € K, on a x = ﬁl < ]/3 =9 et

y= X < 3 — 9 donc K est borné.
x S 1/3

d. Comme K est un fermé borné en dimension finie et que f est continue sur K, f admet un minimum absolu
sur K par le théoréme des bornes atteintes. Comme (1,1) € K, MKin(f) < f(1,1) = 3. Mais f est strictement
supérieure a 3 sur la frontiére de K. En effet, K est un sorte de triangle avec un bord hyperbolique :

1

e Si (x,y) € K vérifie xy = 3, on a f(x,y) =3+14153
X Yy

e Si (x,y)EKVériﬁex:%,onaf(x,y)zxy—k.%—#l>3
Yy

e Si(x,y) € K vérifiey = %, on a f(x,y) =xy + 11353
X

Ainsi le minimum de f sur K est atteint a 'intérieur de K donc en un point critique or il n’en existe qu’un.

Par conséquent, f atteint son minimum sur K en (1,1) et M'}n(f) =f(1,1) = 3.
Maintenant, pour un point (x,y) € (R% )2, on a deux possibilités :

e Si (x,y) € K, d’apres ce qui précede, f(xx,y) = MKin(f) =f(1,1) = 3.

e Si(x,y) € K, on a f(x,y) > 3 en distinguant selon que xy > 3 ou x < % ouy < 1.

3

Par conséquent, (MiT)’LZ (f) = MKin(f) =f(1,1) = 3 et f admet un unique minimum absolu en (1,1).
R*
T

corrigé en TD et pas encore rédigé

a. H est borné car V(x,y) € H, ||(x,y)|lc < 1 par construction. De plus, si ((xn,yn))neN est une suite

d’éléments de H qui converge vers (x,y) € R>, onavVn € N, =1 < xp <1 (1), 0 < yn <1 (2),

1111 Xn = x et 1111 yn =y (passage par les coordonnées en dimension finie) donc, en passant & la limite
n——+oo

dans les inégalités larges (1) et (2), on obtient —1 < x < 1 et 0 <y < 1 ce qui prouve que (x,y) € H. Par
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caractérisation séquentielle d’un fermé, on en conclut que H est fermé. Or f est continue sur H par théoremes
généraux car t — 1/t est continue sur Ry et que V(x,y) € H, y —yx? = y(1 —x?) > 0. Ainsi, comme f
est continue sur un fermé borné en dimension finie, d’apres le théoreme des bornes atteintes, f admet un

minimum et un maximum sur H et ces valeurs sont atteintes.

b. La partie O est un ouvert de R? car, par exemple, si (x,y) € 02, en posant r = Min(1—x,x+1,y,1—y) > 0,
la boule ouverte de centre (x,y) et de rayon r est incluse dans O (faire un dessin). La fonction f est de classe
C! sur O par théorémes généraux car V(x,y) € O, y(1 —x?) > 0 donc si f admet un extremum en (x,y) € O,

le point (x,y) est un point critique de f. De plus, en écrivant f(x,y) = x(1 —y),/y V1 —x2, on a la relation

) oy (=231 —y)
Lxvy) = (1= VT =2 +x(1 _y)‘/g(z\/lz— ) B Vi —Xzy .

aa;( )__X\/—\/ﬁ—kx(]—y)(z\[)m_X(1—3;J\)/;7/m
1

grad f(x,y) = (0,0) si et seulement si x = iﬁ ety = l d’apres les expressions précédentes. 1l y a donc

et, de méme, on obtient

. Pour un point (x,y) de O, on a

deux points critiques de f dans O, ce sont les points (7 %) et ( — 7 g)

Comme f est de classe C? sur O par théoremes généraux, on peut considérer la hessienne de f en ces deux

points. Or o°f (xy) = (1=3y) S - Xz(] —3y) donc i (L l) = 0 (_ 7 l) =0
: oxoy \™ 2y 2\/1 7X2\/g oxoy \ /2’ 3 0x0y V2’3
2 —2x%)(1 = _
et les deux hessiennes sont diagonales. De plus, a—;(x,y) = x(1 = 2 )(21 3/;)\/15 all y)\f donc
dx (1—=x7) V1—x2
sz(i, l) = -8 o i}c( - — 7) = & Enfin, on calcule la derniere dérivée partielle seconde
V2’3 V3 ox \f 3 V3

y3/? 2y V2’3 4 4

Z
Hf< 1 ,%) a des valeurs propres strictement negatlves donc f admet en (7, un maximum local et

Zf(x,y)Z—XU —iy)m \/7(1, ( 1 1) _ ﬂet ( ) 3\[ Ainsi,
1
3

N———

2

- — 7) a des valeurs propres strictement positives donc f admet en ( 17 ) un minimum local.

U)\—*

Les valeurs de f en ces points sont f( ) = —— et f( - — f) =
V2’3 3\/ \f 3 \f
€0

Les deux études n’étaient pas nécessaires en se rendant compte que V(x,y) f(—x,y) = —f(x,y).
c. Le maximum de f sur H existe d’apres la question a.. En les points (x, ) de la frontiere du rectangle
H, on a soit x = —1, soit x = 1, soit y = 0, soit y = 1 et, dans tous les cas, f(x,y) = 0. Comme f n’est
pas une fonction négative sur H car par exemple f(iz, %) = 4]% > 0, le maximum de f sur H n’est pas
atteint sur la frontiere de H donc il est atteint a l'intérieur O de H, donc en un point critique. Puisque
Y(x,y) € H, f(—x,y) = —f(x,y), la recherche du maximum de f sur H nous permettra aussi de déterminer le
minimum de f sur H. Comme il n’existe que deux points critiques de f dans O d’apres la question précédente,
et uelonadeacalculef( ):Letf(—il>:—L,
4 ! V2'3) T 33 V2’3 V3

: 1 1 s 1 1 1 : 1
maximum sur H en (—=, 7> et son minimum sur H en (— —, 7) et que Max(f) = —= et Min(f) = ——~.
V2’3 V2’3 H 3V3 H 3V3

on peut affirmer que f atteint son

a. Lafonction h: RY : x = x* = ™) est dérivable sur R* par opérations et Vx > 0, h/(x) = (In(x)+1)x*
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donc h est croissante sur ]O; l{ et décroissante sur }l; +oo[ avec h(l) =e ¢ lim h(x) =1 =0° car
e (4 e x—0+t

lim xIn(x) =0et lim et =1et lim h(x) =+oocar lim xIn(x) = +ocoet lim et = +4oo.
x—0+ t—0— X—+00 X—r+00 t—+o0

b. Comme f(x,y) = e* e 4y?) g (x,y) # (0,0), f est de classe C' sur R?\ {(0,0)} par opérations. On a

_ tin(t?) tin(t?)
vy € B, (0,y) = 1 done (0,0 = 0. Si 10, O —MO _ FEI =1 _ 0 =1, 442) tend

t t T tin(t?)
2 eX —1 0 etIn(t?) _ 4
vers —oo quand t tend vers 0 car limtIn(t*) = 0 et lim =exp’(0) = e” =1 donc lim &——— =1
t—0 x—0 X t—0 tln(t )

par composée. Ainsi, la dérivée partielle % n’existe pas en (0,0), la fonction f n’est pas de classe C' sur R?.

La fonction f est-elle continue en (0,0) ? Par continuité de exp en 0, si ¢ > 0, il existe & > 0 tel que

Vz € [~ af, |e* — 1] < e. Comme |x| < /x2+y?2, on a [xIn(x* +y?)| < v/*x2+y2|In(x* +y?)|. Or
1111(1) V't In(t) = 0 par croissances comparées, donc il existe p > 0 tel que Vt €]0; ], [/t In(t)] < «.
t—

Par conséquent, dés que ||(x,y)||2 = /X2 +y2 < B, on a [v/x2 +y2 In(x? +y?)| < « et on traite deux cas :
-six =20, |f(x,y) —f(0,0)] = f(x,y) — 1= X IOCHY?) ) eV 0P YY) g g

om0 I 4y?) g
(0 (T )

—six < 0, [f(x,y)—F(0,0)] = 1—f(x,y) = L eI HYY) 1 VPRI HYT) )

On a donc ||(x,y)||2 = V/*x2 +y2 < p = |f(x,y) — £(0,0)| < e d’ont la continuité de f en (0,0) donc sur R2.

of 2 of 2x
c. On calcule 3 (x,y) = (ln(xz +y?) ﬁ)f(x,y) et 5x(xy) = (ﬁ)f(x,y).
of

Comme f(x,y) > 0, en supposant Wf(x,y) = (0,0), on a ﬁ(x,y) =0<=xy=0<= (x=00uy=0).
e Six =0, alors g—i(x,y) =0<=In(y?) =0 <=y = +1.
e Siy =0, alors g—i(x,y) =0<=In(x?) +2=0+=x=Fe .
Il existe donc 4 points critiques : (0,1), (0,—1), (e~'1,0) et (—e™',0).
d. Extrema locaux : comme R?\ {(0,0)} est un ouvert sur lequel f est de classe C', si f y admet un
extremum local, c’est en un point critique d’aprés le cours. Comme on a f(x,y) = f(x, —y), la surface S
d’équation z = f(x,y) est invariante par la réflexion de plan y = 0. Il suffit donc d’étudier f au voisinage de
(0,1), (e71,0) et (—e™',0).
e Comme (0,14 t) = £(0,1) = 1, rien & dire dans cette direction. Mais f(t,1) = e*'™1+t*) donc f(t,1) < 1
sit<Oetf(t,1) >1sit>0. Donc f n’admet pas en (0,1) d’extremum local. En (0, —1) non plus donc.
e En ce qui concerne I’étude de f au voisinage des points (e~',0) et (—e™',0), on va montrer que ce sont
des extrema locaux en considérant une restriction de f a un fermé borné. Il semble logique de considérer
la boule fermée unité B = {(x,y) € R? | x* + y? < 1}. Comme f est continue sur le fermé borné B (en
dimension finie), f y est bornée et y atteint ses bornes. Sur la frontiere de B, c¢’est-a-dire sur le disque unité
D = {(x,y) € R? | x? +y? = 1}, la fonction f est constante et vaut 1. Comme les valeurs en ces deux points
sont f(e=1,0) = (e72)¢ ' =e2/¢ < Tt f(—e~',0) = (e72)"¢ ' =e?/¢ > 1, on a donc MBax(f) > e?/¢ et
MBin(f) < e~2/€. Ainsi, la restriction de f & B n’atteint pas son minimum et son maximum sur sa frontiere
D mais dans son intérieur B = {(x,y) € R? | x* +y? < 1}, c’est-a-dire sur un ouvert. On sait alors d’apres le
cours que ce minimum et ce maximum sont atteints en des points critiques de f, qui ne peuvent étre d’apres

I’étude précédente que les points (e~',0) et (—e™',0). On en déduit donc que f atteint son minimum absolu

92



sur B en (e~',0) et que MBin(f) = f(e",0) = e7?/¢ et que f atteint son maximum absolu sur B en (—e~',0)
avec MBax(f) = f(—e~',0) = e?/¢. Ces points sont donc des extrema locaux de f en tant que fonction de R?
dans R, f admet en (e~',0) un minimum local (sur B) et f admet en (—e~',0) un maximum local.

d. Six €]0;1], f(x,0) = e* ) < = £(0,0) donc f n’admet pas en (0,0) un minimum local.

Six €] —1;0], f(x,0) = e* ) 5 = f(0,0) donc f n’admet pas en (0,0) un maximum local.

f n’admet donc pas d’extremum local au point (0,0).

Extrema absolus : on a f(x,0) = (x?)* qui tend vers 0 quand x tend vers —oo donc f n’admet pas de minimum

absolu car f est strictement positive sur R2. Ce qui précede montre que Insz = 0 alors que 0 ne peut pas
R

étre une valeur prise par la fonction f. De méme f(x,0) = (x?)* tend vers 400 quand x tend vers +oo donc
f n’admet pas de maximum absolu sur R? car f n’est pas majorée sur RZ.
a. Pour tout A € R, par définition il existe r > 1 tel que Vx € R™, [|x|]| > r = ﬁ > A. Prenons
x

A = f(0) € R, il existe donc v > 1 tel que Vx € R™, ||| > + = ﬁ > f(0). Comme f est continue
X

(puisqu’elle y est C') sur la boule fermée bornée K = B¢(0,r) (en dimension finie), la fonction f est bornée
sur K et y atteint ses bornes donc on peux poser m = MKin(f) = f(a) avec a € K. Traitons deux cas :
e Si x € K, par définition, on a f(x) > m.

e Six K, [[x|| > r donc f(x) > |f|(i‘)| > £(0) > m.
X

Ainsi, f est minore sur R™ et on a A%in(f) =m. Or f est de classe C' et R™ est un ouvert donc, comme f
admet en a un minimum absolu donc local, a est un point critique pour f donc Vf(a) = 0.
b. Pour tout vecteur v € R™, la fonction f, : R™ — R définie par f,(x) = f(x) — (x|v) est de classe C' car

f est et que g, : x — (x|v) est polynomiale en les coordonnées de x donc de classe C' aussi, d’ailleurs elle

est aussi linéaire donc continue car on est en dimension finie. De plus, ¥x € R™, Vf,(x) = Vf(x) — Vg, (x)

n
par linéarité des dérivées partielles. Or, si v = (vi,---,vn) et x = (x1,-+,%n), gv(x) = > xvk donc
k=1

Vgv(x) = (vi,-++,vn) =v. Ainsi, Vf,(x) = Vf(x) — v.
De plus, d’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, Vx € R?, |(x|v)| < |[x]|||v|| donc, par inégalité triangulaire,
Ve € R™, [fu(x)] = [f(x) = ()| = [IF()] = (x| = [1(x)] = [(e)] = [£GO] = [Ix][ [I]] -

[fv(x)
|||XH

minoration, on a aussi lim [fy () = +o00.
lIxl[=+oo |||

Alinsi, deés que x # 0, ||x|| > 0 donc

> [fe] [[v[l. Or lim 1ed] ~+o0 par hypothese donc, par
[IxI] [l [[x]]

D’apres la question précédente appliquée a f,, il existe un point x € R™ tel que V£, (x) = Vf(x) —v = 0 donc

Vf(x) = v. Puisque ceci est valable pour tout vecteur v € R™, la fonction Vf est surjective de R™ dans R™.

pas fait

a. Pour x € R, la fonction gy : [0;1] — R définie par gy (t) = Arctan?(xt) est continue sur le segment [0; 1]
1
donc f(x) = fo gx(t)dt existe et f est bien définie sur R. De plus, par imparité de Arctan, la fonction f est

1
paire et f(0) = j;) 0dt = 0 car Arctan(0) = 0. Soit g : R — [0;1] — R définie par g(x,t) = Arctan?(xt) :
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(H1) Pour t € [0;1], la fonction x — g(x,t) est continue sur R.

(H2) Pour x € R, la fonction gy : t — g(x,t) est continue sur [0;1].
2
(H3) Pour (x,t) € R x [0;1], |g(x,t)] < % = ¢(t) et @ est bien continue et intégrable sur [0;1].
Ainsi, par continuité sous le signe somme, f est continue sur R.
b. Utilisons maintenant le théoreme de dérivation sous le signe somme :

(H1) Pour t € [0;1], la fonction x +— g(x,t) est de classe C' sur R par opérations.

(H2) Pour x € R, la fonction gy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur [0;1] d’apres a..

. dg _ 2t Arctan(xt) . )
(H3) Pour x € R, la fonction t — 32(x,t) = Tr 0 est continue sur [0;1].

(H4) Pour (x,t) € R x [0;1],

%%(x, t)‘ < T =0(t) et 0 est bien continue et intégrable sur [0;1].

us
2

1
Ainsi, f est de classe C! sur Ret Vx € R, f/(x) = f MLGTL(ZXJ[)

0 T4 (xt)
c. Pour x € R*, effectuons le changement de variable u = xt <= t = P (u) = U ot P est une bijection

X
— X
strictement monotone de classe C' de [0;x] dans [0; 1] de sorte que Vx # 0, f(x) = 1 fo Arctan?(u)du. Parle
x

théoréme fondamental de I'intégration, comme u ++ Arctan?(u) est continue sur R, la fonction H: R — R

. x 2 1 / 2 H(x)
définie par H(x) = fo Arctan”(u)du est de classe C' sur R et H'(x) = Arctan®(x). Comme f(x) = —=,
X
/
en dérivant par produit car x — 1 est dérivable sur R*, on a Vx € R* f(x) = —ﬁg) + H(x) donc
X X

2
f(x) = _fd + Arctan”(x) comme attendu.
X

X

d. D’apres c., la fonction f est solution particuliere de (E) sur R} ou R*. Comme les solutions de

(Eo) = xy’' +y =0sur R} ou R sont classiquement les fonctions x % avec A € R, par théoreme de

structure, les solutions de (E) sur R* ou R* sont les fonctions yx : x — f(x) + A avec A € R.
x

e. Analyse : soit y : R — R une solution de (E) sur R. D’apres la question précédente, il existe deux

constantes A1 et Ay réelles telles que Vx < 0, y(x) = f(x) + AL ot x> 0, y(x) = f(x) + A2 En remplacant x
X X

par 0 dans (E), on a y(0) = 0. De plus, comme y est continue en 0 et que f 'est aussi grace & a., les fonctions

x = AL gur R* et x — A2 gur R% admettent une limite nulle en 0 ce qui impose A; = Az = 0. Ainsi, y = f.
X X

Syntheése : on a vu en b. que f est dérivable sur R, en c. que f est solution de (E) sur RY et sur R*.
Comme f(0) = 0 donc 0.f'(0) + f(0) = Arctan?(0) = 0, la fonction f est méme solution de (E) sur R.
Conclusion : seule f est solution de (E) sur R) et 'espace affine S des solutions de (E) sur R est de dimension

0 car on peut écrire S = {f} = f+ {0}.

X+1 —1 0
a. Dansxa = 1 X—-2 1 |, on effectue "opération de GAUSS C; «— C7+C,+C3s et, par linéarité
3 —1 X—=2
X —1 0 1 —1 0
du déterminant par rapport a la premiere colonne, xya = | X X —2 1 =X|1 X-=2 1 puis on
X —1 X—-2 1 —1 X-2
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1 —1 0
effectue Ly +— Ly—Lj et L3 «— L3—L; pour avoirxa = X |0 X —1 1 = X(X—=1)(X=2). xa est scindé
0 0 X—=2
a racines simples sur R donc A est diagonalisable et toutes ses valeurs propres sont simples donc Eo 1(A)
-1 1 0 -2 1 0 1
et E2(A) sont des droites. A= -1 2 -1 | etA—-Iz3=| -1 1 —1]etA-2I3= —1 0
=3 1 2 =3 1 1 1
1
donc Ep(A) = Vect(vy), E1(A) = Vect(vz) et E2(A) = Vect(vz) avecvi = | 1 |, v2 = et vz = (
1
X 0 0 0
b. Le systéme (S) s’écrit matriciellement X’ = AXsiX = | y |. Comme A =PDP~TavecD= [0 1 0
z 0 0 2
1 1 1
etP=11 2 3 d’apres la question précédente, on a ’équivalence, en posant Y = P~'X, Y étant C! si

1T 1 —1
et seulement si X U'est : X = AX <= X" = PDP™'X += P~ 'X" = (P7'X)"” = D(P'X) <= Y" = DV.
a
Ennotant Y= | b |, Y =DY < (a” =0, b” =b et ¢ = 2c). Ces trois équations différentielles linéaires
c
linéaires du second ordre & coefficients et sans second membre se résolvent facilement et Y/ = DY équivaut

a 3(ar,B1,v1,02,B2,v2) € RS, Vt € R, a(t) = a1t + a2, b(t) = Bret + pae™t, c(t) = ywﬁt —l—yze_ﬁt.

Avec les équivalences précédentes, (x,y,z) vérifie (S) si et seulement s’il existe (a1, B1,v1, 002, B2,v2) € R®
x(t) = a(t) +b(t) +c(t) = art+ az + Bret + Pae "t +yreV2t +yze V2

et VE€ R, { y(t) = a(t) +2b(t) +3c(t) = art + oz + 2B 1et + 2B2et + 3y1eV2t 4 3y e V2t car X = PY.
2(t) = a(t) +b(t) —c(t) = art + oz + Bret + paet —yreV2t —yyem V2

X+2 -4 —1
a. Dans xa = 1 X—3 —1 |, on effectue 'opération de GAUSS C; +— C;7 + C, et, par linéarité
4 -4 X-=3
1 —4 —1
du déterminant par rapport & la premiere colonne, on a xpo = (X —2)|1 X—3 =1 |. On poursuit avec
0 -4 X-=3

1T -4
Ly «— Ly—L; et on développe par rapport a la premiere colonne pour obtenir xa = (X—2)|0 X +1 0
0 —4 X-=3

donc xa = (X —2)(X+ 1)(X — 3) de sorte que Sp(A) = {—1,2,3}, que xa est scindé a racines simples sur R
donc que, d’apres le cours, A est diagonalisable dans Mz (R).

-1 4 —4 4 1 -
Comme A+Iz3=|[ —1 4 JA=2I3=| -1 1 1] etA—-3I3=

—4 4 4 —4 4 1

9]

1
1 , on a les sous-espaces

4
0
4

1

etvy=1|1

1

b. Pour une fonction X : R — M3 1(R), si on pose la fonction Y = P~'X, on a X = PY et X est dérivable sur R

[ Qi g—

1
—4
propres E_7(A) = Vect(v1), E2(A) = Vect(vz), E3(A) = Vect(v3) avec vi = (
1 -1 0 O
1] etD= O 2 0
1 0o 0 3

[ JE T g—

1
On peut donc écrire A = PDP~! avec P = | 0
1

si et seulement si Y est dérivable sur R et, comme A = PDP~! et que Y/ = (P~'X)’ = P~'X, on a I’équivalence
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suivante : (Vt € R, X'(t) = AX(t)) <= (Vt € R, P7'X/(t) = DP'X(t)) «= (Vt € R, Y/(t) = DY(t)) de
sorte que (X solution de (S7) sur R) <= (Y solution de (S}) sur R) avec (S}) : Y =DY.

a(t)

c. SiY(t)=| b(t) |, Y est solution de (S]) sur R si et seulement si Vt € R, a”(t) = —a(t), b”(t) = 2b(t)

c(t)

et ¢”(t) = 3c(t), c’est-a-dire si et seulement s’il existe trois constantes réelles a1, az, a3 telles que, pour tout
réel t, on a a(t) = aje™t, b(t) = aze?! et c(t) = aze3t. D’aprés 'équivalence de la question précédente, et

comme X(t) = PY(t), les solutions réelles de (S1) sur R sont les fonctions X : R — M3z 1(t) telles qu'il existe

x(t) are b+ azelt + azedt
(a7,a2,a3) € R¥ avec Vt € R, X(t) = | y(t) | = aze?t + azedt
z(t) aje”t +azedt

d. Pour une fonction X : R — M3,1(R), si on pose la fonction Y = P~TX, on a X = PY et X est deux
fois dérivable sur R si et seulement si Y est deux fois dérivable sur R et on a I’équivalence suivante :
(Vt € R, X"(t) = AX(t)) <= (Vt € R, P7'X"(t) = DP~'X(t)) <= (Vt € R, Y”(t) = DY(t)) de sorte que
a(t)

(X solution de (S;) sur R) <= (Y solution de (S5) sur R) ou (S5) : Y" =DY. SiY(t) = [ b(t) |, Y est
solution de (S5) sur R si et seulement si Vt € R, a”(t) = —a(t), b”(t) = 2b(t) et ¢’'(t) = 3¢(t), (;C’Eets)t—A—dire si
et seulement s’il existe six constantes réelles a1, ay, a3, as, as, ag telles que 'on ait, pour t € R, les relations
a(t) = a; cos(t) +az sin(t), b(t) = aze¥V2 +aze V2t et ¢(t) = ase¥3' + age~ V3!, Comme en question c., les
solutions réelles de (S;) sur R sont les fonctions X : R — M3 1 (t) telles qu'il existe (a1, az, a3, a4, as, ag) € R®
(1) a7 cos(t) + az sin(t) + azeV2t + age V2t 4 azeV3t + age V3t

(;[)) = age‘ﬁt + a4e7‘ﬁt + a5e\/§t + aée"/gt

( aq cos(t) 4+ az sin(t) + aseV3t 4 qge V3t
e. Soit X est une solution de (Sz) bornée sur R donnée sous la forme précédente :

x
avec Vt € R, X(t) = | y
z

a6e7\/§t
e Siag#0, X(t) ~ age~V3t |, absurde car t — age™ V3" tend vers 00 en —oo. Ainsi, ag = 0.

age

(156\/“;’t
e Sias #0, X(t) ~ aseV3t |, absurde car t — aseY3! tend vers +o0o en +oo. Ainsi, as = 0.

t—+o0 V3t
ase
a4e_ﬁt

e Sias #0, X(t) ~ age V2t ce qui est absurde car t — ase~ V2t admet pour limite

t——o0
aq cos(t) + az sin(t)
+o00 en —oo. Ainsi, ag = 0.
ageﬁt
e Siaz #0, X(t) e azeV?t ce qui est absurde car t — aze¥2t admet pour limite +oo
aj cos(t) + az sin(t)

en +oo. Ainsi, a3 = 0.

aq cos(t) + az sin(t)
e Par conséquent, ¥Vt € R, X(t) = 0

aj cos(t) + az sin(t)

Réciproquement, X ayant cette expression est clairement bornée sur R car cos et sin le sont. Par conséquent,

l’ensemble A, des solutions réelles et bornées de (S;) forme un R-espace vectoriel car Ay = Vect(Xy, X2) avec

cos(t) sin(t)
vte R, X;(t) = 0 et Xa(t) = 0 . Comme B = (X1, X2) est libre, et qu’elle est génératrice
cos(t) sin(t)
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de Az, B est une base de A, donc dim(Az) = 2.

a. On décompose la fraction rationnelle " en éléments simples sachant que ses poles sont —1,0, 1, que

]
(t*—1)

son degré vaut —3 < 0 et qu’elle est déja sous forme irréductible. Il existe donc trois constantes a, b, c réelles

1 a b c . . . . . s
tell Vvt -1,0,1}, ———— ==+ — . Par identificat la tech 1 I’ast
elles que Vt ¢ {—1,0,1}, T t+tf1+t+] ar identification, la technique classique ou l'astuce
. . 2t 42(1 — %) 2t 2 _t+1—-(1—1) 2
habituelle 2 = 2t% + 2(1 — t?) ce qui donne 2 = = + == + =,
( Jeeq t(1 — t°) t(1 —t%) -2t -9+t t
bhent 2 2. 1 1
on obtlen 7’((1—‘(2) t+1—t T+t
a. L’équation (E) peut étre mise sous forme normalisée sur les intervalles Iy =]—o0; —1[, I, =]—1;0][, I3 =]0; 1]
: 2 2t 2 S 2t 2
et Iy =|1;400[. On retient que = + £ et, comme une primitive de a : t — + =
4 =|1;400[. On retient qu rEp— o2t une primitiv a 2t
est A 1t — 2In(|t]) — In(]1 — t?|) sur chacun des ces intervalles, les solutions de I’équation homogene
At

(Eo) : t(t> — 1)y’ + 2y = 0 sur chacun des Iy sont les fonctions y : t — Z 7 (les valeurs absolues sont

absorbées par la constante A qui parcourt R).

A(t)t?
2

On fait ensuite varier la constante en cherchant une solution particuliere de (E) sous la forme y : t —

t
avec A : Iy — R dérivable. En substituant, on trouve A’(t) = % et on prend par exemple A = In(|t|) pour

£ In(Jt])

avoir comme solution particuliere yo : t — 2 sur chacun des Iy.

Par théoreme de structure, comme 1’équation (E) est linéaire, les solutions de (E) sur chaque Iy sont les
(A + n(t]))
te—1

ya it avec A € R : cet ensemble de solutions est une droite affine.

b. Raccord en 0, analyse : si y est une solution de (E) sur | — 1;1], ses restrictions & I, et I3 sont des

solutions de (E) sur ces deux intervalles donc, d’apres la question précédente, il existe des réels A, et Az

) A S E A A I L)

y(0) = 0 (en remplagant t par 0 dans (E) par exemple ou par prolongement).

tels que Vt €] — 1;0[= L2, y(t) . On a forcément

Raccord en 0, synthese : réciproquement, pour (A2,A3) € R2, si la fonction y :] — 1;1[— R est définie par

€ - 150], (1) = COLFINID) o e o, ye) = L FInGA)

et y(0) =0, y est de classe C* sur
I, U I3 par opérations et y est continue en 0 par croissances comparées car lin}) t? In([t]) = 0 et y est aussi
t—

dérivable en 0 car y'(0) = lin}) w
t— -

ceci quelles que soient les constantes A, et A3. Comme y est solution de (E) en 0, sur I, et sur I3, y est bien
solution de (E) sur | — 1;1][.

=0 car on a aussi limtIn(|t|) = 0 par croissances comparées, et
t—0

Raccord en 0, conclusion : les solutions de (E) sur | — 1; 1 sont de la forme précédente. L’espace affine S 3

des solutions de (E) sur | — 1; 1] est de dimension 2 car les fonctions y solutions de (E) sur | — 1; 1] s’écrivent

2
Yy = yo + A2y2 + A3y3 olt yz :] — 1;1[— R vérifie Vt €] — 1;0[, y2(t) = tzt— ] et Vt € [0;1], y2(t) = 0 et
2
y3 ;] —1;1[— R est définie par Vt €] —1;0], y3(t) =0 et Vt €]0;1], y3(t) = tzt 7 S2,3 =yo + Vect(y2,y3).
Raccord en 1, analyse : si y est une solution de (E) sur |0; +o0[, alors il existe des réels Az et A4 tels que

2 2
vt €]o;1], y(t) = P+ nt) (}\fz—i__l?(t)) et Vt €]1;+00], y(t) = Plrs + i) (}\fz—i__l?(t)). Or on doit avoir y(1) = % en
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2
remplacant t par 1 dans (E) et la continuité de y en 1 impose que A3 = Ay = 0 car lim Zt ;= +00 et

t—1t
2 2 200 2
umtzln(t):lcartzln(t)N t7(t—1) _ ot
tol t7 — 1 2 t =1 1 (t=1+1) t+1

~
1

N —

2
Raccord en 1, syntheése : réciproquement, yo :]0; +00[— R définie par Vt # 1, yo(t) = ttzln(:) et yo(1) =

1
2
yo(t) —yo(1) _ 2t%In(t) — (t* — 1)

est dérivable sur R* \ {1} par opérations et, pour t > 0 et t # 1,

t—1 2t —1)%(t+1)
donc yo(t) —yo(1) _ 2(1 Jru)z In(1+uw) —uwu+2) 2001+ 2u+o(u)(u— (uZ/Z) + o(uz)) —2u — uz) on
t—1 - Zuz(u—l—Z) o Zuz—l—o(uz)
posant u =1t — 1 et il vient yo(l+u) —yo(1) _ 201+ 2u +o(u)(u — (u?/2) +o(u?)) — 2u — u?) NPT |
u 0 2u? + o(u?) ou? 2

donc yo est aussi dérivable en 1. De plus, yo est solution de (E) sur ]0; +oo] car elle 'est d’apres la question

précédente sur I3 et I4 et que la relation est vraie pour t = 1.

Raccord en 1, conclusion : 'espace affine S3 4 des solutions de (E) sur |0; +oo[ est de dimension 0 car on

vient de voir que seule yo était solution de (E) sur R*, donc que S34 = {yo} = yo + {0}.

Raccord en —1 : pour ne pas avoir a tout refaire, pour un intervalle I de R, on pose —1 = {—t | t € I} et,
pour y : I — R dérivable, on pose z : =T — R telle que Yu € —1, z(u) = y(—u). Alors z est aussi dérivable
par opérations et, si y est solution de (E) sur I, on a Yu € —I, (—u)((—u)? — y/(—u) + 2y(—u) = (—u)?
donc u(u? — 1)z/(u) + 2z(u) = u? et z est solution de (E) sur —I. Comme —(—I) = I, on a la réciproque par
symétrie. Ainsi, raccorder les solutions revient & les raccorder en 1, les graphes des solutions sur —I étant les

symétriques orthogonalement par rapport & la droite (Oy). D’apres le cas précédent, la seule solution de (E)
—u)? In(—u) _ u? In(fu))
(—u)? —1 u? —1

Ainsi, I'espace affine S1» des solutions de (E) sur | — 0o; 0[ est de dimension 0 car on vient de voir que seule

sur | —oo; 0[= —]0; 400 est zp : R* — R telle que Yu € R* | zp(u) = yo(—u) = ( .
zo était solution de (E) sur R*, donc que S1,2 = {z0} = zo + {0}.
Solutions sur R : avec ce qui précede, la seule solution de (E) sur R est la fonction f : R — R définie par

() = S G g 10,13, 1) = 1) = Let 1(0) =o.

a. Comme g : t — f(2t) et h : t — tf(2t) sont continues sur R, par le théoréme fondamental de I'intégration,
X X
les fonctions G : x fo f(2t)dt et H : x fo tf(2t)dt sont de classe C' car elles sont respectivement les

primitives de g et h qui s’annulent en 0. Or, Vx € R, f(2x) =14 xG(x) — H(x) (1) donc x — f(2x) est de
classe C' sur R par opérations, ce qui justifie que f est elle-méme de classe C' sur R. D’ailleurs, on peut
montrer facilement par une récurrence simple que f est alors de classe C*® sur R. En dérivant (1), on a

2f/(2x) = G(x) + xG'(x) — H'(x) = G(x) + xf(2x) — xf(2x) = j;x f(2t)dt. En remplagant 2x par x, on a donc

/2
WeKﬂ@:%ﬁ'mmt

b. Comme f'(x) = %G(%) et que G est de classe C' sur R, la fonction f est de classe C? et, en dérivant

une fois de plus, on a Vx € R, /(x) = %G(%) = f(sz) Ainsi, f est une solution réelle sur R de 1’équation
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différentielle linéaire homogene du second ordre & coefficients constants (E) : 4y” —y =0.

c. Les solutions de I’équation caractéristique 422 — 1 = 0 sont j:% donc les solutions réelles de (E) sont les
y:x — Ach ( ) +Bsh ( ) ot (A,B) € R2. Or f(0) = 1 grace a la relation de I’énoncé et '(0) = ]EG (%) =0
donc A =1 et B=0. Si f vérifie les conditions de ’énoncé, f : x — ch (%) Pour la réciproque :

Méthode 1 : la fonction f : x +— ch (%) est bien continue sur R et a valeurs réelles et, en posant les fonctions

u:te x—tetv:t —sin(t) qui sont de classe C' sur [E,VX], par intégration par parties, on a la
x xX

relation fo (x —t)ch (t)dt = 0 + fo sh(t)dt = [ch(t)]y = ch(x) —1 = f(2x) — 1 ce qui montre bien que

X
Vxe R, 1(2x) =1+ [ (x—yr@2yat.
Méthode 2 : la fonction f : x — ch <§) est continue sur R et & valeurs réelles et Vx € R, f’(x) — f(é‘—x) =0
/ 1 ey 1
donc (f f f(2t) dt) = 0 d’apres ce qui précede. Comme f( f f(2t)dt s’annule pour x = 0,

!
sur lintervalle R, on a Vx € R, f'(x -5 f f(2t)dt = 0. Ainsi, Vx € R, (f(Zx)fl ffox(xft)f(Zt)dt) =0

et, comme R est un intervalle et que f(2.0) =1+ fo (0—t)f(2t)dt,ona Vx € R, f(2x) =1+ fox(x—t)f(Zt)dt.
Conclusion : la seule fonction continue f : R — R qui vérifie Vx € R, f(2x) =1+ fox (x — t)f(2t)dt est donc

la fonction f : x — ch (%)
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