TD 01 : SERIES NUMERIQUES

PSI 1 2025-2026 vendredi 5 septembre 2025

Régle de DUHAMEL-RAABE Soit (un )nen une suite de réels strictement positifs.

a. Montrer que si Endl — gy o(l) avec o > 1 alors > u, converge.
Up +oo n n n>0
b. Montrer que si L — 1 — & 4 o(l) avec o < 1 alors > uy diverge.
Up +oo n n >0
c. Montrer que si 20+l — 1 & 4 O(%) alors JA € R, un ~ %
Up +oo n n +oon
!
d. Nature de la série de terme général u,, = %
nl

Critére de CAUCHY Soit Y up une série & termes positifs, on suppose que Vi, — ¢ € R*.
n=>0
a. Montrer que si £ > 1 alors Y un est divergente.
n>0
b. Montrer que si ¢ < 1 alors Y uy est convergente.
>
c. Observer que, lorsque ¢ = 1T:/oon ne peut rien conclure.

Mines PSI 2015 Guillaume Leroy
Soit (an)nen+ une suite de réels strictement positifs.

1
. ;. 1—=
a. Si la série E an ™ converge, montrer que E an converge.
n>l n>l

b. Silasérie Y an converge, soit A €]1;+00], en considérant les ensembles = {n € N* | an, ™ < Aan} et
n>l

1 1
-4 -5 . .
J={n€ N*| an ™ > Aan}, montrer que Y. an ™ converge et majorer sa somme en fonction de A.
n>l1

. . -4
c. Que dire des séries Y, an T et > an ?
n>1 n>1
Obtenir une inégalité (avec des racines carrées) sur leurs sommes quand elles existent.

OdIT 2015/2016 ENSEA planche 2821

n
Montrer que P, (x) = ( > xk) — 1 admet une unique racine x, > 0 et étudier la suite (x).
k=1

Mines PSI 2018 Sonia-Laure Hadj-Sassi |
a. Etudier la suite (un)nen définie par up € Ret Vn € Nj w7 =¥ — 1.

Soit (vn)nen définie par vo =1 et Vn € N, vip1 = In(e¥™ —vy).

—+oo
b. Montrer la convergence de la suite (vn)nen, de > vn. Déterminer la valeur exacte de > vy.
n=0 n=0

Compléments OdIT 2018/2019 ENTPE PSI planche 4301
a. Montrer que Vn € N*| f(x) = xe¥ —n admet un unique zéro u, strictement positif.

b. Montrer que Vn > 3, 1 < u,, < lnn. Puis que u, +~ Inn quand n tend vers +oo.
oo

c. Trouver un équivalent de u,, — lnn.



Mines PSI 2022 Margaux Millaret II

1
n+~5
2
Pour n € N*, on pose up = "=
nle

u
a. Montrer que Y In (“7“) converge.
n>1 n

n
b. En déduire I'existence d’une constante C > 0 telle que n! o Cﬁ(ﬂ)
o] e

c. Donner sans preuve la valeur de C. Puis le prouver avec les intégrales de WALLIS.

CCINP PSI 2022 Louis Lacarrieu 11
an

O+a)x--x(1+an)

Soit (an)nen+ une suite de réels positifs et la suite (un)nen+ définie par u, =

a. Calculer uj +uy. Généraliser.

b. Montrer que Y uy converge.
n>1

—+oo
c. Dans cette question, on suppose que a,, = 1 Calculer > Un.

Vn "
Mines PSI 2024 Amélia Arangoits I
Soit la suite (xn)nen- définie par x; € R et Vn > 1, xnq1 = xn + i
a. Montrer que la suite (xn)n>1 est bien définie et que nE)Too Xn = +00.
b. Montrer que Vn > 2, x, > n. En déduire que xp, -l:;o n.
c. Montrer qu’il existe un réel c¢ tel que x,, +:oon +c+o(1).

d. Montrer que ¢ = 0.
Mines-Télécom PSI 2024 Tom Sanchez I

Pour n € N*, on considére ’équation (E,,) : x™ +xy/n—1=0.
a. Montrer que, pour tout n € N*, (E,) admet une unique solution dans R qu’on notera x.
b. Montrer que la suite (xn)n>1 converge vers 0.

c. Quelle est la nature de > x, 7
n>l



